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Capitulo 1

Sistemas de Ecuaciones
Lineales

La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales constituye uno de los
temas fundamentales del algebra lineal. Estos sistemas de ecuaciones apare-
cen de manera natural cuando se modelan diversas situaciones en areas como
las ciencias, las ingenierias e incluso la economia. En esta unidad enfocare-
mos nuestro esfuerzo en obtener soluciones de estos sistemas de manera sis-
tematica, cuando dichas soluciones existan.

1.1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

En esta seccion se estudiaran los sistema de ecuaciones lineales. Se comen-
zard con el andlisis de los sistemas mas sencillos, con los cuales los estudiantes
se encuentran familiarizados, y posteriormente se concluira con el andlisis de
un sistema de ecuaciones en general.

1.1.1. Ecuaciones lineales con dos incégnitas

Una recta en el plano zy puede representarse algebraicamente mediante
una ecuaciéon de la forma,

ar + by = ¢, (1.1)

donde a,b y ¢ son las constantes y; x y y representan a las variables. La
ecuacion 1.1 se conoce como ecuacién lineal en las variales z y y.

Una pareja de nimeros s; y s3 es una solucién de la ecuacién 1.1, si dicha
ecuacion se satisface al hacer la sustitucion © = s; y y = so. Al conjunto de
todas las soluciones de la ecuaciéon 1.1 se le conoce como conjunto solucién.

11



12 Ricardo Ceballos Sebastian

Ejemplo 1.1.1 Encuentre el conjunto solucion de la siguiente ecuacion lin-

eal,
dr — 3y = 1. (1.2)

Solucion: El procedimiento consiste en despejar cualquiera de las vari-
ables: Si despejamos la variable x obtenemos,
3 1

Es posible expresar el conjunto soluciéon en términos de un tinico parametro.
por ejemplo, si se hace y = t, entonces el conjunto solucion se expresa como:

_ 3 1
xr = Zt+71’
y =t

lo cual significa que para cualquier valor real de ¢ se obtiene una pareja de
nimeros reales x y y que forman una solucién de la ecuacién 1.2. Por ejemplo,
si t = 0, entonces
e
y =

es una solucién de la ecuacion 1.2.

Despejando la variable y en la ecuacion 1.2, y haciendo la parametrizacion
x = t, se puede expresar el conjunto solucién de una forma aparentemente
diferente; sin embargo, puede probarse que cuando ¢ asume todos los valores
reales posibles, se obtiene el mismo conjunto solucion.

\‘CD =

1.1.2. Ecuaciones lineales con tres incégnitas

Un plano en el espacio tridimensional se representa por una ecuaciéon de
la forma
ar + by + cz =d, (1.3)

donde a, b, ¢ y d son las constantes y; x, y y z representan a las variables.

La ecuacién 1.3 se conoce como ecuacion lineal en las variales x, y y z .
Una terna de numeros s;, So ¥ s3 es una solucion de la ecuacion 1.3, si

dicha ecuacion se satisface al hacer la sustitucion x = s1, y = so y 2 = s3 .

1.1.3. Sistema de m ecuaciones lineales con n incégni-
tas
Definicién 1.1.1 FEn general se define una ecuacion lineal en las n variables

X1, X9, ..., Ty COMO:
121 + asxs + ... + apx, = b, (1.4)
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donde ay,as, ...a, y b son constantes reales y; x1,xa, ..., x, representan a las
variables.

Ejemplo 1.1.2 FEjemplos de ecuaciones lineales son:

3xr + 2y =5,
20 —y+ 2 =0,

ZL’1—5(72+[E3—.T4:7.

Se observa que una ecuacién lineal no comprende productos o raices de vari-
ables y todas las variables se presentan a la primera potencia y no aparecen
como argumento de funciones trigonémetricas, logaritmicas o exponenciales.

Ejemplo 1.1.3 Ejemplos de ecuaciones no lineales son:

x? + 22y = 5,
Inx +seny =7,

T+ ﬁ = 20.
T3

Definicién 1.1.2 Una sucesion de niumeros si, Sa, ..., Sy, €s una solucion de
la ecuacion 1.4 si ésta se satisface al hacer la sustitucion x, = s1,x9 =
89y .y Ty = Sp. .

Definicién 1.1.3 (Sistema de ecuaciones lineales) Un conjunto finito de
ecuaciones lineales en las variables xq,xs, ..., T, se conoce como sistema de
ecuactones lineales o sistema lineal.

Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales en n incognitas se puede
representar de la siguiente manera:

a111 -+ 12T + ...+ ALy = b17
2171 + a2T2 + ... + G Ty = bo,

_ (1.5)

11 + Qoo + ...+ QnTn = by

El primer subindice del coeficiente a;; en el sistema representado por la
ecuacion 1.5 indica la ecuacion en la que se encuentra; y el segundo, indica la
incégnita que multiplica. Por ejemplo, a;2 se encuentra en la primera ecuacion
y multiplica a la incognita xs.
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Definicién 1.1.4 (Solucién de un sistema de ecuaciones lineales) Una
sucesion de miumeros Si,Sa,...,S, es una solucion de un sistema de ecua-
ciones como el representado por la ecuacion 1.5 si al hacer la sustitucion
r1 = S1,Ty = S2,...,T, = S,, cada una de las ecuaciones del sistema se
satisfacen .

Definiciéon 1.1.5 Al conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecua-
ctones lineales se le conoce como conjunto solucion.

Definicién 1.1.6 (Sistemas consistentes e inconsistentes) Un sistema
de ecuaciones lineales se denomina consistente si tiene al menos una solu-
cion. Si el sistema no tiene soluciones se le denomina inconsistente.

El siguiente sistema lineal constituye un sistema inconsistente,

20 +y=3
2x+y:2} (1.6)

Es claro que la afirmacion de una de las ecuaciones niega la ecuacién
restante.

Un sistema general de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas puede
reprentarse mediante,

ar +by =c
de +ey=f } (1.7)

Las posibilidades que pueden presentarse al resolver el sistema represen-
tado por la ecuacion 1.7 se muestran de forma grafica en la figura 1.1.

En la figura 1.1a, las rectas l; y [y se intersecan en un punto; es decir, el
sistema tiene solucién unica.

En la figura 1.1b, las rectas l; y [y no se intersecan en ningin punto; el
sistema no tiene soluciones.

En la figura 1.1c, las rectas [ y [y se encuentran superpuestas; en este
caso, el sistema tiene infinitas soluciones.

Los resultados anteriores(como demostraremos en las siguientes secciones)
son de caracter general: esto significa que todo sistema de ecuaciones lineales
tiene solucion tnica, tiene infinitas soluciones o no tiene soluciones.

En los cursos basicos, debachillerato, se ensena a resolver casos explicitos
del sistema de euaciones representado por la ecuacion 1.7. El resultado gen-
eral puede hallarse mediante la aplicacion de dos propiedades algebraicas
elementales:

' Bastars con que una ecuacién no se satisfaga para que la sucesién no sea una solucién
del sistema.
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Y Y Y

Figura 1.1: Posibles soluciones de un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas

1. Sia=byc=d, entonces a +c=b+d.
2. sic# 0y a=>b, entonces ca = cb
Ejemplo 1.1.4 Mediante la aplicacion de las propiedades 1 y 2 resuelva el

siquiente sistema representado por la ecuacion 1.7

ar +by = c
dr+ey =

Solucion:

1. Propiedad 2: Al multipliar la primera euacién por —d y la segunda
ecuacion por a obtenemos,

—daxr — dby = —dc,
adr +aey = af,

2. Propiedad 1: Al sumar las dos ultimas ecuaciones se obtiene,

(—dax — dby) + (adzx + aey) = —dc + af,
de donde se sigue,
(—da + ad)x + (ae — db)y = af — dc,

0z + (ae — db)y = af — dec.
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Aqui se debe ser muy cuidadoso, ya que para obtener el valor de y es necerario
dividir entre, ae — db, lo que solo es posible si, (ae — db) # 0, en este caso,

af —dc

y ae — db (1.8)

Finalmente, se despeja = en la primera ecuacion del sistema, posteriormente
se sustituye el valor de gy, con lo cual se obtiene después de reducciones
algebraicas,

ce —bf

— ) 1.
ae — db (1.9)

Se concluye que si, (ae — db) # 0, entonces la solucién general del sistema de
dos ecuaciones con dos variables esta determinado por

_ce—bf

"~ ae—db

_c?]g—dc (1.10)
Y= we—db

Matriz aumentada y matriz de coeficientes

El arreglo de niimeros que se obtiene al eliminar los signos +, las vari-
ables x y los signos =, en el sistema de ecuaciones lineales representado por
la ecuacion 1.5, se conoce como matriz aumentada, como se muestra a con-
tinuacion,

a1 a192 P QA1n bl
921 Q99 ... QA9pn b2

(1.11)
Am1 Gm2 - Gmn | b

Como es estudiard en la seccién 1.2, una matriz es un arreglo rectangular de
numeros que consta de renglones(lineas horizontales) y de columnas(lineas
verticales). La ultima columna se conoce como la columna de los términos
constantes?.

Si en la matriz anterior se elimina la columna de las constantes, obten-

2La barra vertical entre las dos tltimas columnas de la matriz aumentada, se utiliza
para para remarcar el hecho de que la tltima columna corresponde al de los términos
constantes.
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dremos lo que se conoce como matriz de coeficientes,

a1 a2 ... QAip
Q21 Ag2 ... d2p

(1.12)
m1 Am2 ... Gmp

Se observa que la matriz de coeficientes solo contiene los coeficientes de las
variables de la ecuacién 1.5 3.

Ejemplo 1.1.5 FEscriba la matriz aumentada y la matriz de coeficientes del
siguientes sistema de ecuaciones,

2[E1+3Z‘2—ZL’3:0
—X1 +21’2 — 31’3 =-3
3231 +5ZL’2 —71'3 =5

Solucion: La matriz aumentada es

2 3 -1 0
-1 2 -3|-3
35 =7 5

La matriz de coeficientes es

2 3 -1
-1 2 =3
3 5 =7

1.1.4. Eliminacion de Gauss y de Gauss-Jordan con
pivoteo

El método basico para resolver sistemas de ecuaciones lineales consiste
en reemplazar el sistema dado por uno nuevo que tenga el mismo conjunto
solucion, pero que sea més facil de resolver. En general, este nuevo sistema
se obtiene realizando una serie de pasos, en cada uno de los cuales se aplica
una de las siguientes operaciones permitidas, conocidas como operaciones el-
ementales, a fin de eliminar sistematicamente las incognitas.

Operaciones elementales sobre las ecuaciones

3Las variables en el sistema de ecuaciones siempre deberan aparecer en el mismo orden
en todas las ecuaciones, ya que de este modo evitaremos cometer errores al escribir la
matriz aumentada y la matriz de coeficientes del sistema.
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1. Multiplicar una de las ecuaciones por una constante diferente de cero.
2. Intercambiar dos ecuaciones.
3. Sumar un multiplo de una ecuacién a otra ecuacion.

Como se puede apreciar, se trata de las operaciones que se emplearon en el
ejemplo 1.1.4.

Como los renglones de la matriz aumentada corresponden a las ecuaciones
del sistema, entonces estas tres operaciones sobre las ecuaciones del sistema
tienen sus equivalentes sobre los renglones de la matriz aumentada.

Operaciones elementales sobre los renglones

1. Multiplicar uno de los renglones por una constante diferente de cero.
2. Intercambiar dos renglones.

3. Sumar un multiplo de uno de los renglones a otro renglén.

Definicién 1.1.7 (Sistemas equivalentes ~) Dos sistemas de ecuaciones
como los representados por las ecuaciones 1.13 y 1.14 se conocen como equiv-
alentes, si tienen el mismo conjunto solucion.

a1 + a2 + ...+ apx, = by

a21T1 + Q22 + ... + A9, T, = b2 (1 13)
11+ Qmala + ...+ ATy, = b )

c11T1 + CroZo 4 .o+ Cinty =dp )

Co1T1 + C29%T2 + ... + CopXy = dg (1 14)
Cm1T1 + CmaZ2 + ... + Cp Ty = dm

Teorema 1.1.1 Si un sistema de ecuaciones lineales se obtiene de otro por
medio de operaciones elementales, entonces los sistemas son equivalentes.

Demostracion: La demostracion que se presenta, supone que se aplica una
sola operacién elemental, ya que el caso general se obtiene de ésta aplicando
el mismo argumento sucesivamente.
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Consideremos el sistema general de m ecuaciones con n incognitas.
1171 + a1 + . .. + a1, = by
a;1T1 + QT2 + ... + Qi Ty, = bl

(1.15)

;171 -+ Q222 + ...+ Ajnln = bj

A1 01+ T2 + .o+ ATy, = by

Si el nuevo sistema se obtiene aplicando las operaciones elementales (1) y (2),
entonces en esencia se sigue teniendo el mismo sistema de ecuaciones y por
lo tanto, las soluciones del sistema no se afectan. Sin embargo, si el nuevo
sistema se obtiene aplicando la operacién elemental(3), entonces debemos
asegurarnos que el conjunto solucién no se modifica.

Supongase que el nuevo sistema se obtiene sumando a veces la ecuacion
(i) a la ecuacién (j), entonces los sistemas diferirdan en el renglén (j), ya que
para el nuevo sistema la ecuacion(j) estara determinada por,

(aail + ajl)xl —+ ((ICLZ‘Q —+ an)ZL‘Q + ... —f- (aam —I— ajn)wn = abi + bj, (116)

de manera que el nuevo sistema se representa por
a1 + a12T9 + e + ATy = bl
a1 + Ai2x2o + ce + AinLy = bz

(aaii + ajn)z1 + (a2 + ajo)r2 + ... + (@i, + ajn)x, = ab;+0b;

Am1T1  +  QpmaTy  + cee + AmnTn, = bm )
(1.17)
Sean Sy S’ los conjuntos solucién correspondientes a los sistemas de ecua-
ciones representados por las ecuaciones 1.15 y 1.17, respectivamente, se de-
mostrara que S = 5.
S C S Si sq,89,...,8, es una solucién del sistema representado por la
ecuacion 1.15, entonces en particular se satisfacen las ecuaciones (i) y (j);
es decir,

a;151 + Q282 + ... + AinSp = bi, (118)

5151 + Q5252 + ...+ AjnSn = bj. (119)
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Si se multiplica la ecuacién 1.18 por a y se suma a la ecuacion 1.19 se obtiene,
(aaﬂ + Cle)Sl -+ (aaig + CLjQ)SQ + ...+ (aam + ajn)sn = abi + bj. (120)

La ecuacién 1.20 implica que sy, S9, ..., S, €s una solucién de la ecuacién 1.16
) ) Y n )
y, por lo tanto, del nuevo sistema representado por la ecuacién 1.15; es decir,

SCs.

S" C S) Reciprocamente, si s1, Sa, ..., S, s una solucién del sitema repre-
sentado por la ecuacion 1.17, entonces se cumple que,

ap181 + apaSo + ...+ appSp = bx, Vk#£J (1.21)
ademas,
(aail + aﬂ)sl + (CLCLZ‘Q + an)SQ —I— e —f- (aam —I— ajn)sn = abi —I— bj. (122)

La ecuacion 1.21 se cumple de manera particular para k = <. En este caso
se tiene,
;181 + @282 + ...+ QjpnSp = bz (123)

Si se resta a veces la ecuacion 1.23 a la ecuacion 1.22, entonces se obtiene,

181 + GjoS2 + ... + AjnSy = bj (124)

es decir, sy, Sg,...,5, es solucién del sistema original representado por la
ecuacién 1.15, por lo tanto, S" C S), con lo cual concluimos finalmente que

S=5. 1

Definicién 1.1.8 ( Matriz escalonada en los renglones reducida) Se dice
que una matriz se encuentra en la forma escalonada en los renglones reducida
st tiene las siguientes propiedades:

1. Si un renglon no consta completamente de ceros, entonces el primer
numero diferente de cero en el renglon es un uno. A éste se le denomina
uno principal(1-principal )*.

2. Si existen renglones que consten completamente de ceros, éstos se agru-
pan en la parte inferior de la matriz.

3. Si dos renglones sucesivos no constan completamente de ceros, entonces
el 1-principal del renglon inferior se encuentra mas a la derecha que el
1-principal del renglon superior.

4Algunos autores prefieren usar el término entrada principal en lugar de uno principal.
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4. Cada columna que contenga un uno principal tiene ceros en las demds
posiciones.

Definicién 1.1.9 (Matriz escalonada en los renglones) Una matriz que
solo cumple con las propiedades 1,2 y 3 se conoce como matriz escalonada en
los renglones.

Ejemplo 1.1.6 Las siguientes matrices son ejemplos de matrices escalon-
adas en los renglones reducidas.

1004 100 0 1w 0 1
0001 —7

010/7], 01 0],

00 15 00 1 00000
0000 0

Ejemplo 1.1.7 Las siguientes matrices son ejemplos de matrices escalon-
adas en los renglones.

14 3|7 110 015b 30
01 -3[2], 010]/, 001 -1 0
00 1|a 000 000 01

En las matrices anteriores a y b representan niimeros reales.

Cuando la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones es llevada a
la forma escalonada en los renglones reducida, entonces es posible obtener
la solucién del sistema por simple inspeccion. Este método se conoce como
eliminacién de Gauss-Jordan. Si la matriz aumentada es llevada a una
forma escalonada en los renglones y se aplica sustitucién hacia atrds para
obtener las soluciones del sistema, entonces estamos aplicando el método de
eliminacién de Gauss.

Notacién: Las operaciones elementales realizadas para obtener una ma-
triz equivalente las denotaremos de la siguiente manera:

1. ~ Estaoperacion indica que se multitlicé el i-ésimo renglén por una
ar;——r;

constante a # 0 para generar una matriz equivalente en los renglones.
El resultado se aplica al renglon i-ésimo de la nueva matriz.

2.~ Estaoperacién indica que se intercambiaron los renglones r; y r;.
ris—7T;j
Esta es la tinica operacién elemental que al aplicarse de manera aislada
modifica dos renglones.
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3. ~ Esta operacion indica que se sumo a-veces el renglén i al
ari+r;—r;

renglon j. El resultado se aplica al renglén j-ésimo de la nueva matriz.

Antes demostrar el teorema de Gauss-Jordan se muestran algunos ejem-
plos del uso de las operaciones elementales sobre los renglones de la matriz
aumentada, para llevarla a una forma escalonada en los renglones reducida,
o simplemente, a su forma escalonada en los renglones.

Ejemplo 1.1.8 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante elim-
inacion de Gauss-Jordan.

21’1 —X2 +4x3 = -3
T +2ZL‘2 —3[E3 = 1
51‘1 +3$2 +x3 = —2

Solucion: Considérese la matriz aumentada del sistema,

2 -1 4|-3
1 2 =3 1
5> 3 1|2

Esta matriz sera llevada a su forma escalonada en los renglones reducida, ya
que de este modo se cumple con el requisito de resolver el sistema mediante
el método de Gauss-Jordan.

1. Se comienza por colocar el primer 1-principal. Esto puede lograrse mul-
tiplicando el primer renglén por (1/2) o simplemente intercambiando
los renglones (2) y (3). Ente caso optaremos por la segunda opcién, ya
que con esto evitaremos introducir fracciones desde el comienzo.

1 2 =3 1
~ 2 -1 4|-3
T1$<—T2 5 3 1 _2

Una vez colocado el primer 1-principal, se usard éste para realizar op-
eraciones que permitan hacer ceros a los elementos restantes de su
columna. Este proceso se conoce como pivoteo. Para comenzar stimese
(-2) veces el renglén 1 al renglén 2,

1 2 3] 1

o 0 =5 10|-5
At - T S )
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Nuevamente se usa el rengléon 1 como pivote. Stimese (-5) veces el
renglén 1 al renglon 3

12 3] 1
o~ 0 =5 10|-5
TR -7 16| -7

2. Para continuar se coloca un 1-principal en el siguiente renglén. En este
caso se multiplica el renglén 2 por (-1/5).

1 2 =3| 1
~ 0 1 -2| 1
Tl g -7 16| =7

Ahora se usa el rengléon 2 como pivote para hacer ceros los elementos
restantes de la columna del segundo 1-principal.

Stumese (-2) veces el renglén 2 al renglén 1,

1 0 1|-1
o 0 1 -2| 1
T g 7 16| =7

Stimese (7) veces el rengléon 2 al renglén 3 |

10 1] -1
~ 01 -2 1
Tro+rs3—r3 00 9 0

3. En seguida cse coloca un 1-principal en el siguiente renglén. En este
caso se multiplica el renglén 3 por (1/2).

10 1]-1
~ 01 -2 1
1/2rg—srs 00 1 0

Finalmente, utilicese el rengléon 3 como pivote para hacer ceros los
elementos restantes de la columna del tercer 1-principal.

Reste el renglén 3 al rengléon 1.

10 0]-=1
~ 01 —2| 1
I g 0 1] 0
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Stimese (2) veces el renglén 3 al renglén 2 |

1 0 0]—-1
~ 010 1
2r34+ro—ro 0 0 1 O

La matriz anterior se encuentra en su forma escalonada en los renglones
reducida. El sistema de ecuaciones que corresponde a la matriz anterior es:

xr1 = —1,
To = 1,
T3 =0.

Lo cual constituye la solucion del sistema.

Ejemplo 1.1.9 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones usando elimi-
nacion gaussiana.

20 —y+z2=95
rTH+y+z=2
20 — 3y —z2=3

Solucidn: Se llevara la matriz aumentada del sistema a su forma escalon-
ada en los renglones, mediante operaciones elementales sobre éstos. De esta
manera se garantiza que se estd empleando el método de eliminacién de
Gauss.

La matriz aumentada del sistema es

2 -1 1|5
1 1 12
2 -3 —1|3

1. En primer lugar se coloca un 1-principal en el primer rengléon, lo cual
se consegue intercambiando los renglones 1 y 2.

1 1 1|2
~ 2 -1 115
el 3 103

Usese este 1-principal como pivote para hacer cero todos los elementos
inferiores de su columna.

Stimese (-2) el renglén 1 al renglén 2.
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1 1 112
~ 0 -3 —1]1
—2r14+ro—ro 9 _3 1 3

Stimese (-2) el renglén 1 al renglén 3.

1 1 1 2
~ 0 -3 -1 1
—2r14+ro—rs O _5 _3 _1

2. Para continuar, se coloca un segundo 1-principal en el segundo renglom.

Multipliquese el segundo renglén por (-1/3,)

1 1 1 2
~ o 1 L)1
—1/3T2—>T2 O _5 _% _:i

De manera similar, se usara este 1-principal como pivote para hacer
cero todos los elementos inferiores de su columna. En este caso debemos
sumar 5 veces el renglén 2 al renglén 3.

11
~ 01
0 0

bro+rs3—rs3

W =
wloowl— DD

3. Finalmente, multipliquese el renglén 3 por (-3/4)

— Ol =
DO Wi DO

—3/4rs—r3

La matriz anterior es una matriz escalonada. El sistema de ecuaciones corre-
spondiente es:

Despejando las variables y y x, y realizando sustitucion hacia atras se

obtiene la solucién.
r=1

y=-1
z = 2.
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Definicién 1.1.10 (Variables principales y variables libres) Si una ma-
triz aumentada de un sistema de ecuaciones se lleva a su forma escalonada
en los renglones reducida, entonces se conocen como variables principales a
las variables asociadas con los 1-principales en dicha matriz. El resto de las
variables se conocen como variables libres.

Ejemplo 1.1.10 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante elim-
inacion de Gauss-Jordan.

T +4l’3 +3[E4 —Ty = 1
—51’1 +2£L‘2 —21'3 —Xy —xy = -2
—31’1 +21’2 —|—2.CE3 —|—2$4 —2.T5 = -1

—x1 +2x9 +14x3 +1lzy —d25 =
Solucién: La matriz aumentada del sistema es

10 4 3 —-1] 1
2 =2 -1 —-1|-2
-3 2 2 2 =2|-1
2 14 11 —=5| 2

Para reducir la matriz aumentada a su forma escalonada en los renglones
reducida realizaremos los siguientes pasos:

1. Stmese (5) veces el renglén(1) al renglén(2).

10 4 3 —1| 1
02 18 14 —6| 3
St | —3 2 2 2 —2] -1
~1 2 14 11 -5| 2

Stimese (3) veces el renglon(1) al renglon(4).

10 4 3 —-1|1
0 2 18 14 —6|3
3ri1+r3—rs3 0 2 14 11 —-512
-1 2 14 11 =512
Stumese el renglén(1) al renglon(4).
10 4 3 —-1|1
0 2 18 14 —6|3
r1+r4—ry 0 2 14 11 —-512
0 2 18 14 —613
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2. Multipliquese el renglén(2) por (1/2).

10 4 3 -1
01 9 7 =3
Ve | 002 14 11 =5
0 2 18 14 -6
Stumese (-2) veces el renglén(2) al renglén(3).
10 4 3 -1
o1 9 7 -3
—2ro4rz3—r3 O O _4 _3 1
0 2 18 14 -6
Stumese (-2) veces el renglén(2) al renglén(4).
10 4 3 -1
01 9 7 =3
—2ro4rg—ry O O _4 _3 1
00 0 0 0
3. Multipliquese el renglén(3) por (—1/4).
104 3 -1
019 7 =3
—1/4r3—>rs3 0 01 % _411
000O0 O
Stmese (-4) veces el renglén(3) al renglon(1).
1000 O
019 7 =3
—4drz4+ri—ry O O 1 z% _le
0000 O
Stimese (-9) veces el renglén(3) al renglon(2).
1000 O
010+ =3
—9r3+ro—>rrg 0 0 1 % —i
000O0 O

W NN =

O Bllw O ORI =

O BRIPalw O

L MW =

O W =

27
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La matriz anterior se encuentra en su forma escalonada en los renglones
reducida. Podemos observar que los 1-principales corresponden a las variables
x1, T2 y x3, de este modo, las variables restantes corresponden a las variables
libres; es decir, x4 y x5 son las variables libres del sistema.

El sistema de ecuaciones que corresponde a la matriz anterior es:

Ty = Oa
1 3 3
9€2+Z$4—Z$5 R
3 1 1
ZT3 + Z$4 — Z—ll’5 Z

Despejando la variables principales del sistema se obtiene,

X1 = 07
1 3 3
Ty = —71T4 + 7T5 — 7,
_ 3 1 1
T3 — —Zflf4 + 1.1'5 + 1

Si se hace la parametrizacion de las variables libres mediante, x4 = ry x5 = s,
entonces las soluciones del sistema en términos de estos parametros son:

1‘120,
_ 1 3 3
1’2——17’4‘18—1,
_ 3 1 1
563——17”4‘18"‘1,
Ty =T,
Iy = S.

Como se puede apreciar, con cada pareja de nimeros reales r y s, es posible
asociar una solucién particular para el sistema de ecuaciones. Por ejemplo,
si r = s = 0, entonces

€Ty = 07

To = —3/4,
Ty = 1/4,
Ty = 07

Is = 0.

es una solucién particular del sistema.
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Teorema 1.1.2 (Método de eliminacién de Gauss-Jordan) Toda ma-
triz puede ser llevada a su forma escalonada en los renglones reducida, me-
diante operaciones elementales sobre sus renglones.

Demostracion: Si la matriz consta completamente de ceros, entonces no
habria nada que probar, pues la matriz ya se encontraria en la forma deseada.
Supoéngase entonces que se parte de una matriz A que no es idénticamente
cero. Supoéngase que j es el menor entero para el cual a;; # 0 para algin ¢
y que el primer elemento no cero de la columna j se en cuentra en el primer
renglén(en caso contrario se procederia con un intercambio de renglones para
cumplir esta condicién), entonces la matriz tiene la siguiente forma,

0O ... 0 ai; ... Qin
0 ... 0 ag; ... as,

A= | T (1.25)
0 ... 0 amj - Gmn

para obtener el primer 1-principal se realiza la operacion elemental,
—1
(alj) Ty —>T1,

posteriormente, para obtener ceros debajo del 1-principal se procede con la
secuencia de operaciones

—ary i — 1y, para todo i # 1.

con esto se obtiene la matriz equivalente,

0 ... 0 0 by oo boy
Av=1| . . .. 2(j.+1) . 2 . (1.26)
Ahora considérese lo submatriz B,
bg(]’+1) R bgn
B = : : (1.27)
bm(j+1) e bmn

Si la submatriz representada por la ecuacién 1.27 consta completamente de
ceros, entonces se habra terminado. En caso contrario, existird un k tal que
br; # 0 para algin ¢ > 1. Sea k el menor entero tal que by; # 0 para algtin
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i, ademés supondremos que bxy # 0 (en caso contrario se procederia con un
intercambio de renglones de tal manera que se satisfaga la condicién).
Por lo expuesto anteriormente, la matriz A; tendra la forma,

0 01 bl(j+1) e bl(k—l) blk; e bln
0 ... 00 0 . 0 bo ... bay,

Av=1{ . . .. . : . R E (1.28)
0 ... 00 0 e 0 bk -+ bmn

Nuevamente, para obtener el segundo 1-principal se realiza la operacién ele-
mental,
-1
(bor) "o —> 74,

posteriormente, para obtener ceros debajo de este 1-principal se procede con
la secuencia de operaciones,
—bigre + 1 —> 14, para todo 7 # 2.

con esto obtenemos la matriz equivalente,

0 ... 1 bl(j+1) . bl(k—l) 0 Cl(k’—i—l) ... Cip
0O ... 0 0 c 0 1 ¢ ... Cop

Ap= | e (1.29)
0O ... 0 0 Ce 0 0 Cm(k+1) oo Cmn

Se observa que las primeras columnas de Ay estan en la forma escalonada
en los renglones reducida. Continuando el proceso se obtendrd una matriz
escalonada en los renglones reducida mediante un nimero finito de pasos. |

Soluciones de un sistema de ecuaciones

El analisis de las posibles soluciones de un sistema de ecuaciones puede re-
alizarse de una manera muy sencilla mediante la forma escalonada en los ren-
glones reducida de la matriz aumentada del sistema. De manera més precisa,
sea A la matriz aumentada de un sistema de m ecuaciones en n incognitas,
como se muestra a continuacion:
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ademas, sea R la forma escalonada de la matriz A, entonces existen las condi-
ciones necesarias para comenzar el analisis de las posibles soluciones del sis-
tema.

Sistema inconsistente

Si el ultimo renglén diferente de cero en la matriz R tiene su 1-principal
en la columna de los términos independientes; es decir, en la columna n +
1, entonces el sistema es inconsistente, ya que este renglén representa la
ecuacion,
0xqy +0x0 + ...+ 0z, =1,

lo cual representa una condiciéon imposible de satisfacer para cualesquiera
valores de x1, s, ..., x,.
Sistema consistente: infinitas soluciones

Si el ultimo rengléon distinto de cero en la matriz R tiene su 1-principal
en la columna 7 < n + 1, entonces el sistema es consistente. De manera més
precisa, si R tiene [ renglones diferentes de cero y sean ky, ko, ...k; las columnas
que contienen los 1-principales. Sean ademas, x1, Txo, ..., Ty las variables
principales y uq, us, ..., u,_; las variables libres del sistema representado por
R, entonces los renglones de R representan las ecuaciones,

n—l
1’]€1—|—§ Cju; = dl
Jj=1

n—l
$k2—|—§ CojUj = do
Jj=1
+ o=
n—I
l’kl—i-g Cu; = dl
Jj=1

Podemos despejar las variables principales en términos de las variables
libres para obtener las soluciones, asi que debido a la presencia de variables
libres el sistema tiene infinitas soluciones.

Sistema comnsistente: solucion tunica

Del analisis del caso anterior, se concluye que: el sistema tendra solucion
Unica si no existen variables libres en el sistema representado por R. Esto
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significa que cada renglén solo contiene un elemento distinto de cero antes
de la columna n + 1. Como hay n variables, entonces debe haber n renglones
diferentes de cero en R, cada uno con un 1-principal en las posiciones R;;.

Ejemplo 1.1.11 Determine para qué valores del parametro a el siguiente
sistema de ecuaciones,

a) Tiene solo una solucidn.
b) Tiene infinitas soluciones.

c) No tiene soluciones.

x4+ 2y — 3z = 4
3r —y+ 52 = 2
dr+y+(a*>—14)z = a+2

Solucién: El procedimiento consiste en llevar la matriz aumentada del sis-
tema a su forma escalonada en los renglones reducida, y, a partir de ésta,
realizar el analisis de las soluciones.

1 2 -3 4 1 2 -3 4]
3 —1 5 2|~ |0 =7 14| —10 | ~
4 1 (a*>—14) |a+2 0 =7 (a*=2)|a—14

1 2 -3 4 10 1] 8/7]

0 1 —2| 10/7 |~ |0 1 -2 10/7

0 -7 (a*—2)|a—14

00 (a>—16)|a—4

En este punto es muy importante hacer notar que solo sera posible colocar
un 1-principal en el tercer renglén, si a? — 16 # 0, es decir, si a # +4. En
este caso se puede seguir reduciendo la matriz hasta obtener,

Lo 1 ) 100 i
O 0 1 (CL + 4) O O 1 m

Se concluye que el sistema tiene solucién tunica cuando a # +4.

Para finalizar se analizan los casos en que a = +4. Esto se logra susti-
tuyendo cada valor en la matriz aumentada del sistema y posteriormente
reduciendo la matriz. Sin embargo, es posible y conveniente retomar la ma-
triz obtenida hasta antes de la posible indeterminacién.
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Si a = 4, entonces

10 1| 87
01 —2|10/7
00 0| o

La matriz escalonada en los renglones reducida tiene dos 1-principales que
se asocian con variables principales. La tercera variable serd libre. La exis-
tencia de esta variable libre implica que para a = 4 el sistema tiene infinitas
soluciones.

Si a = —4, entonces
10 1] 8/7 1 0 1] 8/7
01 —2|10/7|~|0 1 —2|10/7
00 0 =8 00 O 1

El sistema es inconsistente, ya que el ultimo renglén distinto de cero, en
la matriz escalonada en los renglones reducida, tiene su 1-principal en la
columna de las constantes.

Ejemplo 1.1.12 Suponga que la siguiente matriz corresponde a la matriz
aumentada de un sistema de ecuaciones. Determine para qué valores de \ el
sistema,

i) tiene solucion unica,
it) no tiene solucion,

iii) tiene infinitas soluciones.

1 0 A 1
0O X A O
A2 1|-1

Solucion: Se reduce la matriz dada mediante operaciones elementales para
obtener conclusiones sobre sus soluciones.

10 A 1

0 A A 0

0 2 1-X]—-1-2X
En este punto, solo es posible seguir reduciendo la matriz, si A # 0. En este
caso obtenemos,
A 1
1 0
| I
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10 A 1
~ 10 1 1 0
00 —N—1[-1-2)\
Nuevamente se requiere tener cuidado, ya que la matriz podra seguir re-
duciéndose si y solo si, A2 4 1 # 0, pero ésta es una condicién que se cumple
para todos los ntimeros reales.

1 00] 1 10 0] 3554
~10 10 0 [~]010]—-%5
1+ 1+X

001 AZ+1 001 2241

Por lo anterior, el sistema tendra solucién tnica dentro de los niimeros reales
si A # 0.

Considérese ahora el caso en que A\ = 0. Sustituyendo este valor en la
matriz aumentada obtenemos,

0 01 1
0 0 0 ~ 10
2 1]-1 0

1 1

0

o O

S o O

o = O
N |#—=

1
1 {~10
0

o = O
ok O

0
Esta matriz se encuentra en la forma escalonada en los renglones reducida. Se
aprecia que el sistema admite una variable libre; por lo tanto, tiene infinitas

soluciones. Concluimos que el sistema siempre es consistente dentro de los
reales.

1.1.5. Sistemas homogéneos

Definicién 1.1.11 (Sistemas homogéneos) Un sistema de ecuaciones ho-
mogéneo es aquél en el cual todas sus ecuaciones tienen términos independi-
entes iguales a cero.

La matriz aumentada de un sistema homogéneo con n incégnitas, tiene tinica-
mente ceros en la columna n + 1, como se muestra a continuacion,

a1 a2 ... Qipn 0

921 ao22 ... QA9pn 0
(1.30)

0

Aml Am2 -+ Qmn 0O

Los sistemas homogéneos tienen la particularidad de ser sistemas consis-
tentes, ya que, 1 = 0,29 =0, ... 2, = 0, es una solucién del sistema. A esta
solucién se le conoce como la solucién trivial.
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Teorema 1.1.3 Dado un sistema homogéneo de m ecuaciones en n incogni-
tas se cumple lo siguiene: Si m < n; es decir, si se tienen mds incognitas
que ecuaciones, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

Demostraciéon: Un sistema de ecuaciones en n variables tiene una matriz
aumentada A cuyas primeras n columnas son diferentes de cero, ya que una
columna de ceros implicaria que la variable asociada con dicha columna seria
irrelevante para el sistema. Ahora, sea R la matriz en la forma escalonada en
los renglones reducida equivalente con A, entonces cada una de las primeras
n columnas de R contiene al menos un elemento diferente de cero, ya que
una columna diferente de cero de la matriz A no puede reducirse a una
columna cero mediante operaciones elementales. Ademas, R tendra a lo mas
m renglones distintos de cero. Supéngase que m < n,es decir, el nimero de
renglones no ceros en R es menor que el nimero de variables n. En este punto
se tiene un problema equivalente al problema de las casillas. En el problema
de las casillas, se requiere repartir n objetos(en este caso n variables) en m
casillas(en este caso renglones). Un caso particular serfa el de repartir tres
monedas diferentes en dos monederos diferentes, sin que sobren monedas. Es
claro que para cualquier distribucién de las monedas, uno de los monederos
debe contener mas de una moneda. De esta manera concluimos que al menos
uno de los renglones debe contener dos o mas elementos diferentes de cero,
uno de los cuales sera un 1-principal, que generara una variable principal, los
otros elementos generaran variables libres. El hecho de tener variables libres
implica que el sistema tiene infinitas soluciones. |

1.2. Matrices

1.2.1. Definicion de matriz

Definicién 1.2.1 (Matriz y elementos) Una matriz en un arreglo rect-
angular de numeros. Los numeros que conforman el arreglo se conocen como
elementos o entradas de la matriz. En este trabajo solo consideraran matrices
cuyos elementos son numeros reales.

Denotaremos a las matrices mediante letras mayuisculas y a sus elementos
mediante letras mintsculas; por ejemplo’,

A:{ZZ].

5De acuerdo con la definicién, A no es una matriz, sino la representacién de una matriz
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En general, una matriz consta de renglones(lineas horizontales) y colum-
nas(lineas verticales). En el ejemplo anterior, a y b son elementos del primer
renglén y, ¢ y d son elementos del segundo rengléon. De la misma manera a y
¢ son elementos de la primera columna y, b y d son elementos de la segunda
columna.

Definicién 1.2.2 (Orden o tamano) El orden o tamano de una matriz
se especifica mediante el nimero de renglones y el niumero de columna de
la matriz. Si n y m son enteros positivos, se dice que una matriz A es de
tamano mxn si ésta consta de m renglones y n columnas, en cuyo caso se
escribira (A)mm6 para denotar esta caracteristica de la matriz.

Una matriz general A de tamano maxn puede representarse de manera
sencilla mediante el siguiente arreglo,

11 A2 -+ Q1p
Q21 Q22 -+ Q2p

A= . . . . (1.31)
Am1 Am2 - Amn

Notacién Anteriormente se discutié el elemento a;; como aquél que se
encuentra en el renglén 7 y en la columna j de la matriz A. En este caso,

[Alij = ai;.

Definicién 1.2.3 (Vectores columna y vectores renglén) Una matriz A
de tamano 1xn se comoce como vector renglon. De manera semejante una
matriz A de tamano mxl se conoce como vector columna.

La razén por la cual estas matrices se conocen como vectores se discutird en
la unidad 2.

Definicién 1.2.4 (Matriz cuadrada) S dice que una matriz es cuadrada y
de tamano nxn si ésta consta de n renglones y de n columnas. Para matrices
cuadradas, los elementos ayy,ass,. .., 0y, Se conocen como elementos de la
diagonal principal.

60bserve que en general una matriz de orden man es diferente que una de orden nxm.



Algebra lineal 37

Definicién 1.2.5 (Delta de Kronecker) La delta de Kronecker es una fun-
cion de dos variables, que vale 1 si éstas son iguales, y 0 si son diferentes.
Se representa con el simbolo d;; como se muestra a continuacion,

(1, sii=j,
0 = {0, sii# ] (1.32)
Si iy j asumen valores enteros desde 1 hasta n, entonces 417 = o3 = ...0p, =

1, siendo cero en cualquier otro caso, por ejemplo, d15 = 0.

Definicién 1.2.6 (Matriz diagonal) Se dice que una matriz cuadrada es
diagonal, si los elementos de su diagonal principal son todos diferentes de
cero, siendo cero todos sus elementos restantes.

Una matriz diagonal tiene el siguiente aspecto,

agy; 0 -+ 0
0 a 0

A=| . . (1.33)
0 0 - ap,

Los elementos de una matriz diagonal pueden expresarse en términos de
la delta de Kronecker como,

[A]ij = ai;6i;- (1.34)

Definicién 1.2.7 (Matriz identidad 1,,) La matriz identidad I, es una
matriz diagonal de tamano nan, en la cual los elementos de su diagonal prin-
cipal son todos iguales a la unidad.

La matriz identidad [,, tiene la siguiente apariencia,

En términos de la delta de Kronecker los elementos de la matriz identidad
pueden expresarse como,

[Lnlij = dij- (1.36)

Definicién 1.2.8 (Matriz cero) Una matriz de tamarnio mxn se conoce co-
mo matriz cero y se denota por (0)men, Si todos sus elementos son iguales a
cero.
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A continuacién se muestra la matriz cero de tamano 2x3,

oe=[390]

1.2.2. Algebra matricial

Definicién 1.2.9 (Matrices iguales y matrices diferentes) Se dice que
dos matrices A y B son son iguales, si son del mismo tamano y sus elemen-
tos correspondientes son iguales, en este caso se escribird A = B. En caso
contrario se dice que las matrices son diferentes y se escribe A # B.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos las siguientes matrices

2 3 -2 2 3 -2
A:[—14 4}’ B:[—14 4}’

23 =20 2 3 -2
e ] B B

Las matrices A y B son iguales, ya que son del mismo tamano y sus elementos
correspondientes son iguales; asi que A = B.

Las matrices A y C son diferentes, ya que no son matrices del mismo tamano,
en este caso A # C

Las matrices A y D son diferentes, ya que as3 # do3. En este caso también

A+ D,

Definicién 1.2.10 (Suma de matrices) Si A y B son dos matrices ambas
de tamano mxn, entonces la suma de A y B, denotado por A+ B, es la
matriz de tamano man cuyos elementos se obtienen sumando los elementos
correspondientes de las matrices A y B; es decir, si a;j y bjj son los elementos
correspondientes de las matrices A y B, respectivamente, entonces

[A+ Blij = [Alij + [Blij = aij + bij- (1.37)

Ejemplo 1.2.2 Obtenga la suma de las matrices A y B, donde A y B son
las siguientes matrices,

2 3 =2 3 -1 0
A_{—lél 4}’ B_{—l 351'
Solucion: Como A y B son matrices de tamano 2z3, entonces A+ B también
serd de tamano 2x3.

weno] 32 2]

-2 7 9
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Definicién 1.2.11 (Multiplicacién por un escalar) Si A es una matriz
de tamano man y k es un escalar, entonces la multiplicacion de la matriz
A por el escalar k, denotado por kA, es la matriz de tamano mxn cuyos
elementos se obtienen multiplicando cada elemento de la matriz A por el
escalar k; es decir,

Ejemplo 1.2.3 Obtenga las matrices 2A y (—1)A, donde A es la matriz que
se muestra a continuacion,

A= | —

W N Ot
SRS N

Solucion: Como A es una matriz de tamano 3x2, entonces 2A y (—1)A son
las matrices de tamano 3r2 que se muestran a continuacion:

10 4 —5 -2
2A=| -4 14 |, (-DA=| 2 -7
6 8 —3 —4

Definicién 1.2.12 (Inverso aditivo) Si A es una matriz de tamarnio man,
entonces el inverso aditivo de A, denotado por -A, es la matriz de tamarno
man definida como,

es decir, si [A];; = a;; entonces
[—Alij = (=1)[Ali;; = —ai;. (1.39)

Definicién 1.2.13 (Resta o sustracién de matrices) Si A y B son ma-
trices de tamano man, entonces la resta o sustraccion de A y B, denotada
por A — B, es la matriz que se define de la siguiente manera,

A—B=A+(-B),

es decir, si [Al;j = aij y [Blij = bij, entonces

YR
[A — B]Z] = ai]’ + (_bz]) = aij — b” (140)

Ejemplo 1.2.4 Obtenga la resta de las matrices A y B, donde A y B son
las siguientes matrices,

2 3 =2 3 -1 0
S Y R B |
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Soluciéon: Como A y B son matrices de tamano 2x3, entonces A— B, también
sera de tamano 2x3.

2 3 =2 -3 1 0 -1 4 -2
A_B:{—l 4 4}+[ 1 -3 —5}:{ 0 -1 —1]'
Puede observarse que para hallar A— B se ha sumado a la matriz A el inverso
aditivo de la matriz B. El mismo resultado se obtiene si se restan de manera

directa los elementos de la matriz B a los elementos correspondientes de la
matriz A.

Definicién 1.2.14 (Producto de matrices) Si A y B son matrices de
tamanos mar y rwn, | respectivamente, entonces el producto matricial de
A y B, denotado por AB, es la matriz de tamano man cuyos elementos se
determinan de la siguiente manera,

r

[ABli; = Zaz’kbkj (1.41)

k=1
donde a;i, y by; representan elementos de las matrices A y B, respectivamente.
Para comprender mejor el producto de matrices considérense las matrices A

y B, y obsérvense el renglén ¢ de la matriz A y la columna j de la matriz B,
como se muestra a continuacion,

T by | b
[ABli; = a1 Qo e Qi b?l baj bfn
a b;l brj b;n
L 1 G2 Gy |
by, i
S | Kl IS ST P
k=1

br;
Se observa que el elemento [AB];; se obtiene al multiplicar los elementos

del renglén 7 en la matriz A con los elementos correspondientes de la columna
7 en la matriz B y posteriormente sumar los productos.

"Es importante notar que los indices interiores deben coincidir, de otro modo la multi-
plicacién no estard definida.
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Ejemplo 1.2.5 Obtenga el producto AB, donde A y B son las matrices,

2 3 —2 3 -1
A=|-14 4], B=|-1 3
32 1 5 2

Solucién: Como la matriz A es de tamano 2x3 y la matriz B es de tamano
3x2, la matriz AB serd de tamano 2x2.

2 3 -2 3 —1 -7 3
AB=| -1 4 4 -1 3| = 13 21
3 2 1 5 2 125

Ejemplo 1.2.6 Obtenga el producto AB, donde A y B son las matrices,

0
100
A‘{010}’ b= 2

Solucién: Como la matriz A es de tamano 2x3 y la matriz B es de tamano
3x1, el producto es posible debido a que los indices internos coinciden, de
manera que la matriz AB sera de tamano 2x1.

0
1 0 0 0
w-[y o] [0

Este ejemplo nos muestra que la multiplicacién de matrices tiene propiedades
diferentes a las que conocemos para la multiplicacién de ntmeros reales.
Como puede apreciarse, AB = 0, aun cuando ninguna de las matrices que
aparecen en la multiplicacién es la matriz cero. Puede observarse también
que el producto BA no esta definido, ya que al considerar los tamanos de las
matrices, 3x1 y 2x3, los indices internos no coinciden.

Teorema 1.2.1 (Aritmética matricial) Suponiendo que los tamaros de
las matrices son tales que es posible efectuar las operaciones indicadas, en-
tonces son validas las siguientes reglas de la aritmética matricial:

a) A+ B=DB+ A,

b) A+ (B+C)=(A+B)+C,
¢) A(BC) = (AB)C,

d) A(B+C)=AB+ AC,

e) (B+C)A=BA+CA,
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f) A(B—-C)=AB - AC,

g) (B—C)A=BA—-CA,

h) k(B+C)=kB+ kC,

i) k(B—C)=kB—kC,

j) (k+1)A=EkEA+IA,

k) (k—1DA=kA—IA,

1) (kI)A = k(1A) = I(kA),

m) k(AB) = (kA)B = A(kB).

Demostracién: Solo se demostraran los incisos a) y ¢). La demostracién de
los incisos restantes se deja como ejercicio para los estudiantes.

a) Sean Ay B matrices de tamanos mazn, con elementos correspondientes
a;; y bi;, respectivamente, entonces A + B y B + A son matrices de tamano
man. Aun queda por demostrar que los elementos correspondientes de estas
matrices son iguales.

Por definicién,

[A —+ B]”LJ = CLij + bij;

como las entradas de las matrices A y B son nimeros reales, entonces éstos
conmutan respecto a la suma, asi que

[A -+ B]” = aij + bij = bij + (Iij = [B -+ A]” (143)

Como puede apreciarse en la ecuacién 1.43, las entradas correspondientes de
las matrices son iguales, entonces se concluye que A+ B = B+ A, ya que las
matrices también son del mismo tamano.

c) Sean A, B y C matrices de tamano maxr, razp y pxn respectivamente,
entoncces, A(BC) y (AB)C son de tamanos man. Ahora verifiquemos que los
elementos correspondientes de estas matrices sean iguales. sean [A];; = a;j,
[Blij=b;; ¥ [Clij = cij los elementos correspondientes de las matrices A, B y
C respectivamente, entonces aplicando la definicion de producto de matrices
se obtiene,
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[ABO)y = Y au[BCly,

T p
= Zaik <Z bklclj> )
=1

k=1

T p
= E E az‘kbklcljv

k=1 I=1

P T
= E E aikbklclj

=1 k=1

p T
= E E airbr | ¢y,
=1 \k=1
p

= Z[AB]ilclj7
=1

= [(AB)C],;. (1.44)

De la ultima igualdad, representada por la ecuacién 1.44, se puede ver que las
entradas correspondientes de las matrices A(BC') y (AB)C son iguales, lo que

aunado al hecho de tener tamafios iguales, permite concluir que, A(BC) =
(AB)C. |

1.2.3. Transpuesta de una matriz

Definicién 1.2.15 (Transpuesta de una matriz) Si A es una matriz cualquiera
de tamanio man, entonces la transpuesta de A, denotada por AT, se define
como la matriz de nxm cuya primera columna es el primer renglon de A, su
sequnda columna es el sequndo renglon de A, y asi sucesivamente, su ultima
columna corresponde al iltimo renglon de A. En este caso, si [Al;; = aij,
entonces [AT];; = aj;.

Ejemplo 1.2.7 Halle las transpuestas de las siguientes matrices,

1 4 a b c

A=12 -3 |, B=|d e f

5 0 g h 1

Solucion:
a d g
r |1 2 5 T

A _{4 30| B "=|b e h
c f 1
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Teorema 1.2.2 Si A y B son matrices tales que las operaciones indicadas
pueden realizarse, entonces

a) (AT)T = A,

b) (A+ B)T = AT + BT,

c) (kA)T = kAT, donde k es un escalar,
d) (AB)T = BTAT.

Demostracién: Solo se demostrara el inciso d), el resto se deja como ejer-
cicio para el estudiante.

d) Sean (A)zp ¥ Bpan, entonces (AB)pzn ¥ ((AB)T)pzm. Ademas, (A7) um
, (BT pap, luego (BT AT),,1m. Se ha probado con esto que las matrices involu-
cradas en la igualdad son del mismo tamano. Todavia falta probar que los
elementos correspondientes son iguales. Sean [A];; = a;; v [Bli; = bij, en-
tonces

[(AB)™];; = [ABlj,

p
= E ajkbkia
k=1
p

= Y (A" [B T,

Por lo tanto, (AB)T = BTAT. |

1.2.4. Representacion matricial de un sistema de ecua-
ciones

Considérense las matrices (A)mzn, (T)nz1 ¥ (0)mz1 como se muestra a
continuacion,

aip a2 - QAip X1 by
A21 Q22 +++  Q2p T2 by

Am1 Gm2 = Qmp T bm
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Multiplicando A por = se obtiene,

aipy Q2 - Qin 1 a11T1 + a12Ts + - - + a1, Ty

Qo1 Q22 -+ Qo To a21T1 + Ao2T9 + + - - + A2, Ty
Ax = . . . | = .

am1 Am2 - Amn Tp Am1T1 + Am2T2 + -+ Amn Ty

Ademas, de acuerdo con la definicién para la igualdad de matrices, Az = b,

1171 + a12%2 + -+ + A1, Ty by
2171 + G22%9 + + -+ + Aop Ty bg
. = . . (1.45)
Am1T1 + A2l + -+ + Cpmp Ty bm
Lo anterior significa que una sola ecuacion matricial, Az = b, puede

representar un sistema de m ecuaciones en n variables.

Teorema 1.2.3 Suponiendo que los tamanos de las matrices son tales que
pueden efectuarse las operaciones indicadas, entonces las siguientes reglas de
la aritmética matricial son vdlidas,

a) A+0=0+A=A,

b) A—A=0,

c) AO=0A=0.

Demostracién: Solo se demostrara el inciso a), el resto se deja como ejer-
cicio para el estudiante.

a) Si A y 0 son matrices de tramano maxn, entonces A+0 y 0+A son
matrices de tamano man, asi que

[A+0i; = [A]i; + [0]ij = ai; + 0 = ay; = [Ai;,
luego,
A+0=A,
ademads, por el inciso a) del teorema 1.2.1 se concluye el resultado. |}
Teorema 1.2.4 Todo sistema de ecuaciones lineales tiene una de las sigu-
tentes propiedades:
i) No tiene soluciones.
it) Tiene solucidn unica.

iii) Tiene infinitas soluciones.
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Demostracién: Considérese el sistema de ecuaciones representado por la
ecuacién matricial Az = b. Ya se han estudiado los casos en que el sistema
no tiene soluciones y también el caso en el cual el sistema tiene solucién tinica.
Nuestro interés se centra en investigar si un sistema de ecuaciones puede tener
solamente dos soluciones o si el hecho de tener mas de una solucién implica
que el sistema tiene infinitas soluciones. Para tal fin supongase que x1 y o
son soluciones de la ecuaciéon Ax = b; es decir,

AI‘I = b,

AI‘Q = b,

restando las ecuaciones anteriores se obtiene,
Axg — Axy =b—0,

A(I’Q - 1'1) =0.

Ahora, sea x, = r9 — 11, entonces
Az, = 0.

Por otro lado, sea k£ un escalar, entonces kx, + x; es también solucién del
sistema Ax = b, es decir,

Alkz, + 1] = A(kxo) + Axy = kAz, +b==k0+b=0+b=0.

Como esto es valido para cada valor de k, entonces el sistema tiene infinitas
soluciones. |}

Teorema 1.2.5 Si A y B son matrices de tamanos nxn y mxn, respectiva-
mente, entonces los siguientes enunciados son validos,

i) AL, = 1,A= A,
i) I,,B = B,
iii) B, = B.
Demostracién: Solo se demostrara el inciso ii), el resto se deja como ejer-

cicio para el alumno. Como B es una matriz de tamano man, es claro que
I, B es también una matriz de tamano maxn, ademas,



Algebra lineal 47

Bl = ][ Blrj,

; [Blij.- (1.46)

La ecuacién 1.46 muestra que los elementos correspondientes de las ma-
trices I, B y B son iguales; por lo tanto, [,,B=B. |}

1.3. Inversa de una matriz

Definicién 1.3.1 (Inversa de una matriz) Si A es una matriz cuadrada
cualquiera y si es posible hallar una matriz B tal que, AB=BA=I, entonces
se dice que A es invertible y B se conoce como su inversa. Las matrices
invertibles también se conocen como matrices no singulares.

Ejemplo 1.3.1 Compruebe que B es la inversa de la matriz A, donde A y
B son las siguientes matrices,

3 5 2 =5
SR R
Solucién: Para realizar la comprobacion se debe calcular AB y BA.
3 5 2 =5 10
=135 7] =[0 1]
de la misma manera,
2 =5 3 5 10
= 5 )20 0]

Como se observa que, AB = BA = I, por lo tanto A es invertible y su inversa
es B.

Ejemplo 1.3.2 Compruebe que para cualquier valor del angulo 6, B es la
inversa de la matriz A, donde A y B son las siguientes matrices,
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cosf senf cosf) —senf
A:[—seDQ COS@:|’ B:{senﬁ cos }

Solucién: Consideremos los productos AB y BA.

cosf senf cosf —senfd
AB = [ —senf 0059} [sen@ cos 6 }
B cos? 0 + sen? 0 0 110
- 0 cos?@+sen?6 | |0 1 |-
De la misma manera,
cosf) —senb cosf senf
BA = [sen@ cos 6 1 [—sen@ COSH}
| cos?@ +sen? 6 0 1o
- 0 cos?@+sen?6 | |0 1 |-

Por lo anterior, AB = BA = I, lo que prueba que A es invertible y su inversa
es B.

Teorema 1.3.1 (Unicidad de la inversa) Si tanto B como C son inver-
sas de la matriz A, entonces B=C.

Demostraciéon: Como B es inversa de A, entonces
AB =1,
multiplicando la ecuaciéon anterior por la matriz C' se obtiene,
C(AB) = (1,
por los teoremas 1.2.1 y 1.2.5,
(CA)B =C,
ademds, como C' es también inversa de A, entonces CA = I, luego

IB = C,
B = C.

Se ha demostrado, con este teorema, que la inversa de una matriz invertible
A es tnica. De aqui en adelante se le denotara por A~L.
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Teorema 1.3.2 Si A y B son matrices invertibles del mismo tamano, en-

tonces AB es invertible y su inversa es®,

(AB) ' =BtA™t

Demostracion: Como A y B son invertibles, entonces
AAT = ATTA=1T,
BB '=B"'B=1

Ahora, AB serd invertible si existe una matriz C' tal que C(AB) = (AB)C =
I, en este caso C sera la inversa de AB. En efecto éste es el caso, ya que si se
hace C' = B71A~!, se verifica lo anterior, como se muestra a continuacién.

(BT'A™)(AB) = (B
= (B7
= (B
I. 1

Se deja como ejercicio para el estudiante verificar que (AB)(B™'A™1) = I.
Un resultado mas general puede enunciarse de la siguiente manera: si

(A7H(AB)),
(A7 A)B),
(IB) = (B™)(B),

Aq, Ay, ..., A son matrices invertibles del mismo tamano, entonces el pro-
ducto A1 A, ... A, es invertible y su inversa es
(A Ay AP =ATA AT (1.47)

Este resultado puede demostrarse por el método de inducciéon matematica,
se deja como ejercicio al estudiante.

Definicién 1.3.2 (Potencia de matrices) Si A es una matriz cuadrada y
n es un entero positivo, se define A™ como,
A"=AA.. . A (1.48)
—

n—factores

ademdas,
A’ =1 (1.49)

Por otro lado, si A es una matriz invertible y n es un entero positivo, entonces
definimos A™" como,

AT =A"1A"0 AT (1.50)
n— factores

8(0bserve el orden en que aparece el producto de las inversas.
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Teorema 1.3.3 Si A es una matriz invertible, entonces
a) A7l es invertible y (A7Y) 7! = A,
b) A" es invertible y (A")™' = (A™Y)", paran =0,1,2,...

¢) Para cualquier escalar k # 0, kA es invertible y (kA)™ = AL

Demostracién: Solo se demostrara el inciso a), el resto se deja como ejer-
cicio para el estudiante.
Se sabe que A es invertible, asi que

AAT = ATTA=1T.
Ahora, A~! serd invertible si existe una matriz B tal que,
BA'=A"'B=1,

En efecto, dicha matriz existe, ya que haciendo B = A se obtiene la condicion
deseada. Asf que A es la inversa de A~ o de manera equivalente,

(A=A

1.3.1. Matrices elementales y matrices equivalentes a
la matriz identidad
Definicién 1.3.3 (Matriz elemental) Se dice que una matriz de naxn es

una matriz elemental si ésta puede obtenerse de la matriz identidad realizando
una sola operacion sobre sus renglones.

Ejemplo 1.3.3 A continuacion se listan cuatro matrices elementales y las
operaciones que las producen:

i) (1) _g Multiplique el segundo renglén de I por -3

(1.0 0 0

. 00 01 .

ii) 00 1 0 Intercambie los renglones 2 y 4 de 14
| 001 00
(1 0 3

iii) [ 0 1 0 | Sume 3 veces el tercer renglén de I3 al primero.

001
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i )

1 0
iv) | 0 0 | Multiplique el primer renglén de I3 por 1.
0 1

Teorema 1.3.4 Sila matriz elemental E resulta al efectuar cierta operacion
elemental sobre los renglones de I, y A es una matriz de tamano mxn, en-
tonces el producto EA es la matriz que resulta al efectuar la misma operacion
elemental sobre los renglones de A.

Demostracion: Las operaciones elementales sobre los renglones generan
tres tipos de matrices elementales, a saber,

i) E;;: Es la matriz elemental que se obtiene al intercambiar los renglones
1y j de la matriz identidad.

ii) E;(k): Es la matriz elemental que resulta al multiplicar el renglén i de
la matriz identidad por un escalar k # 0.

iii) F;;(k): Es la matriz elemental que resulta al sumar k veces el renglén
¢ al renglén j en la matriz identidad.

Solo se demostrara el inciso iii), los incisos restantes se dejan como ejer-
cicio para el estudiante.

Sea B la matriz que se obtiene al realizar la operacién kr; +1; — 1,
sobre los renglones de la matriz A, ademas supongamos que 1 < i < j < m,
entonces

p
a1q c. Q1p c. QA1n
1 (075) tee Aip e (0779
A= :
J| @1 Qjp Ajn
Am1 amp Amn
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en consecuencia,

b
aiq c. Q1p ce Q1np
1 (0751 cee Aip e (0779
B = : : : : :
j kaﬂ + Qi1 - k:aip + Qip - k:am + Ajn
Am1 ce Qmp c. Amn

Por otro lado, la matriz E;;(k) de tamafio mxm definida anteriormente,
se expresa como,

i J
1 0 0 0
i]0 1 0 0
E = E;(k) = :
Jjl1 0 k 1 0
0 0 0 1
Ahora considérese el producto E A,

1 j p
1 ... 0 ... 0 ... 0 L L R U
7 0 ... 1 ... 0 ... 0 1 ;1 Qip Ain

BA - S . f
g0 k 1 014 aj1 Ajp Ajn
0 0 0 1 am1 Amp Qmn
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p
a1 Q1p Q1n
{ ;1 Qip (027%)
EA= : : :
j kaﬂ + Qj1 kaip + Qjp k‘am + Qjn
Am1 amp Qmn

Como puede obervarse, ésta es la matriz que se obtiene si se realiza di-
rectamente la operacién kr; 4+ r; — r; sobre los renglones de la matriz A;
es decir, EA = B, con lo cual queda demostrado el teorema. |

1.3.2. La inversa de una matriz como el producto de

matrices elementales

Si E es la matriz elemental que se obtiene al realizar una operacion el-
emental sobre los renglones de la matriz identidad I, entonces existe una
segunda operacion elemental que realizada sobre los renglones de F nos de-
vuelve la matriz identidad. En la siguiente tabla se muestran estas opera-
ciones.

Tabla 1.1: Operaciones elementales

Operacion sobre los renglones de [
que produce F

Operacion sobre los renglones de E
que produce [

Multipliquese el renglon ¢ por k # 0

Multipliquese el rengléon ¢ por %

Intercambiense los renglones ¢ y j

Intercambiense los renglones ¢ y j

Stumese k veces el renglon ¢ al
renglén j

Stimese —k veces el renglon i al
renglon j

Teorema 1.3.5 Toda matriz elemental es invertible y la inversa también es
una matriz elemental.

Demostracion: Supdngase que se realiza una operacion elemental sobre los
renglones I (como las que se indican en primera columna la tabla 1.1 para
obtener la matriz elemental E y que se aplica la operacién elemental inversa
corresponciente(como las que se indican en la segunda columna de la tabla
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1.1) sobre los rengones de I, para obtener la matriz E,. Ahora, por el teorema

1.3.4 | se tiene que,
EE =1,

es decir, al realizar la operacion inversa sobre los renglones de E nos da la
identidad; pero esto equivale a multiplicar la matriz E por la matriz elemental
E, (teorema 1.3.4 ). Con argumentos similares se establece,

EFE, =1,
es decir, F es invertible y,
E'=E. |

Definicién 1.3.4 (Matrices equivalentes respecto a los renglones ~)
Son aquellas matrices que pueden obtenerse una de la otra mediante una suce-
sion finita de operaciones elementales sobre los renglones.

Teorema 1.3.6 Si A es una matriz de tamano nxn, entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes,

a) A es invertible.
b) Ax =0, solo tiene la solucion trivial.

c) A es equivalente respecto a los renglones a I,,.

Demostracion: Se demostrara el teorema mediante la linea de implica-
ciones a) = b) = ¢) = a).
a) = b) Si A es invertible, entonces AA™1 = A7'A = [. Sea r una
solucién de,
Ax =0,

entonces multiplicando por A~! se obtiene,

A Y Ax) = Ao,
(A'A)z = 0
Ix = 0,

0

Tr =

(1.51)

La ecuacion 1.51 nos muestra que la homogénea Ax = 0 solo tiene la solucién
trivial.
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b) = ¢) Si Az = 0 solo tiene la solucién trivial = 0, entonces, ree-
scribiendo las matrices aumentadas de estos dos sistemas de ecuaciones se
tiene,

ai;pr a2 ... QAip 0
a21 Q29 ... QAgp 0

7
Apl Ap2  +v. Gpp | O

el sistema de ecuaciones correspondiente a Ix = x = 0 es
0
1

1 0]0
0 0]0

Lo anterior muestra que la matriz A puede ser llevada mediante operaciones
elementales sobre sus renglones a la matriz identidad; es decir, A ~ I,.

c) = a) Se sabe que A ~ I,; es decir, mediante una sucesién finita de
operaciones elementales sobre los renglones de A es posible obtener la matriz
identidad. En otras palabras, por el teorema 1.3.4, existe una sucesion de
matrices elementales Fy, Fs, ...F} tales que,

Ey..EyEA=1,.

Cada una de las matrices elementales es invertible, asi que multiplicando por
las inversas de cada matriz elemental obtenemos,

A=E'E; LB,

Como A es el producto de matrices invertibles, entonces por el teorema 1.3.2,
A es invertible y su inversa es

A_l == [nEk:EQEl I

Se observa que la sucesion de operaciones elementales que llevan a la matriz
A hacia la identidad, son aquellas que en la misma secuencia, pero actuando
sobre la identidad nos generan la inversa de la matriz A. Esto constituye un
método basico para determinar la inversa de una matriz, como se muestra
en el siguiente esquema.
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A | I,

E\A | E,
D
E....E/A | E,...F\I,
I, | AL

Paja fijar las ideas expuestas anteriormente se consideraran los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1.3.4 Mediante operaciones elementales sobre los renglones, hallar
la inversa de la matriz A.

2 -1 4
A=11 2 -3
> 3 1

Solucién: Se agrega la matriz identidad I3 a la derecha de la matriz A, para
llevar acabo el método descrito en teorema anterior.

5> 3 110 0 1

A continuacién se procede a reducir esta matriz mediante operaciones elemen-
tales. El estudiante debe ser capaz de reconocer las operaciones elementales
que se realizan en cada paso, de lo contrario, se le recomienda repasar la
seccion 1.1.4.

2 -1 4|1 0 0 1 2 -3/010
1 2 -3/010|~]2 -1 4100
5 3 1[0 0 1 5 3 1/00 1
(1 2 =3|0 1 0 1 2 -3 0 10
~|0 =5 10/1 =2 0|~ |0 1 —=2|-f 2090
|0 -7 160 —5 1 0 -7 16| 0 =5 1
10 1] 2 10 1o 1 2 10
~]01 -2|- 2 0|~|01 =2 - 20
ot 7 _a1b o
00 2|-f -4 00 1|-% -% 1
T
~1010|-2 2% I
170 151 150
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De lo anterior se tiene que la inversa de la matriz A es

uoomo_s X 11 13 -5

/R R R T 1)
2o ¥ 01 7 1 5
10 10 10

Con esto queda resuelto el ejercicio. Sin embargo, se deja al estudiante de-
terminar la inversa de la matriz,

11 13 =5
—-16 —18 10
-7 =11 5

Ejemplo 1.3.5 Determine la inversa de la siguiente matriz,

1 2 3
2 5 3
1 0 8

Solucion: Nuevamente se agrega la matriz identidad I3 a la derecha de la
matriz A y se reduce mediante operaciones elementales.

1 2 3100 1 2 311 00
25301 0|l~l0 1 =3[-210
10 8/0 0 1 0 -2 5 |—-1 01
(10 95 =20 10 9|5 =2 0

~|101 =-3/-2 1 0|~|01 =3/-2 1 0
00 —-1|-5 2 1 00 1|5 -2 —1
1 0 0|/—40 16 9

~| 01 0] 13 =5 -3
| 00 1] 5 -2 -1

Luego la matriz inversa de la matriz A es

—40 16 9
A'=1] 13 -5 -3
5 -2 —1

Teorema 1.3.7 St A y B son matrices cuadradas tales que,

a) AB=I, entonces B = A~1.
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BA=I, entonces B = A~'.

Demostracién: a) Se sabe que AB = I. Considérese ahora la ecuacién

homogénea, Bx = 0. Multiplicando la ecuacién anterior por la matriz
A se obtiene,

A(Bz) = A0,
(AB)x = 0,
Ixr = 0,
x = 0. (1.52)

La ecuacion 1.52 muestra que la ecuacion homogénea, Bx = 0, tiene
unicamente la solucién trivial. Por el teorema 1.3.6 la matriz B es invert-
ible; es decir, existe una tnica matriz B~!, tal que B~'B = BB~ =1,
asi que multiplicando la ecuacién, AB = I, por B~! (por la derecha)
se obtiene,

AB = 1I,
(AB)B™* = IB™!,
A(BB™") = B,
Al = B Y
A = B. (1.53)

La matriz A es invertible, ya que BA = BB~! = I, y por hipdtesis
AB = I. Se concluye que A~! = B.

Se sabe que BA = I. Considérese la ecuacién homogénea Axr = 0.
Multiplicando la ecuacién anterior por la matriz B se obtiene,

B(Az) = B0,
(BA)x = 0,
I = 0,
z = 0. (1.54)

La ecuaciéon 1.54 muestra que la ecuaciéon homogénea, Ax = 0, tiene
Unicamente la solucién trivial, por el teorema 1.3.6, la matriz A es in-
vertible; es decir, existe una matriz tinica A~!, tal que, A4 = AA~! =
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I, asi que multiplicando la ecuacién, BA = I, por A~! por la derecha
obtenemos,

BA = 1,
(BA)A™ = 1A%
B(A™'A) = A
BI = A%
B = A1 |} (1.55)

Teorema 1.3.8 St A es una matriz de tamano nan, entonces las proposi-
ciones siguientes son equivalentes,

a) A es invertible.
b) Az =0, tiene unicamente la solucidn trivial x = 0.
c) A es equivalente respecto a los renglones a I,.

d) Ax =b, es consistente para toda matriz b de nxl.

Demostracién: Unicamente se ha agregado el inciso d) al teorema 1.3.6,
por lo tanto, solo se demostrara la equivalencia entre d) y cualquiera de los
otros incisos. En particular se demostrara la equivalencia entre a) y d).

a) = d) Como A es invertible, entonces A™'A = AA™! = I. Considérese
ahora la ecuacion matricial,

Ax = b,

multipliquese la ecuacién anterior por A=, asi que

Ar = b,
AN Ax) = A7'b,
(A" Az = A7,
Iz = A,
r = A7'bh (1.56)

Se ha probado que Az = b es consistente y tiene solucién x = A~1b para
toda matriz b de nz1.

d) = a). Si Ax = b es consistente para toda matriz b de tamano nzl,
entonces en particular es consistente en los siguientes casos,
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1 0 0
0 1 0
Ar = JAx = | |, ... Ax =
0 0 1
Sean
Z11 T12 rin
Z21 22 TN
Ir1 = . , Lo = . D . s
Tnl Tn2 Tpm

Sean x1, Zo, ..., las soluciones correspondientes de las n ecuaciones matri-
ciales anteriores; es decir,

1 0 0

0 1 0
Arvy=| . | Az = | | ,..., Az, =

0 0 1

Ahora formemos la matriz C con las n matrices x1,rs,...,z,; es decir,

r11 T12 ... Tin
o1 To2 ... Ton

C= ) ) ) ] :[atl‘atz“xn}
Tl Tp2 .. Tpn

Finalmente, resulta claro que AC' es la matriz cuyas columnas son Axq, Azo,

ey Az,

1 0 . 0
01 ... 0

AC:[Axl‘A:EQ“AZL’n}: I . )
0 0 . 1

es decir,se ha construido una matriz C, tal que,
AC =1

por el teorema 1.3.7, A es invertible y su inversa es C, con lo cual el teorema
queda demostrado. |



Algebra lineal 61

1.3.3. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales
usando la inversa de la matriz de coeficientes

Para finalizar esta seccién se resolverdan dos ejemplos de sistema de ecua-
ciones mediante la inversa de la matriz de coeficientes.

Ejemplo 1.3.6 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales usando
la inversa de la matriz de coeficientes.

21’1 —x9 —|—41133 = -3
i +2x2 —3.773 = 1
51’1 +3LE2 +xr3 = —2

Solucion: La matriz de coeficientes del sistema es

2 -1 4
A=|1 2 -3
5o 3 1

La inversa de esta matriz fue determinada anteriormente, (ver ejemplo 1.3.4),
de modo que

] 11 13 =5
A*lzE —16 —18 10
-7 —11 5

Por el teorema 1.3.8, x = A~'b, luego

1 1 11 13 -5 -3 -1
rT=| 22 | = 0 —-16 —18 10 1| = 1
T3 -7 =11 5 -2 0

Por lo anterior, la solucién del sistema es

ry = —1
Ty = 1
T3 = 0

Este ejemplo ya habia sido resuelto mediante el método de Gauss-Jordan.
(ver ejemplo 1.1.8).

Ejemplo 1.3.7 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

r+2y+3z2 =1
20+ 5y + 3z =
T+ 8z = —1
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Solucién: La representacion matricial del sistema anterior es

1237 [z 1
253 |lyl=1 21,
108 = 1

La matriz de coeficientes del sistema es

1
A= 2
1

S O N
co W W

La inversa de esta matriz fue determinada en el ejemplo 1.3.5, retomaremos
el resultado obtenido.

—40 16 9
Al'=1] 13 -5 -3
5 —2 —1

De acuerdo con el teorema 1.3.8, la solucion del sistema estd dado por,

r = A1),
en este caso,
x
y | = A7,
z
sustituyendo obtenemos,
x —40 16 9 1 —17
y | = 13 -5 -3 2 = 6
z 5 =2 -1 -1 2
La solucion del sistema es
r = —17
y = 6
z = 2

Este ejercicio habia sido resuelto anteriormente mediante el método de elim-
inacién de Gauss (ver ejemplo 1.1.9).
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1.4. Determinantes

En esta seccién se estudia una de las aplicaciones més importantes definidas
sobre las matrices, la funcién determinante. Aun cuando la funcién determi-
nante tiene una amplia gama de aplicaciones, en este punto el objetivo prin-
cipal es desarrollar sus propiedades y aplicarlas en la resolucion de sistemas
de ecuaciones mediante la regla de Cramer.

Definicién 1.4.1 (Producto elemental) Si A es una matriz cuadrada,
entonces se conoce como producto elemental tomado de A, a cualquier produc-
to de n elementos tomados de A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan
del mismo renglon o de la misma columna.

Ejemplo 1.4.1 Determine los productos elementales de la matriz,

@11 a2 13
Q21 d22 (23
31 dzz (33

Solucion: Los productos elementales deben provenir de renglones diferentes,
por lo tanto, los productos elementales son de la forma a,j asj,asj,, donde
J1j2j3 es una permutacién del conjunto {1,2,3}. Se tendrén entonces tantos
productos elementales como permutaciones del conjunto {1,2,3}; es decir,
3!=6 productos elementales, como se muestra en tabla 1.2.

Tabla 1.2: Productos elementales para una matriz de 3x3
] Permutacion \ Producto elemental ‘

123 a11022a33
132 a11a23032
213 1209210433
231 Q1293031
312 13021032
321 13922031

Definicién 1.4.2 (Producto elemental con signo) Dada una matriz cuadra-
da de tamano nxn, se denomina producto elemental con signo tomado de

A a un producto elemental ayj,azj, . . . an;, multiplicado por sgn(o), donde

0 = j1J2 ... Jn €S una permutacion de S,.
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Definicién 1.4.3 (Determinante) Dada una matriz cuadrada A de tamano
nzn, la funcion determinante, denotada por detA o |A|, se define como la
suma de todos los productos elementales con signos tomados de A.

detA = Z sgn(o)ayj, azj, - . . nj,,

O’GSn

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n}.

Definicién 1.4.4 Si A es una matriz de tamano nxn, entonces se dice que
detA es un determinante de orden n.

Ejemplo 1.4.2 Sea A la matriz general de tramano 33, hallar detA.

Solucién: Considerando las tablas 1.2 y 1.3 se tiene,

Tabla 1.3: Productos elementales con signo para una matriz de 3x3

’ Permutacion ‘ paridad ‘ Producto elemental ‘ Producto elemental con signo

123 par 11022033 11022033
132 impar a110A9230432 —a110a23032
213 impar 1209210433 —Q120210A33
231 par 12023031 12023031
312 par 13021032 13021032
321 impar 130220431 —a13022031

Por lo anterior,

aix G2 13
detA = a921 Q929 Q923
31 a32 0433
= (11022033 — A11023032 — 412021033 +
(12023031 + Q13021032 — A13022031 .

(1.57)

Ejemplo 1.4.3 Hallar detA, donde A es la matriz general de tamano 2z2,

A= [an Cl12]

Q21 A22
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Tabla 1.4: Productos elementales con signo para una matriz de 2x2

] Permutacion \ paridad \ Producto elemental \ Producto elemental con signo

12 par 11022 a110Q22

21 impar 12021 —Q12021

Solucion: En la siguiente tabla se muestran los productos elementales con
signo,
De la tabla se tiene

aip aig
a1 Q22

detA =

= Q11022 — Q12021

(1.58)

1.4.1. Propiedades y calculo de determinantes

Teorema 1.4.1 Si A es una matriz cuadrada, entonces detA = detA”.

Demostracién: Considérese una matriz cuadrada A con elementos a;j; es
decir,

[Alij = aij,
de modo que los elementos de su transpuesta son,
[AT]yj = bij = aji.

Ademss, el determinante de la matriz A7 es

‘AT‘ = Z sgn(a)bljlejz e bnjn;
UESn

= Z Sgn(0)a;, 10,2 - . . jp.
gESy

Sea 7 la permutacién inversa de o, entonces de acuerdo con el teorema
A.1.11 (ver el aplendice A), sgn(o) = sgn(7), ademés

Aj11A592 « « - Qjn = al.,-(l)ag.,-(g) .. .am(n).

Por lo anterior,

|AT| = Z SGN(T)A1r(1)027(2) - - - Anr(n)-
O'ESn
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Como o corre sobre todas la permutaciones de S,,, entonces 7 también cor-
rerd sobre todas las permutaciones de S,, asf que |AT| = |A|. |}

Teorema 1.4.2 Si B es la matriz que se obtiene al intercambiar dos ren-
glones o dos columnas de A, entonces detB = —detA.

Demostracion: Sea B la matriz que se obtiene al intercambiar dos colum-
nas de la matriz A y sea 7 la transposicién que intercambia los dos indices;
si ademds, los a;; son las entradas de la matriz A, entonces b;; = a;(;). Por
lo anterior tenemos que,

A15(1)A20(2) - - - Ano(n) = blTJ(l)bZTU(Q) cee bnTU(n)7

por los teoremas A.1.10 y A.1.5,(ver el ap[endice A), se tiene

sgn(roo) = sgn(r)sgn(o),
= —sgn(o).
Por lo tanto,
Al = Z $gn(0)a10(1)020(2) - - - Ano(n),
oESH
- - Z 8g7’L(7' © O_)blTU(l)bQTU(Z) S bnTU(n)-
ocES

Como o corre sobre todas las permutaciones de S,,, entonces T7oco también
corre sobre todas las permutaciones de S, (teorema A.1.6)(ver el ap|endice
A). Con lo cual se concluye |[A| = —|B|. |}

Teorema 1.4.3 Si A es una matriz cualquiera que contiene un renglon de
ceros o una columna de ceros, entonces

detA = 0.

Demostraciéon: Cada producto elemental tomado de A debe contener un
factor (o elemento) que provenga del renglén de ceros, por lo que el producto
en si mismo vale cero, luego

detA = Z Sgn(U)a1j1a2j2 <o Qpj, = 0. I

oESH
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Definicién 1.4.5 (Matrices triangulares) Sea A una matriz cuadrada de
nzn con entradas [A);; = a;j, entonces se dice que A es

a) triangular superior, si a;; =0, Vi > j,
b) triangular inferior, si a;; =0, Vi < j,
c) triangular, si es triangular superior o inferior.

Las matrices triangulares tienen los siguientes aspectos

a) Matriz triangular superior.

[ 11 A2 @13 ... Qin ]

0 99 Q923 ... QA9p

0 0 asz ... Qasp . (159)
L 0 O O ann i

b) Matriz triangular inferior.

[ a;, 0 0 ... 0 ]

91 Q929 0 e 0

as asp asy ... 0 | (1.60)
L Ap1 QAp2 Ap3 ... Gpp i

Teorema 1.4.4 Si A es una matriz triangular de tamano nzn, entonces el
determinante de A es el producto de los elementos de su diagonal principal;
es decir,

detA = a11a92 . .. App-

Demostracion: Considérese una matriz triangular inferior, en este caso,
probaremos que el inico producto elemental diferente de cero es justamente
el que surge de la diagonal. Se sabe que los productos elementales pueden
expresarse de manera general como,

a1j1a2j2a3j3 Ce anjn-

El tnico elemento del primer renglon diferente cero es aqq, por lo tanto, j;
solo puede valer uno. Asi que los unicos productos elementales diferentes de
cero son de la forma,

11025, Q355 - - - Apg, -
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Para el renglén 2 tenemos dos elementos diferentes de cero {as;, as}, pero
como aio esta en la misma columna que aqq, entonces el tinico elemento a
considerar es ago, es decir, jo solo puede valer 2, de este modo, los tnicos
productos elementales diferentes de cero son de la forma,

(1102204355 - - - Apj, -

Para el tercer renglén los tinicos elementos diferentes de cero son {as;, ass, ass}.
Sin embargo ya no es posible considerar elementos de la primera y la segunda
columna, por lo tanto, el inico elemento admisible en el producto elemental
es ags; es decir, 73 = 3. Continuando con el proceso se concluye que el tinico
producto elemental diferente de cero es ajjassass. .. an,. Este producto ele-
mental corresponde a la permutacién 7175 ... J, = 12...n, la cual constituye
una permutacion par, por lo tanto,

|A| = Q119220433 . . . App -

Por 1ltimo, si A es una matriz trangular superior, entonces por el teorema
1.4.1, |A| = |AT|, donde AT es una matriz triangular inferior cuyos elementos
de la diagonal son los mismo que los de la matriz A, por lo tanto,

|Al = |AT| = ananazs ... a1

Teorema 1.4.5 Si una matriz A de tamarno nzn contiene dos renglones( o
dos columnas) idénticas, entonces detA = 0.

Demostracién: Supdngase que los renglones ¢ y 7 de la matriz A son idénti-
cos. Ahora, si B es la matriz que se obtiene al intercambiar estos renglones,
por un lado se tiene, B = A, luego, |B| = |A|, ademads, por el teorema 1.4.2
, | B] = —|A|. De lo anterior concluimos que, |A| = —|A|. Esta igualdad solo
puede satisfacerce cuando |A| =0. ||

Teorema 1.4.6 (Operaciones elementales sobre los determinantes)
Sea A una matriz de nzn,

a) Si B es la matriz que se obtiene cuando un renglon de la matriz A se
multiplica por una constante k # 0, entonces detB = kdetA,

b) Si B es la matriz que se obtiene al intencambiar dos renglones de la
matriz A, entonces detB = —detA,

c) Si B es la matriz que se obtiene al sumar un mailtiplo de uno de los
renglones de A a otro renglon, entonces detB = det A
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Demostracién:  a) Supdngase que el renglén i de la matriz A se multi-
plica por k # 0, entonces

detB = E sgn(a)bljlbgj2 c. bl]z .. bnjn7
oESy
= g sgn(o)ayj, azj, - . - kagj, . .. an;,,
O'ESn
= k E sgn(o)ayj, azj, - . . ij; - - - Qnj,,
O’GSn

= kdetA.

b) Se demostré en el teorema 1.4.2

¢) Supongamos que B se obtiene de A al sumar k veces el renglén [ al
renglén m (con | < m), entonces

detB = Z Sig(d)bljl c. bljl e bmjm c. bnj»m
gESy

- Z sig(o)arj, - .. ay, - .. (kay, + amj,.) - - - Gnj,,
O'GSn

= k E sig(o)ayj, ... ay, ... ay, ... anj,
gESR

+ E sig(o)ayj, - .. Qi - - - Qmg,, - - - Qnjy, -
O'ESn

La primera sumatoria corresponde al determinante de una matriz cuyos
renglones [ y m son idénticos, asi que por el teorema 1.4.5, este deter-
minante vale cero. Finalmente, la segunda suma corresponde al deter-
minante de la matriz A, por lo tanto, detB = detA. |}

El teorema anterior proporciona una herramienta poderosa para reducir
el determinante de una matriz cualquiera al determinante de una matriz
triangular. Antes de mostrar un ejemplo concreto considérese el ejemplo de
una matriz general de 2x2, para ilustrar el uso de las operaciones elementales.

Para indicar las operaciones sobre el determinante recurriremos a la no-
tacién descrita en la seccion 1.1.4, con la variante que, cuando las operaciones
se realicen sobre las columnas, cambiaremos r por c.
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i) Multiplicacién del renglén 1 por una constante k # 0.

a11 a2 1 ’ kair  kais

1 Q2 |kri—ri k| Q21 Q22

Aqui es necesario hacer la siguiente aclaracion: si originalmente se tiene
una matriz en la cual uno de sus renglones es multiplo de una constante
k, como la matriz del lado derecho, entonces este factor puede simple-
mente sacarse como un factor de todo el determinante; sin embargo, la
operacion sobre el renglén seria (%)rl — rq; es decir,

kair  kaio . k 11 A12
21 Q22 | (F)ri—m Qg1 G22
ii) Intercambio de renglones.
air a2 | Q21 Q22
21 Q22 |ri—r2 a1 Gi12

iii) Se suma un multiplo de un renglén a otro.

]{CL21 + a1y k’azz + a2
a21 29

a11 A12

21 Q922 | kro+ri—nr;

Ejemplo 1.4.4 Hallar el determinante de la siguiente matriz realizando op-
eraciones elementales hasta obtener el determinante de una matriz triangu-
lar.

2 -1 4
A=1|1 2 =3
o 3 1

Solucion:

1. Sume (-2) veces el renglén 2 al renglén 1.
2 -1 4 0 =5 10

Al=]1 2 -3 — 1 2 -3
5 3 1 |(Wretnomge g

2. Sume (-5) veces el renglén 2 al renglén 3

0 —5 10 0 —5 10
1 2 -3 — 1 2 -3
5 3 1|t 76
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3. Intercambie los renglones 1 y 2

0 -5 10 1 2 -3
1 2 -3 = —|0 =5 10
0 -7 16|™7" |0 -7 16
4. Factorice (-5) del renglén 2.
1 2 -3 1 2 -3
~|0 =5 10| = (=50 1 -2
0 -7 16 |Csm—m 0 -7 16
5. Sume 7 veces el renglén 2 al renglon 3.
1 2 -3 1 2 -3
—(-5) |0 1 -2 = 5[0 1 -2
0 —7 16 |0 1 00 2

6. El dltimo determinante corresponde a una matriz triangular, cuyo de-
terminante es el producto de los elementos de la diagonal (teorema
1.4.4), por lo tanto, |A| = 5(2) = 10.

Teorema 1.4.7 Sean E;(k), E;j y E;;(k) las matrices elementales definidas
en el teorema 1.3.4, entonces

|Ei(k)| = E, |Eij| = —1, |Eij(K)| = 1.

Demostracién: i) E;(k) es la matriz que se obtiene al multiplicar el i-
ésimo renglén de la matriz identidad 7,, por k, por el teorema anterior,

|Ei(R)| = K| L]

Ahora, I,, es una matriz triangular cuyos elementos de la diagonal son
todos iguales a 1, por el teorema 1.4.4, |I,| = 1, luego

B(k)| = k|| = k.

ii) E;; es la es la matriz que se obtiene al intercambiar los renglones i y j
de la matriz identidad I,,, por el teorema anterior,

|Eij| = —|In| = —1.
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iii) E;;(k) es la matriz que se obtiene al sumar k veces el renglén i al
renglon j en la matriz [, por el teorema anterior,

|Eij(k)| = 1] = 1.}

Teorema 1.4.8 St F y A son matrices de tamano nxn, donde E es una
matriz elemental, entonces

[EA] = |E||A].
Demostracion: La matriz elemental E sera considerada por casos.

i) Si E = E;(k), entonces por el teorema 1.3.4, EA es la matriz que se
obtiene al multiplicar el renglén ¢ de la matriz A por k, de manera
que, por el teorema 1.4.6, |[FA| = k|A|, pero |E| = k, por lo tanto,
|[EA| = |E||A].

ii) Si £ = E;;, entonces por el teorema 1.3.4, EA es la matriz que se
obtiene al intercambiar los renglones 7 y j en la matriz A; por el teorema
1.4.6, tenemos que, |FA| = —|A|, ademés, |E| = —1, de manera que,
|[EA] = |E||A].

iii) Finalmente, si E = E;;(k), entonces por el teorema 1.3.4, EA es la
matriz que se obtiene al sumar k veces el renglon ¢ al renglén j en la
matriz A, por el teorema 1.4.6, |[EA| = |A|, como |E| = 1, entonces

[EAl = |E[]Al 1

Puede probarse por induccion un resultado mas general: Si F,FEs,. .., E} son
matrices elementales de tamano naxn y A es una matriz cuadrada de tamano
nxn, entonces

|Ey. ... EsE1A| = |Ey| . .. |Es||EA||A]
La demostracion se deja como ejercicio para el estudiante.

Teorema 1.4.9 Si A es equivalente respecto a los renglones con B (A ~ B);
es decir, E, ... FbE1A = B, entonces

a) |B| = [Ex|. .. |Eaf| ]| A]
b) |B] #0 <= |A| #0.

Demostracién: a) Como B = Ej, ... E;FE1 A, entonces por el teorema ante-
rior,
(Bl = |By... sEyA| = |yl .| Bl Br | Al
b)Como las matrices elementales tienen determinantes diferentes de cero,
entonces

Bl #0 <A £0. 1
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Teorema 1.4.10 A es invertible <= |A| # 0.

Demostracion: Por el teorema 1.3.8 A es invertible si y solo si A es equiv-
alente respecto a los renglones a la identidad; es decir, existen matrices ele-
mentales Fy, s, ..., E} tales que,

Ek e EQElA = [n7

de modo que
Bl | Bl Eal|A] = L] = 1 #0,

como las matrices elementales son invertibles, entonces
| E| .. | Ea||Er] # 0,

finalmente,

Al £0. 1

Teorema 1.4.11 Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamano, en-
tonces |AB| = |A||B|.

Demostracién: Supdéngase que A es invertible, entonces A es equivalente
respecto a los renglones a la identidad, de manera que existen matrices ele-
mentales {Ey, Es, ..., Ex}, tales que,

A=FEy...EE L, = Ey ... BB,

de manera que,

|A| = |Ek| ... | Ea|E.

Por otra parte,
AB =EFE, ... E>2E B,

asi que el determinante AB se expresa de la siguiente manera,

|AB| = |E)...E.EB|,
= [Ex|...|E2|| BB,
= [Al|B].

Si A no es invertible, entonces |A| = 0, de manera que |A||B| = 0. Por otro
lado, la negacion del teorema 1.3.2 implica que si A o B son matrices no
invertibles; entonces, AB es una matriz no invertible; es decir, |AB| = 0; lo

tanto, |A||B| = 0 = |AB]|, de manera que incluso en este caso se cumple que
|AB| = |A]|B]. 1
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B 1
" detA’

Corolario 1.4.1 Si A es invertible, entonces det(A™!)

Demostracion: Si A es invertible, entonces

AAT =T,
por el teorema anterior,
[AATY = |1,
[A[JAT = 1,
1
A7 = =
|A]

1.4.2. Desarrollo por cofactores

Definicién 1.4.6 (Menor del elemento a;;) Sea A una matriz cuadrada,
entonces el menor del elemento a;j, denotado por M;;, se define como el
determinante de la submatriz que resulta al suprimir el renglon @ y la columna
j en la matriz A.

3 2 1
Ejemplo 1.4.5 Dada la matriz, A= | —1 0 4 |, determine los menores
2 3 =5
Maz, Mso
Solucién:

1. My, es el determinante de la submatriz que se obtiene al eliminar el
renglén 2 y la columna 2 en la matriz A.

312 1
213 =5

2. M3y es el determinante de la submatriz que se obtiene al eliminar el
renglén 3 y la columna 2 en la matriz A.

3|2 1
Myp=| -1|0 4 _’_i’i‘_m.
2|3 -5
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Ejemplo 1.4.6 Considérense los determinantes de
A y A, con elementos correspondientes [Al;; = a;;

muestra a continuacion.

a1
a2
Al = | as
Q41
as1

a1
a21
|A*| =] an
as1
a3

Q12
22
asz2
42
52

ai13
23
43
as3
a33

a3
23
ass
Q43
Q53

Q14
24
Q44
Q54
34

Q14
24
34
Q44
Q54

Q15
25
Q45
as5
ass

a5
25
ass
Q45
Q55

G712
22
42
Q52
a32

Obsérvese que ag; = asy. De hecho, la matriz A’
A mediante el intercambio de renglones consecutivos hasta llevar el renglon 3
hasta ultimo renglon, después mediante intercambios consecutivos de colum-
nas, se lleva la columna 2 hasta la dltima columna. Ahora sean Msy y ML,
los menores correspondientes a los elementos ase y as; de las matrices A y

A’ respectivamente, entonces

75

orden 5 de las matrices

y (A = a;

ij» como se

se obtiene de la matriz

i) Determine la relacion entre los menores Msy y Mj,.

it) Determine la relacion existente entre |A| y |A’|.

Solucion:

i) Eliminando el renglén 3 y la columna 3 en el determinante de |A’| se

obtiene,
11 Az Q14 QAais
r Q21 Q23 d24 (25
55
Qg1 Q43 QAqq QA45
51 As3 (G54 Ass

= M3,.

ii) Ahora mediante el intercambio de renglones y columnas podemos rela-
cionar los determinantes de las matrices |A| y |A’| como se muestra a

continuacion.

Al =

a1
21
a3
41
as1

a12
22
a32
Q42
52

a3
Q23
a33
Q43
as3

14
24
34
Q44
Q54

a5
Q25
ass
Q45
as5
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11 Ai2 Az a4 Qais
Q21 Qg2 Q23 A24 QA25
= (_1) Q41 Q42 Q43 Q44 Q45
a31 Q32 azz aAz4 Aa3s
51 ds2 (53 As4 (55

a11 G2 aiz Aaig Ais
G21 Q22 Q23 A4 A25
= (=1)(=1)| au1 au2 Q43 G ag5
51 As2  G53 (54 As5
a31 a3z az3 Aaz4 0aszs

11 a1z a2 a4 Ais
G21 Q23 QA22 A4 A25
= (—1)2(—1) Q41 Q43 Q42 QA44 A45
51 (33 (52 (As4 G55
31 a3z a3z G34 435

a1 13 Q14 Qi2 Gis
G21 (23 Q24 Q22 G325
= (=1)*(-1)(=1)| a1 a3 Qu as as
as1  Gs3 (55 As2 G55
a31 a3z az4 Aaz2 azs

@11 a1z a4 AaAis A12
G21 Q23 Q24 A5 A2
= (_1)2(_1>(_1)(—1) A41 A43 Q44 Q45 QA42
51 G353 As5 (As5 (52
31 A3z G34 G35 A32

= (D14
— (—1)2+3|AI|.

En general, para una matriz A de orden nzn en la cual se desplaza el
elemento a;; como se ha indicado para obtener la matriz A* se tienen
(n — i) intercambios de renglones y (n — j) intercambios de columnas,
de lo que resulta,

M;; = M, (1.61)

nn
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4] = (-1

( )(n—i)+(n—j)‘A/"
(1) AY,
(=1)
(—1)

—1)77| A,
—1)"|A). (1.62)

Definicién 1.4.7 (Cofactor del elemento a;;) Dada una matriz cuadra-
da A con entradas a;;, se define el cofactor del elemento a;;, denotado por
cij como el nimero,

Cij = (—1)Z+]MZ] (163)

Es claro que sii+j es impar, entonces las cantidades c;; y M;; se diferencian
en el signo.

Definicién 1.4.8 (Matriz de cofactores) Si A es una matriz cuadrada
con entradas a;; y cofactores c;j, entonces la matriz cuadrada C con entradas
cij se conoce como la matriz de cofactores.

Ejemplo 1.4.7 Hallar matriz de cofactores para de matriz A, donde
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Solucién: Determinense las entradas de la matriz de cofactores.

2 -3
Ci1 = (_1)2M11 = ‘ 3 1 ‘ =11
1 -3
Ci2 = (_1)3M12 = —‘ 5 1 ‘ =—16
1 2
caz = (=1)'Myz = ‘ 5 3 ‘ =7
-1
Co1 = (_1)3M21 = - ‘ 3 1 ‘ =13
2 4
Coo = (_1)4M22 = ‘ 5 1 ‘ = —18
2 -1
-1 4
C31 — (—1)4M31 = ’ 2 _3 ' = —5
2 4
C3za2 — (—1)5M32 = — ’ 1 _3 ‘ = 10
2 -1
cs3 = (—1)°Masz = ’ 1 2 ’ =9

Finalmente, con las entradas anteriores se construye la matriz de cofac-
tores,

11 —-16 -7
C=1] 13 —-18 -11
-5 10 )

Teorema 1.4.12 Dada una matriz A de tamano nzn es posible calcular el
determinante de A multiplicando los elementos de cualquier renglon (o colum-
na) por sus cofactores y sumando los productos; es decir, para cada

1< <n Y 1 <5 <n,

a) Desarrollo por cofactores a lo largo del i-ésimo renglon.

detA =" ayci. (1.64)
k=1
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b) Desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna.

detA = Z AjCrj- (1.65)

k=1

Demostracion: Se sabe que el determinante de la matriz A se expresa de
manera general como,

detA = Z (sgno)ayj, agj, - - - A, -

O’GSn

Considérense los elementos del renglén i-ésimo, {a;1, a2, ...a1,}. Cada
producto elemental del determinante de A contiene solo un elemento del
renglon i-ésimo, por lo tanto, es posible expresar el determinante de A como,

|A| = anpin + appio + . .. + QinPin, (1.66)

donde el factor p;; es una sumatoria de productos, ninguno de los cuales
contiene factores que provengan del renglén 7 ni de la columna j. Si se puede
probar que estos p;; corresponden a los cofactores correspondientes a cada
elemento, entonces se habra concluido la demostracién.

Para comenzar se prueba una propiedad de los factores p;; aqui definidos.
Considérese la matriz A" con entradas a;;, tal que A’ se obtiene de A al
reacomodar el elemento a;; mediante intercambios de renglones sucesivos y
posteriormente intercambiando columnas sucesivas, hasta llevarlo a la posi-
cion "nn”; como en el ejemplo 1.4.6. Es importante notar que,

a’ = Q5. (167)

nn

Los mismos argumentos que permitieron expresar el determinante de la
matriz A mediante la ecuacién 1.66, permiten expresar el determinante de la
matriz A" como,

|A/| = a;zlp;n + a;ﬂp;ﬂ +...+ a{nnp;’m' (1.68)

De la ecuacién 1.62,
Al = (=1 |A]. (1.69)

Sustituyendo las ecuaciones 1.66, 1.67 y 1.68 en la ecuacién anterior se ob-
tiene,
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Al = (=1)"7|A4,
(_1)i+j<a;b1]9;11 + agmpibz +...+ a/anP;Ln)>

n n—1
S awdi+agAy = (0D anply + ag(1)p),). (1.70)
ki k=1

Los tinicos términos que contienen el factor a;; son los que se han dejado
explicitamente en la ecuacién 1.70, de donde se concluye

pij = (=1 pp,. (1.71)

Ahora se prueba un caso particular para el cual p;; es el cofactor del

elemento a;;. Considérese el término a,,pn,, es decir, i = n y j = n. Este

término corresponde a las permutaciones de S, para las cuales o(n) = n, de
manera que,

ApnPnn = Ann Z (SgnU)CLlh 25y « - - A(n—1)j(p—_1)
{o€Sn:0(n)=n}

Como se demostré en el teorema A.1.8(ver el apéndice A), sgn(c) =
sgn(c*). Ademés, cuando o corre sobre todas las permutaciones de S,, para
las cuales o(n) = n, entonces o* corre sobre todas las permutaciones de S,,_1,
por lo tanto,

E3
ApnPnn = Qnn E (SgTLO' )aljl azjy - - - a(n—l)j(n—l)
0*ES(n_1)

La sumatoria corresponde al determinante de la submatriz que se obtiene
al eliminar el renglén n y la columna n de la matriz A; es decir,

Pnn = My, = (_1)n+nMnn = Cpn.- (172>

Donde ¢,,, es el cofactor correspondiente al elemento a,,,.

Ahora considérese el elemento a;;p;;. En este caso se recurre al proced-
imiento mostrado en el ejemplo 1.4.6. Es posible reacomodar el elemento a;;
mediante intercambios de renglones sucesivos y posteriormente intercambian-
do columnas sucesivas, hasta llevarlo a la posicién "nn”.

De la ecuacién 1.72,
p:ln = C/ n = Mrlzn‘ (1'73)

n

De la ecuacién 1.61,
Prn = My, = M. (1.74)

nn
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De la ecuacién 1.71 o
Prn = My = (=1)"py;. (1.75)
Finalmente se concluye,

Ejemplo 1.4.8 Calcule el determinante de la siguiente matriz desarrollando
por el renglon 1 y por la columna 3.

3 -1 -2
A=14 3 0
5 4 0

Solucion:

1. Desarrollando por el rengléon 1 tenemos:

|A| = a11C11 + G12C12 + A13C13
= 3c11 — Ci12 — 2¢13
- 3M11—|—M12 —2M12

4 0 4 0 4 3
- 3‘3 0‘*‘5 0 _2'5 4‘
= -2
2. Desarrollemos por la columna 3.

|A] = ai3c13 + agscas + assess

= —2613 + 0023 + 0633

= —2Mi3

4 3
- [t Y

El desarrollo por cofactores representa una herramienta valiosa para cal-
cular el determinante de una matriz. El hecho que se pueda elegir cualquier
rengléon o cualquier columna para hacer nuestro desarrollo, concede una gran
ventaja, ya que para desarrollar el determinante, es posible escoger aquel
renglon o aquella columna que posea un mayor ntiimero de elementos iguales
a cero (como se puede observar en el ejemplo anterior). El método de cofac-
tores puede complementarse con las operaciones elementales de tal manera
que se puedan colocar ceros en un rengléon determinado y de este modo re-
ducir el orden del determinante.
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Ejemplo 1.4.9 Calcular el siguiente determinante combinando operaciones
elementales y el desarrollo por cofactores.

2 -1 4
A=11 2 -3
5> 3 1

Solucion: Se realizaran operaciones elementales sobre el determinante hasta
reducirlo a una forma simple (de un determinante de 2x2). Para comenzar
se usa el 1 de la primer columna, como pivote para hacer cero el resto de los
elemento de su columna.

1. Stimese -2 veces el segundo renglén al primero.

2 —1 4 0 -5 10
Al = |1 2 -3 — 1 2 -3
5 3 1|7y 3

2. Stumese -5 veces el segundo renglon al tercero.

0 —5 10 0 —5 10
5 3 17Tl 7 16

3. Use el desarrollo por cofactores mediante la primera columna.

| -5 10
- T -7 16

4. Factorize el (-1) de la primer columna.

-5 10 5 10
B _’ —7 16 ':_(_U' 7 16 ‘
5. Factorice el factor (5) del primer renglén
_ |50 _ |1 2
|7 16| 7|7 16
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6. Factorice el factor (2) de la segunda columna.

1 2 11
S R

Finalmente, |A| = 10.

Ejemplo 1.4.10 Calcular el siguiente determinante combinando operaciones
elementales y el desarrollo por cofactores.

1 2 —1 4
3 -1 20
|A|:45—21
2 3 0 2

Solucion: Demanera andloga al ejemplo anterior se procedera a reducir el de-
terminante hasta obtener un determinante de tamano 2x2. Se aprovechara el
hecho de que la matriz A tiene un cero en la columna 4; es decir, se usara el 1
de la columna 4 como pivote para hacer cero los elemento restantes de dicha
columna. En este ejercicio también se muestra el uso de las operaciones sobre
las columnas ( Recuérdese que |A| = |AT)).

1. Stmese (-4) veces el renglén 3 al renglén 1.

1 2 -1 4 -15 =18 7 0
A = 3 -1 20 B 3 -1 20
B 4 5 =2 1 |-rstm—m| 4 5 =21
-2 3 0 2 —2 3 0 2
2. Stumese (-2) veces el renglén 3 al renglén 4
-15 =18 7 0 -15 =18 7 0
B 3 -1 20 B 3 -1 20
N 4 5 =2 1 | —2rgtri—srs 4 5 =2 1
—2 3 0 2 -10 -7 40

3. Desarrolle por cofactores mediante la cuarta columna.
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15 —18 7
= —| 3 -1 2
~10 -7 4

4. Ahora se tiene un determinante de orden 3x3. Para continuar la reduc-
cién factorice (-1) de la columna 2.

~15 —18 7 ~15 18 7
= —| 3 -1 2|=—(-1)| 3 12
10 -7 4 —10 7 4

5. Stmese (-3)veces la columna 2 a la columna 1

—-15 18 7 —69 18 7

10 7 47T 31 7 4
6. Sumese (-2)veces la columna 2 a la columna 3

—-15 18 7 —69 18 —-29

10 7 4|7 31 7 —10

7. Desarrollando por cofactores mediante el segundo renglén se tiene,

=69 —29
| =31 —10

8. Factorizando (-1) en cada rengldn se tiene,

_ ‘69 29

31 10 ‘: —209.

Finalmente, |A| = —209.
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Teorema 1.4.13 Sea A una matriz cuadrada de tamarno nxn con elementos
a;j, entonces

n
Z Qi Cjl. = |A|5z]
k=1

Demostracion: Si¢ = j se obtiene el desarrollo por cofactores del determi-
nante de la matriz A mediante el renglén i. Ahora consideremos el caso en
que i # j. Para comenzar constriyase la matriz B a partir de la matriz A,
como se muestra a continuacion,

a1 a12 e A1y
1 ;1 ;9 oo Qip
B =
J| @1 G2 ... Qip
Ap1 Ap2 ... Qpp

En esencia solo se ha sustituido el rengléon j-ésimo de A por otro renglén .
Como B tiene dos renglones idénticos, entonces por el teorema 1.4.5 detB =
0. Por otro lado, el desarrollo por cofactores del determinante de B mediante
el renglén j-ésimo nos da,

detB = Z bjkcjk7
k=1

ya que los cofactores de los elementos del j-ésimo renglén de las matrices A
y B son iguales. Ademds, como b;;, = a;x, entonces

detB = Z a;pCir, = 0.
k=1

Con lo anterior se ha probado que,

n
> anci = A5 1
k=1
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1.4.3. La inversa de una matriz a través de su adjunta

Definicién 1.4.9 (Adjunta de la matriz A) Dada una matriz cuadrada
A con entradas a;j, cuya matriz de cofactores C' tiene entradas c;;, entonces
la matriz cuadrada CT se conoce como la adjunta de la matriz A y se denota
por adj(A); es decir,

adj(A) = C7,

de manera equivalente,
ladj(A))i; = [CT]ij = ¢

Teorema 1.4.14 Si A es una matriz invertible, entonces

L1
~ detA

adj(A).

Demostracion: Considérese el producto,

[Aadj(A)ly; = Y [Aliladj (A,

Por el teorema 1.4.13

[Aadj(A)li; = |Aldy,
= |A[[1];;.

Como A es invertible, entonces |A| # 0. Dividiendo la tltima ecuacién
entre este niimero se tiene,

[A adﬁf)} . = [1];5,
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es decir,

A

Como A es una matriz cuadrada, entonces por el teorema 1.3.7, A es
invertible y su inversa es

_1_adj(A)
A=

Este teorema nos provee de un método comptutacional para determinar la
inversa de una matriz.

Ejemplo 1.4.11 Por el método de la adjunta halle la inversa de la matriz
A, donde

2 -1 4
A=|1 2 -3
o 3 1

Solucion: De acuerdo con el teorema 1.4.14 se debe hallar el determinante
de la matriz A y también construir su adjunta.

1. El determinante de esta matriz ha sido calculado anteriormente, (ejem-
plo 1.4.4), el resultado fue, |A| = 10.

2. La matriz de cofactores para este caso fue determinado en el ejemplo
1.4.7. La matriz obtenida fue,

11 -16 =7
C=1] 13 —-18 —-11
-5 10 5

3. Ahora constriiyase la matriz adjunta de A. Como se sabe, Adj(A) = CT,

luego,
11 13 -5
Adj(A)=CT = | =16 —18 10
-7 —-11 5
4. Finalmente,

. 11 13 =5

Adj(A 1
A7l = dﬁ >:E —16 —18 10
4] -7 —11 5

Este ejemplo ya habia sido resuelto anteriormente mediante operaciones
elementales(ver ejemplo 1.3.4).
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Ejemplo 1.4.12 Mediante la adjunta hallar la inversa de la matriz B, donde

cosf@ senf O
B= | —senf cosf 0
0 0 1

Solucion: Se procede de la misma manera que en el ejemplo anterior.

1. Mediante el desarrollo por cofactores.

cosf senf

cosf@ senf 0
_‘ —senf cosb

|B| = | —senf cosf 0

'200829+sen29:1.
0 0 1

2. En seguida se determinan los elementos de la matriz de cofactores.

c11 = (—1)2M11 = cos6 0 = cosf
0 1
Cig = (—1)3M12 = — ‘ _Seng i) ‘ =senf
—senf cosb
caz = (=1)'My; = ‘ 0 0 ‘ =0
cor = (=13 My = — senf 0 = —senf
0 1
4 cosf 0
coe = (—1)"My = = cosf
0 1
cosf senf
Co3 — (—1)5M23 = — 0 0 ‘ =0
Y | senf 0|
e = (1) My = cosf 0 ‘_O
cosf 0
ez = (-1 Mz =~ —senfl 0 ' ="
6 B cosf senf |
e = (=1) Mg?’_‘ —senf cosf ‘_

3. Con los coeficientes se construye la matriz de cofactores

cosf) senf 0O
C= ] —senf cosf 0
0 0 1
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4. La matriz adjunta de B es

cosf) —senf 0
Adj(B) =C" = | senf cosf 0
0 0 1

5. Finalmente,

) cos@ —senf 0
Bfl:Adj(B): senff cosf O

B 0 0 1

Obsérvese que en este caso la inversa de la matriz B es simplemente su
transpuesta.

1.4.4. Regla de Cramer

Teorema 1.4.15 (Regla de Cramer) Si Ax = b es un sistema de ecua-
ciones lineales en n incognitas tal que, detA # 0, entonces el sistema tiene
una solucion unica. Esta solucion es

o d@tAj
YT detA

1<j<n. (1.77)

donde A; es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j-ésima
columna de A por los elementos de la matriz b.

Demostracién: SidetA # 0, entonces el sistema de ecuaciones Az = b tiene
solucién tnica, = A~'b, ademds, por el teorema anterior,
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Se sabe x y b son vectores columna; es decir, son matrices de tamano nxl,

1

T = [adj(A)D] ;1

detA
_ 1 T
 detA €70l
1

detA

= [CT k(b1

1
= det A Z bklckj. (178)
k

J
a1 e ayj ... Qp
A= (0751 Q5 (077 AJ
(07 B Apj ... Qpp

J
a1 c. bl ... Qip
;= ;1 s bz e Qin
At 0 by ... apn

Desarrollando los determinantes de las matrices anteriores mediante la

columna j,

Al =) arjn,
k

Al = bacy.
k

De las ecuaciones 1.78 y 1.79 se concluye que,

detAj
Y= detA i

(1.79)

Ejemplo 1.4.13 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones mediante la

regla de Cramer.

21‘1 —XT2 +4[E3 =
I +2ZE2 —3ZE3 =
5r1 +3r9 H4x3 =
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Solucién: El sistema se expresa como un producto de matrices mediante,

2 —1 4 x [ —3
1 2 =3 T2 = 1
5 3 1 I3 | -2

2 -1 4
A=1]1 2 -3
5 3 1

y la matriz de los términos constantes es

-3
b= 1
—2

Las matrices Ay, Ay y Az se forman sustituyendo la matriz b en las columnas
1, 2 y 3 de la matriz A, respectivamente, como se muestra a continuacion.

—3 -1 4 2 -3 4 2 -1 -3
A= 1 2 -3 Ay=|1 1 -3 As |1 2 1
—2 3 1 5 —2 1 5 3 -2

Ahora se calculan los determinantes de las matrices A, A;, Ay y As. El
estudiante debe ser capaz de comprender los pasos realizados para reducir
los determinantes, en caso contrario, se recomienda repasar los ejercicios de
la seccién 1.4.2.

1. El determinante de la matriz A fue calculado en el ejemplo 1.4.9,
obteniéndose |A| = 10.

2. Calculese el determinante de A;

3 -1 4 05 -5
A= 1 2—3:12—3:—'

-5
-2 3 1 07 =5

5 1
- 1‘——10.

Asi que de acuerdo con la regla de Cramer,

~-10
10

r =
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3. Calculese el determinante de la matriz As,.

2 -3 4 0 —5 10
Ay=|1 1 =3|=|1 1 -3 :—‘:‘;’ 12‘:5(2)“ é‘:m.
5 =2 1 0 —7 16
De acuerdo con la regla de Cramer,
10
=— =1
2710

4. Por ultimo calcilese el determinante de la matriz As.

2 -1 -3 0 -5 -5

Ay=|1 2 1|=|1 2 1 :—‘:i :?‘:—5(7)“1
5 3 =2 0 =7 -7
Asi que
0
= —=0.
RN

Finalmente, la solucion del sistema es

T = —1,
To = 1,

Ejemplo 1.4.14 Use la regla de Cramer para obtener la solucion del sigu-
tente sistema de ecuaciones.

T +2332 —x3 —|—4$4 = 4
3r; —T9 +2x3 = 10
4:61 +5SL’2 —2$3 +xy, = -5

—21’1 +3I2 —|—2ZE4 = -1

Solucién: Hallar los determinantes de las matrices A, Ay, As, Az y Ay.
Mediante la reduccién de los renglones en combinacién con el desarrollo por
cofactores.

1. Determinante de la matriz de coeficientes,

1 2 —1 4
3 -1 20
|A|:45—21
2 3 0 2

Este determinante fue calculado en el ejemplo 1.4.10, resultando |A| =
—209
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2. Determinante A;.

4 2 -1 4 24 —18 7 0
‘A‘_10—1 200 |10 -1 20
" l5 5 21| | -5 5 -2 1
-1 3 0 2 9 —7 40
24 —18 7 24 18 7 —156 18 —29
= —[10 -1 2|=|10 1 2|= 0 1 0
9 —7 4 9 7 4 —61 7 —10
—156 —29 156 29
- ’ —61 —10‘—' 61 10‘__209

Determinese la incégnita z;. De acuerdo con la regla de Cramer se

tiene,
|A;] —209
T =— = — =
PTOJAl T —209
3. Determinante ahora |As|.
1 4 -1 4 15 24 70
Ay| = 3 10 2 0 3 10 20
T4 -5 21| 4 -5 21
-2 -1 0 2 —-10 9 4 0
—15 24 7 15 24 7 22 24 7
= — 3 10 2|=]-3 10 2 |=|—-1 10 2
—-10 9 4 10 9 4 14 9 4
0 244 51 944 51
= | -1 10 2|= 149 39 =209
0 149 32

De acuerdo con la regla de Cramer se tiene,

|As| 209
Ty = —— = =

Al —209
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4. Calculese el siguiente determinante,

1 2 4 4 —15 —18 24 0
Ay = 3 -1 10 0 _ 3 -1 10 0
3 4 5 =5 1 4 5 —5 1
-2 3 -1 2 10 -7 90
—15 —18 24 —15 18 24 —69 18 —156
= —| 3 —-110]|=| 3 110|=| 0 1 0
-10 -7 9 -10 7 9 —31 7 —61
—69 —156 69 156
a ‘—31 —61‘_'31 61"‘627
En este caso,
x_@_—&?_
STU1A] T =209
5. Finalmente, |Ay].
1 2 -1 4 1 2 -1 4
A = 3 -1 2 10| | 3 -1 2 10
e 4 5 =2 =5 | 7 4 0 5
-2 3 0 -1 -2 3 0 -1
L 5 3 18 —31 57 18
53 0 18
= =—| 74 5|=—-| =319 5
T4 0 -2 3 —1 0 0 —1
-2 3 0 -1
—31 57 31 57
o] -3 19‘_ ‘ 3 19'__418'

Con esto se determina la cuarta incognita,

|Ay|  —418

Al T 2200

En resumen, la solucion del sistema es

T, = ].,
Tog = —1,
T3 :3,

.1'4:2.



Capitulo 2

Espacios Vectoriales

2.1. Espacios Vectoriales

Cantidades fisicas como velocidad, aceleracién, fuerza, campos eléctricos
y magnéticos, entre otras, estan intimamente relacionadas con el concepto de
campo vectorial. En esta seccién se estudian los conceptos y teoremas mas
importantes relacionados con los campos vectoriales.

2.1.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 2.1.1 (Espacio Vectorial) Sea V' un conjunto arbitrario de
objetos sobre los cuales se definen dos operaciones: la adicion y la multi-
plicacion por un escalar. La adicion es una regla que asocia con cada pareja
de elementos u y v en V, el elemento u + v, llamado la suma de v y v. La
multiplicacion por un escalar es una regla que asocia con cada elemento v en
V' y escalar k, el elemento kv, llamado miltiplo escalar de u por k. Se dice
que V' es un espacio vectorial y a sus elementos se les denomina vectores,
siempre y cuando la suma y la multiplicacion por un escalar cumplan con los
stguientes ariomas.
Siu, v yw son elementos de V', y, k y | son escalares, entonces

1. Propiedad de cerradura bajo la suma.
ut+veV.

2. Propiedad conmutativa bajo la suma.
u+v=0v-+u.

3. Propiedad asociativa para la suma.
u+ (v+w)=(utv)+w.

95
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4. Emistencia del neutro aditivo.
Ezxiste un elemento en V', llamado elemento cero, denotado por 0. o
simplemente por 0, tal que, 0 +u =u+ 0 = u, para todo u € V.

5. Emistencia del inverso aditivo.
Para todo uw € V existe el elemento —u € V', llamado inverso aditivo
de u, tal que, u+ (—u) = (—u) +u = 0.

6. Propiedad de cerradura bajo la multiplicacion por un escalar.
Para todo w € V' y escalar k, ku e V.

7. Primera ley distributiva.
k(u+v) = ku+ kv.

8. Segunda ley distributiva.
(k+ Du = ku + lu.

9. Ley asociativa de la multiplicacion por un escalar.

k(lu) = (kl)u.
10. 1.u = u.

Bastara con que uno de los axiomas no se satisfaga para que el conjunto
V no sea un espacio vectorial.

El concepto de campo vectorial esta intimamente relacionado con el con-
cepto de campo o cuerpo’. En este trabajo se usard el término escalar para
hacer referencia a un nimero real; es decir, se trabajara con el campo de
los nimeros reales; ademas, se denotard a los vectores mediante letras en
negritas, para diferenciarlos de los escalares.

2.1.2. Ejemplos de espacios vectoriales de distintos géneros

Ejemplo 2.1.1 (Espacio vectorial R") Sin esun entero positivo, entonces
una n-ada ordenada es una sucesion de nimeros reales (ay,as,. .., a,). El
congunto de todas las n-adas ordenadas se conoce como espacio n-dimensional
y se denota por R™; es decir,

R™ = {(ay,as,...,a,) : a; € R, para todo 1 =1,2,...,n}

Siu = (uy,us,...,u,) €R", entonces la entrada n-ésima de u, se denota
por (u);; es decir, (u); = u;.

Los cuerpos o campos son estructuras algebraicas que comparten las mismas
propiedades con los niimeros reales.
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Siu = (ug,ug,...,uy) yv = (v,09,...,0,) son elementos de R", con
entradas (u); = u; y (v); = v;, entonces se dice que son iguales y se escribe
u=w, siy solo si, las entradas correspondientes son iguales; es decir,

u=v<=u; =v;, paratodo 1=1,2...,n

Las operaciones usuales de suma y multiplicacion por un escalar definidas
sobre R™ son:

Suma
Siu= (uy,us,...,Uy) yv=_(V1,0Va...,0,) estdin en R™, entonces
u+v=(ug +v,us+ Vo, ... Uy + Uy);
es decir,

(u+v); =w; +v;, paratodo i=1,2,....n

Moultiplicacion por un escalar
Si Siu = (uy,ug,...,u,) € R yk esun escalar, entonces

ku = (kuy, kug, . .., kuy);

es decir,
(ku); = ku; para todo 1 =1,2,...,n

Para probar que R” con las operaciones anteriores constituye un espacio vec-
torial, se debe verificar que se cumplen los diez axiomas de espacio vectorial.

Si u, v y w son elementos de R", con entradas correspondientes u;, v;, w;
respectivamente, y, k y [ son escalares, entonces:

1. Como u y v estan en R™ | entonces las entradas correspondientes u; y
v; son numeros reales; asi que, u; +v; € R, por lo tanto, u +v € R™.

2. Considérese la entrada i-ésima de u + v,
(u+v); =u;+v; = v;+u; = (v+u); ,ya que las entradas son nimeros
reales y éstos conmutan bajo la suma. Asi que, u +v = v + u.

3. Considérese la entrada i-ésima de u + (v + w),
(u+(v+w)); = wit+(v+w); = ui+(vi+w;) = (u+v;)+w; = ((u+v)+w);
,ya que las entradas son niimeros reales y éstos son asociativos. Asi que,
u+ (v+w) = (u+v)+w.

4. Sea el elemento 0, € R™ aquel cuyas entradas son todas iguales a cero;
es decir, (0.); = 0, entonces

(0c+u)i=0+u =u+0=1u = (u),
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por lo anterior, el elemento cero definido de esta manera cumple con la
propiedad fundamental

Oc+u=u—+0,=u.

5. Siu € R"y (u); = u;, definase el elemento —u € R™ como (—u); = —u;,
entonces

(u (=u))i = (Wi + (—w)i = w; + (—u) = u; — u; = 0= (0c)s;

es decir,
u+ (—u) = (—u) +u=0,.

6. Siu € R™, ysea (u); = u; € R. Si ademds k es un nimero real, entonces
k(u); = ku; € R, luego ku € R™.

(u+v)); = k(u+v); = k(u; +v;) = kv, + kv, = (ku); + (kv); =
ku + kv);; es decir, k(u + v) = ku + kv.

+ Du = ku + lu.

9.

(k
(

8. (k+Du); = (k+Du; = ku; + lu; = (ku); + (lu); = (ku+lu);; es decir,
(
(k(lu)); = k(lu); = k(luy) = (kDw; = ((kl)u);; es decir, k(lu) = (kl)u.
(

10. (1aw); = 1(u); = Lau; = u; = (u)y; por lo tanto, 1.u = w.
Por lo anterior R™ con las operaciones usuales de suma y multiplicacién por
un escalar constituye un espacio vectorial.

Ejemplo 2.1.2 (Espacio de las matrices de tamano man) En la seccion
1.2 represento a una matriz A de tamano mxn como (A)mm y sus entradas
mediante, [Al;; = a;;. El conjunto de todas las matrices de tamano man con
entradas en los reales se denota por, M,.,(R); es decir,

Mmmn(R) = {(A)mxn L Qi € R, 1 S i S m, 1 S j S n}

Se dice que dos matrices A y B con entradas correspondientes a;; y by
son iguales si son del mismo tamano y si sus entradas correspondientes son
iguales; es decir, si a;j = b;j, para todo i, j. En tal caso se escribe A = B.
Las operaciones usuales definidas sobre M., (R) son las que se estudiaron
en la seccion 1.2.
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Suma
Si A y B estin en M., (R) y sus entradas correspondientes son, a;; y by,
entonces la suma de A y B, denotado por A+ B, es la matriz de tamano
man que se obtiene sumando las entradas correspondientes de las matrices
A y B; es decir,
[A + B]zg = Q4 + bl]

Multiplicacion por un escalar
Si A € Myn(R) tiene entradas a;; y k es un escalar, entonces kA es la
matriz de tamano mxn cuyas entras se obtienen multiplicando las entradas
de A por k; es decir,
(kA];; = kay;.

Resta verificar que los diez axiomas se satisfcen para para probar que My, (R)
con las operaciones usuales constituye un espacio vectorial. Si A, B y C' son
elementos de M,,;,(R), con entradas correspondientes a;j, b;j, c;; respectiva-
mente, y, k y | son escalares, entonces

1. Considérese el elemento [A + B);; de la matriz A + B.
[A+ Bl;j = a;; + by
Como las entradas de las matrices A y B son nimeros reales, entonces
[A+ Bl;j = a;; + b;; € R,

esto significa que, A+ B € M,,.»(R).

2. Considérese el elemento [A + BJ;; de la matriz A + B.
[A+ Blij = aij +bi; = bij + ai; = [B + Aly,
ya que las entradas son niimeros reales y por lo tanto conmutan, asi que,

A+B=B+A.

3. Considérese el elemento [A + (B + C)];; de la matriz A+ (B + C).

[A—F(B—i‘C)]U = CLij—i‘[B—i‘C]ij = CLij—F(bij—i‘Cij) = (aij—l—bij)—i—cﬁ = [(A—FB)—FCLJ,

yva que las entradas son nimeros reales, y por lo tanto son asociativos,
asi que,
A+(B+C)=(A+B)+C
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Sea el elemento 0, € M,,.,(R) aquella matriz cuyas entradas son todas
iguales a cero, es decir, (0¢)men v sSea A € M., (R), entonces

[A+0Oc]i; = [Alij + [0c]i; = ai; + 0 = ai; = [Aly;,

por lo tanto, la matriz cero de tamano maxn cumple con la propiedad
fundamental,
A4+0.=0.+A=A

Sea A € Myn(R), con entradas a;; y sea —A la matriz de tamafio
man cuyas entradas se definen como [—A];; = —a;;. Es claro que —A €
M on(R) ademis,

[A+ (=A)]i; = [Al;j + [-Alij = ay + (—ai;) = ai; — ai; = 0 =[0],

por lo tanto,
A+ (-A)=(-A)+A=0..

Sea A € My, (R), con entradas a;; y k un escalar, entonces
[k?A]U = k:aij € R,

ya que tanto las entradas de la matriz A como el escalar son niimeros
reales. Asi que, kA es una matriz de tamano maxn con entradas reales;

es decir, kA € M. (R).
Considérese el elemento [k(A + B)|;; de la matriz k(A + B).

por lo anterior,

k(A+ B) = kA + kB.
Considérese el elemento [(k 4 1)A];; de la matriz (k + 1) A.

por lo anterior,

(k+1)A=EkA+IA.
Considérese el elemento [k({A)];; de la matriz k(IA).
[k(IA)i; = kllA];; = k(lai;) = (kl)ai; = [(k])Alij,

asi que,

k(1A) = (kI)A.
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10. Finalmente,
[1.A];; = La;; = a;; = [A]yj,
por lo anterior,

1.A= A

Ejemplo 2.1.3 (Espacio vectorial de las funciones de valor real) FEl con-
junto de todas las funciones cuyo dominio y codominio son los reales se de-
nota por F(—o00,00). Diremos que dos funciones f(x) y g(x) son iguales, si
f(z) = g(x) para todo x € R.

La suma y la multiplicacion por un escalar definidos usualmente para
F(—00,00) son:

Suma
Si f(x) y g(x) son funciones de valor real, entonces

(f +9)(x) = f(z) + g(z).

Moultiplicacion por un escalar
Si k es un escalar y f(z) € F(—o00,00), entonces

(kf)(x) = kf(x).

Pruebe que F(—00,00) con las operaciones de suma y multiplicacién por un
escalar aqui definidas forma un espacio vectorial.

Sean f(z), g(z) y h(x) elementos de F'(—o0,00) y, k y [ escalares entonces:

1. Como (f+g)(x) = f(z)+g(z), de modo que (f + g)(z) representa una
funcién con dominio y codominio en los reales, entonces

(f +9)(x) € F(=00,00).
2. (f+9)(x) = f(z) + g(x) = g(x) + f(z) = (¢ + [)(2), V2 € R.
3.

(f+g9)+h)(x) = (f+9)()+hz)=(f(z)+9(z)) + h(x),
= f(2)+ (9(z) + h(z)) = f(z) + (9 + h) (),
= (f+(g+h)(x), VreR.

4. Sea 0, = 0(z) = 0, Vo € R, entonces

(f +0)(x) = flz)+0(x)
— f@)+0=0+ f(@)
= Oe($)+fm)
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Sif(z) € F( o0) y sea (—f)(z) = —f(x) Yz € R, entonces
(f+ (=) = flo)+ (=f(2),
= fz) = f(2),
= 0,
= —fle)+ f(=),
= (=f+ f)(x), VzxeR.
Si k es un escalar y f(z) € F(—o00,00), entonces (kf)(z) = kf(z) se

observa que kf(x) representa una funcién con dominio y codominio en
los reales, por lo tanto,

(kf)(z) € F(—o00,00).

(k(f +9)(x) = ( (x) + g(x)),
kf(x) +kg(x) = (kf)(x) + (kg)(z),
= (kf+kg)(z), VreR.

(k+Df) @) = (K+0)f(2) =kf(x) +1f(2),
(kf)(@) + (Lf)(z),
= (kf+1f)(x), VzeR

(R(I)(@) = k(Lf)(2) = k(Uf () = (R f(z) = (KD f)(x), Ve eR.

(1.f)(z) = L.f(z) = f(z), VzeR.

Se ha probado que se cumplen todos los axiomas de espacio vectorial, por lo
tanto, F'(—00, 00) con las operaciones usuales constituye un espacio vectorial.

Teorema 2.1.1 S V es un espacio vectorial, w un vector en V y k un es-
calar, entonces
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a) Ou= 0,
b) kO= 0,
c) —lu=—u.

d) Si ku= 0, entonces k =0 o bien u= 0.

Demostracién: a)

Ou+0u = (04 0)u, axioma 8,

Ou+0u = Ou, propiedad del cero,
(Ou+0u) + (—0u) = Ou+ (—0Ou), axioma 5,
Ou+ (Ou+ (—0u)) = Ou+ (—Ou), axioma 3,

Ju+0 = 0, axioma 9,
Ju = 0, axioma 4.
b)
Ou = 0, inciso a,
k(Ou) = kO, multiplicando por k,
(kO)u = kO, axioma 9.
Ou = kO, propiedad de los reales,
0 = kO, inciso a.
c)
u+(—lu) = lu+(—1lu), axioma 10,
u+ (—1l.u) (1. + (—=1))u, axioma 8,
u+(—lu) = (O)u, propiedad de los reales,
u+(—1lu) = 0, inciso a.
De lo anterior se concluye que —u = —1.u.

1
d) Supéngase que u # 0, ahora, si ku = 0y si k # 0, entonces u = EO =0
lo que constituye una contradicciéon, ya que de inicio se supuso u # 0. Con
lo cual se concluye que si ku =0, entoncesu =00 k=0. |
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2.2. Subespacios

2.2.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 2.2.1 (Subespacios) Un subconjunto W de un espacio vectori-
al V es un subespacio de V, si W es un espacio vectorial bajo las operaciones
de adicion y de multiplicacion por un escalar definidas sobre V.

Teorema 2.2.1 Si W es un conjunto de uno o mds vectores de un espacio
vectorial V, entonces W es un subespacio de V si y solo si se cumplen las
condiciones siguientes,

a) Cerradura bajo la suma

Stuy v estin en W, entonces u+v también estd en W.

b) Cerradura bajo la multiplicacion por un escalar

Si k es un escalar cualquiera y w es cualquier vector en W, entonces
ku también estd en W.

Demostracién: =) Supéngase que W es un subespacio de V, en este caso
W es un espacio vectorial bajo las operaciones definidas sobre V; es decir, los
elementos de W satisfacen los 10 axiomas de espacio vectorial, en particular
satisfacen los axiomas 1 y 6 que corresponden a las condiciones a y b de este
teorema.

(< Se sabe que se satisfacen las condiciones a y b que equivalen a los ax-
iomas 1 y 6; ademéas, como W C V entonces los elementos de W heredan las
propiedades de V contenidos en los axiomas 2, 3, 7 8, 9, 10. Asi que solo resta
probar que los elementos de W satisfacen los axiomas 4 y 5. De hecho como se
cumple la condicién b); es decir, si k es cualquier escalar y w € W, entonces
kw € W, en particular si k = —1, tenemos que, —l.u = —u € W (teorema
2.1.1¢), de manera que se satisface el axioma 5. Finalmente, si k=0, entonces
0.u =0 € W (teorema 2.1.1a), por lo tanto se satisface el axioma 4. Se ha
demostrado que W es un espacio vectorial bajo las operaciones definidas en
V; con lo cual se concluye la demostracion. |

2.2.2. Ejemplos de subespacios vectoriales de distintos
géneros

Ejemplo 2.2.1 Pruebe que las rectas que pasan por el origen son subespacios
de R3.



Algebra lineal 105

Solucién: En general la recta que pasa por los punto A(a,, b, ¢,) vy B(a,b,c)
se expresa como,

r=trg+ (1 —1t)ry (2.1)

donde ry4, rg y r son los vectores de posicion correspondientes a los puntos
A(ao, by, o), Bla,b,c) y P(x,y, z) respectivamente, y t es cualquier niimero
real.

Si la recta pasa por el origen, entonces A(a,, b,, ¢,) = A(0,0,0) en este
caso ry = 0. Por lo tanto, la ecuacion de la recta que pasa por el origen es,

r =trg = t(a,b,c) (2.2)

Es claro que B(a,b,c) es un punto distinto del origen. Por lo anterior, la recta
que pasa por el origen es el lugar geométrico que se describe a continuacion,

W ={(z,y,2) =t(a,b,c): t € R}. (2.3)
Se procede entonces a demostrar que el conjunto W es un subespacio de R3.

a) Considérese que u y v estdn en W, en este caso, existen escalares ¢ y
to tales que, u = ty(a,b,c) y v =ts(a,b, c), asi que,

u+v=t(a,b,c)+ta,b,c) = (t; + t2)(a,b,c)
como t; +t3 € R, entoncesu+veWw
b) Sea k un nimero real y u un elemento de W , entonces
ku = k(t1(a,b,c)) = (kt1)(a, b, c)

Como kt; € R, entonces ku € W.

Concluimos que W es un subespacio de R?, ya que se satisfacen las
propiedades a) y b).

Ejemplo 2.2.2 Demuestre que las matrices de tamano 2z2 que tienen ceros
en la diagonal principal forman un subespacio de Maxo(R)

Solucién: En este caso,

0
W:{|:CL21 a52 :| :alg,a21€R}.

Verifiquemos que se satisfacen las propiedades a) y b) del teorema anterior.
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a) Sean A y B elementos de W, donde
o 0 ay o 0 bl
=law] vt
con a, as, by, by dentro de los reales, entonces

. 0 aq 0 b1 . 0 a1+b1
A+B_|:CL2 0:|+|:b2 01_[a2+bz 0 1

como aq + by y as + by son numeros reales y la matriz A+ B tienes ceros
en su diagonal, entonces A + B € W.

b) Ahora sean k un escalar y A un elemento de W, entonces

. 0 aq . 0 ka1
kA_k|:CL2 0:|_|:k'(12 O:|

nuevamente obtuvimos una matriz cuyos elementos de la diagonal son

ceros, ademads, ka, y kas son elementos de los reales, por lo tanto kA €
W.

Finalmente se concluye que W es un subespacio de Ms,s.

Ejemplo 2.2.3 Demuestre que todo espacio vectorial V tiene al menos dos
subespacios.

Solucion: Todo espacio vectorial se contiene a si mismo, por lo tanto Wy, =V
es un subestacio de V' ademds, todo espacio vectorial contiene al vector cero,
en este caso Wy = {0} es cerrado bajo la suma y bajo la multiplicacién por
un escalar, de modo que W5 es un subespacio.

Ejemplo 2.2.4 Sea Ax = 0 un sistema homogéneo de m ecuaciones con n
incognitas, demuestre que el conjunto solucion es un subespacio de R™.

Solucién: En este caso es necesario precisar que los elementos de R™
pueden ser considerados como matrices de tamano nx1, es decir,

X
X2
xn

De manera que las soluciones del sistema de ecuaciones representado por
la ecuacién homogénea Axr = 0 seran elementos de R". Si el sistema tiene
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solucién unica, entonces {0} es un subespacio de R™. Supéngase por lo tanto,
que el sistema tiene infinitas soluciones, en este caso,

W ={zxeR": Az = 0}.
Verifiquemos que se satisfacen las condiciones de cerradura.

a) Si z y y son elementos de W, entonces, Axr = 0 y Ay = 0, por la
propiedad distributiva tenemos que,

Alz+y) = Ar+ Ay
= 040
0.

Concluimos que = + y es una solucién de la homogénea, por lo tanto
r+yeWw

b) Sea k un escalar y x un elemento de W, entonces
A(kz) = k(A(x)) = k(0) = 0.

Lo anterior significa que kx es una solucién de la homogénea, por lo
tanto, kx € W

Se concluye que W es un subespacio de R".

Ejemplo 2.2.5 (Las funciones continuas) Las funciones continuas en to-
dos los reales se denotan por C(—o0,00). Este conjunto constituye un sube-
spacio del espacio vectorial de las funciones de valor real; es decir, de F(—o0, 00).
De los cursos de cdlculo aprendemos que la suma de dos funciones continuas

es otra funcion continua; y que el producto de un escalar por una funcion
continua es también una funcion continua. No se abundard en esta parte en

el concepto de limite para realizar una demostracion formal.

Ejemplo 2.2.6 (Las funciones diferenciables) Las funciones diferencia-
bles en todos los reales se denotan mediante C'(—o00,00). En los cursos de
cdlculo se prueba que las funciones diferenciables son continuas, asi que, al
sumar dos funciones diferenciables se obtiene una funcion continua y de la
misma manera al multiplicar una funcion diferenciable por un escalar se ob-
tiene una funcién continua. De manera que C(—oo, o0) constituye un sube-
spacio de C(—00,00).

El conjunto de las funciones con derivadas continuas de orden n en to-
dos los reales se denota por C™(—o0,00). El subespacio de las funciones con
derivadas continuas de todos los ordenes se denota por C*(—o0,00), la fun-
cion f(x) = € pertenece al conjunto anterior. Tanto C™(—00,00) como
C>(—00,00) son subespacios de C'(—o0,0).
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Ejemplo 2.2.7 (Los polinomios) El conjunto de los polinomios de grado
menor o igual con n, donde n es un entero positivo se denotan por P,; es
decir,

P, ={f(z) =ap+ a1z +ayr® +...a,2" : a; € R, Vi}.

Demuestre que P, es un subespacio de F'(—o0,00)
Solucién: Si p y ¢ son elementos de P, y k es un escalar entonces:

a) py q pueden expresarse de la siguiente manera,

p(z) = ap+ax+ ayr® + ... apa”,
q(x) = by+bix+ b’ + ... bya",

donde tanto los a; como los b; son nimeros reales para todo 1.

Ahora considérese la suma p + q.

(p+q)(x) = p(x)+q(x),
= (ap+ a1z + ...a,2") + (a, + byx + ... bya™),
= (ag+bo)+ (a1 + b))+ ...+ (a, + by)z",
= co+clx+02x2+...+cna:",
donde, ¢; =a; +0b;, Vi=1,2,... n.

Como ¢; = a;+b; € R Vi, entonces (p+¢)(x) es un polinomio de grado
menor o igual a n.

b) Si k es un escalar y p(x) € P,, entonces

(kp)(z) = k(ap + a1x + asz? ... apz™) + (ag + byx + ... bya™),
= kao+ kayz + kasz? . . . kap,a™,
= dy+dix+ dox® + ... d,z",
donde, d; = ka;, Yi=1,2,...,n.

Nuevamente, como d; = ka; € R Vi, entonces (kp)(x) es un polinomio
de grado menor o igual a n.

Se concluye que P, es un subespacio de F'(—o0,c0).
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2.3. Combinaciones lineales

Definicién 2.3.1 (Combinaciones lineales) Sean vy, vs, ..., v, vectores en
un espacio vectorial V, entonces un vector v en V es una combinacion lin-
eal de los vectores vy, vo, ..., v, si existen escalares ki, ks, ..., k, tales que la
ecuacion

v = k1v1+k2v2,...+kr'vr, (24)

se satisface.

Ejemplo 2.3.1 Sean v, = (2,4,5), v, = (1,3,4) y v3 = (0, —1,2) vectores
en R3. Determine si v= (3,2,1) es combinacion lineal de los vectores ante-
Ti0TES.

Solucion: Aplicando la ecuacién 2.4, se obtiene
kivi + kovy + kavs = v. (2.5)
Sustituyendo los vectores dados se obtiene,
k1(2,4,5) + ko(1,3,4) + k3(0,—1,2) = (3,2, 1). (2.6)

Si es posible obtener los escalares ki, ks v k3 que satisfagan la ecuacion an-
terior, entonces v sera combinacion lineal de los vectores vy, vy y v3.

Desarrollando las operaciones indicadas en la ecuacién 2.6 se tiene el
siguiente sistema de ecuaciones,

2%y + ks =3
Ay + 3k —ky =2 %,
By + dky + 2k; = 1

El sistema anterior puede expresarse en forma matricial como,

21 0 ky 3
4 3 -1 ky | = | 2
5 4 2 ks 1

Si el sistema es consistente, entonces sera posible hallar los escalares k1, ko vy
k3. Como en este caso particular la matriz de coeficientes es cuadrada, hal-
laremos el determinante.

21 0 2 1 0 5 1
detA=14 3 -1 |=| 4 3 —1 :—(—1)‘ 13 10 ':77&0.
5 4 2 13 10 0
De lo anterior se deduce que el sistema tiene solucién tunica, la cual puede
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determinarse por cualquiera de los métodos estudiados en el capitulo 1. Lo
esencial en este punto es que los escalares existen y por lo tanto, v es com-
binacién lineal de los vectores vi,vy v v3. A continuacién se resuelve un
sistema de ecuaciones lineales mediante la regla de Cramer.

31 3 1 31
detA; =12 3 -1 |=]2 3 -1 ——(—1)'5 10‘—30—5—25.
1 4 2 5 10 0
De la misma manera,
23 0 23 0 5 3
detAy =14 2 -1 |=| 4 2 -1 :—(—1)’13 5‘:10—39:—29
5 1 2 13 5 0
Nuevamente,
21 3 —-13 —-11 0
detAs=14 3 2|=| =6 -5 0 :’_12 __1;‘:’12 1;’:65—66:—1.
5 4 1 5 4 1
luego,
( _d@tA1_25
T odetA T
_detAg_ 29
T detA T 7T
_d@tAg__l
(T detA T T

Finalmente, sustituyendo estos valores en la ecuacion 2.5 se tiene

25 29 1
V=-—V] — —Vy — —=V3.

7 7 7

Ejemplo 2.3.2 Determine si el vector v= (4,—3,1), es combinacion lineal
de los vectores v; = (2,1,5) y v = (—1,2,3).

Solucion: La ecuacion 2.4 en este caso se convierte en,
]{?1V1 + k2v2 = V. (27)
Sustituyendo los vectores en la ecuacion 2.7 se obtiene,

k1(2,1,5) 4 ka(—1,2,3) = (4,-3,1). (2.8)
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Desarrollando las operaciones indicadas en la ecuacion 2.8 se obtiene el sigu-
iente sistema de ecuaciones,

21{31 - k2 - 4
ky +2ky =-3
Sk1 +3ky =1

El sistema matricial equivalente es,

2 —1 K, 4
1 2 ks | = | =3
5 3 ks 1

En este caso reduciremos la matriz aumentada del sistema mediante el méto-
do de eliminacién de Gauss.

2 -1 4 1 23 1 23
1 23| ~12 —-1| 4|~|0 =5] 10
5 3] 1 5 3] 1 0 -7 16

1 2]-3 1 2|3

~0 1(-2|~1]0 1]|-=-2

0 —7] 16 0 0 2

El tercer renglon de la iltima matriz tiene su entrada principal en la
columna de las constante, lo cual constituye una inconsistencia. Por lo ante-
rior, no existen escalares k; y ko que satisfagan la ecuacién 2.8, con lo cual
concluimos que v no es combinacion lineal de los vectores vi y vo.

2.3.1. Espacio generado

Definicién 2.3.2 (Espacio generado) Sea S = {v,vs,...,v.} un con-
Junto de r vectores en un espacio vectorial V, entonces el conjunto de todos
los vectores en V, que son expresables como combinaciones lineales de los

vectores en S, se conoce como espacio lineal generado o espacio generado y
se denota por gen(S) o L(S).

Teorema 2.3.1 Sea S = {w,vy,...,v.} un conjunto de r vectores en un
espacio vectorial 'V, entonces

a) L(S) es un subespacio de V.

b) L(S) es el menor subespacio que contiene a S, en el sentido de que
cualquier otro subespacio que contenga a S, también contiene a L(.5).
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Demostracién: 1. Siuy w € £(5), entonces

u=a vy +agvy + ...+ a, vy,

V = b1V1 + b2V2 + ...+ brVr,
donde las a; y b; son escalares. Ademas,
u+v = (a1 + by)vy + (ag + bo)ve + ... + (a, + b)) v,

como las a; y b; € R, entonces a; +b; € RYi = 1,2,...r. Asi que
u+v e L(9).

2. Siue L(S) y k es un escalar, entonces
ku = (kay)vy + (kag)ve + ... + (ka,)v,,

como ky a; € R, entonces ka; € R, Vi =1,2,...,r, asi que, ku € L(5).
Como L(S) es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por un escalar
definidos sobre V, entonces £(.S) es un subespacio de V.
b) En primer lugar verifiquemos que S C L(S).
Cada vector en S puede expresarse como,

v,=0vi+...+1v,+...+0v, Vi=1,2...,7.

Por lo anterior, cada vector v; € £(S), de manera que, S C L(S). Ahora,
si W es un subespacio que contiene a S, entonces W contiene a todas las
combinaciones lineales de los vectores en S, ya que, W es cerrado bajo la
suma y la multiplicacién por un escalar; es decir, £(S) CW. |}

2.3.2. Dependencia e independencia lineal

Definicién 2.3.3 (Dependencia e independencia lineal) SiS = {v;, v, ..

es un conjunto de r vectores en un espacio vectorial V, entonces S es lineal-
mente independiente si la ecuacion vectorial,

kivr + kovo + ... + kv, = 0, (2.9)

solo tiene la solucion trivial; es decir, si ki = ke = ... =k, =0, es la unica
solucion posible. En caso contrario, diremos que S es linealmente dependiente.

Ejemplo 2.3.3 Sea S = {v, v2, v3} un conjunto de vectores en R?, donde
vy = (1,-2,3),v5 = (5,6,—1) y v3 = (3,2,1). Determine si S es linealmente
independiente o linealmente dependiente.

U}
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Slolucion: Aplicando la ecuacién 2.9 se tiene
kivi 4+ kove + ksvy = 0.
Sustituyendo los vectores se tiene
ki(1,—2,3) 4+ ko(5,6, —1) 4+ k3(3,2,1) = (0,0,0). (2.10)

Realizando las operaciones indicadas se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones.
ki + 5ko + 3k3

=0
—2ky + 6k2 +2k3 =0
k1 — ko + ks 0

El sistema matricial correspondiente es,

1 5 3 Ky 0
-2 6 2 ka | =10
3 -1 1 ks 0

La ecuacién matricial Az = 0 solo tiene la solucion trivial si A es inversible;
es decir, si detA # 0. Hallemos entonces det A.

1 5 3 1 5 3 1 5 3
detA=|-2 6 2|=(0 16 8|=|0 16 8|=0
3 -1 1 0 —-16 -8 0 00

Lo anterior implica que el sistema homogéneo tiene soluciones no triviales;
por lo tanto, la ecuacién 2.10 admite soluciones no triviales y el conjunto de
vectores es linealmente dependiente.

Teorema 2.3.2 (El wronskiano) Si fi, f,,...,f, € C"'(—00,0); es de-
cir, las funciones tienen derivadas continuas de orden (n — 1), y si el wron-
skiano de estas funciones no es idénticamente cero sobre los reales, entonces
las funciones son linealmente independiente. Donde el wronskiano es el sigu-
tente determinante.

f1 (.T) f2 (.T) fn
flll(x) f%(:v) fi}
w = f{1 (z) fJ2 (z) f,

T3

00 ) L. Y,
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Demostracion: Supdéngase que las funciones son linealmente dependientes,
por lo tanto, existen escalares ki, k> . . ., k,, no todos ceros tales que la ecuacion,

se satisface, para todo = € R.
La ecuacién anterior, junto con sus derivadas sucesivas hasta el orden (n—1)
nos proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones.

kif () + kofy(2) + ... + kof, () = 0,
kof (2) + kofy () + ...+ kofo (z) = 0,
: : : : = 0,
faf" V(@) + kofy V(@) 4 k(@) =0,
En forma matricial el sistema se representa mediante,
[ fi(z)  f(2) fux) 7Tk ] [O0]
le (x) f;(x) fln(x) ko 0
fi(x) () £, (x) ks | =0
@) 0@ . 0@ ] LR Lo

Como este sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones, entonces el
determinante de la matriz de coeficientes debe valer cero para todo =z € R;
es decir,

0, VrxeR

() ()

Por lo anterior, las funciones seran linealmente independientes si w no es
idénticamente cero sobre todos los reales. |}

Ejemplo 2.3.4 Determine si las funciones senx y cosx son linealmente in-
dependientes o linealmente dependientes.

Solucién: Considérese el wronskiano de las funciones,

senx
COST

COST o

—sen’r —cos’x = —1 # 0.

w

—Senx
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Como el wronskiano no es idénticamente cero, entonces las funciones son
linealmente independientes.

Teorema 2.3.3 Si S = {v,v,...,v.} es un conjunto de vectores en R™,
con r >n, entonces S es linealmente dependientes.

Demostracién: Los vectores en S pueden expresarse como,
v; = (a1, a9, ..., an;), paratodo 1<i<r.
La ecuacién 2.9 en este caso se convierte en,

]{31V1 + kﬁng + -4 k’rVT =0. (212)

Sustituyendo los vectores dados y realizando las operaciones se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones,

allkl + a12k2 + ...+ alrkr =0
a21k1 -+ a22k2 + ...+ CLQrkT =0

anlkl -+ anzkg +...+ CLm«kr =0

En forma matricial,

ai; a2 ... QAip k‘l 0
21 A922 ... QA9p ]{?2 0
Gnl Qp2 .. Qpp k, 0

El sistema homogéneo anterior contiene n ecuaciones y r incégnitas, como
r > n, entonces el sistema tiene mas incégnitas que ecuaciones. Anterior-
mente probamos que un sistema homogéneo con mas incégnitas que ecua-
ciones tiene infinitas soluciones (teorema 1.1.3); de manera que la ecuacién
2.12 tiene soluciones no triviales; por lo tanto, S es un conjunto linealmente
dependiente. |}

2.4. Bases de un Espacio Vectorial

Definicién 2.4.1 (Base) Si V es un espacio vectorial cualquiera y S =
{v,v9,...,v,} es un conjunto finito de vectores en V, entonces S se denom-
ina base para V si,

a) S es linealmente independiente,

b) S genera a V.
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Ejemplo 2.4.1 (Base candnica de R") El conjunto S = {ey, es,...,€,}
se conoce como base canonica de R™, donde

e = (1,07...,()),
e = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,...,1).
Pruebe que efectivamente S es una base para R™.

Solucion:

a) Verifiquemos que S es linealmente independiente mediante la ecuacién,
k191 + k‘geg + ... k:nen =0. (213)

Sustituyendo los vectores,

k1(1,0,0,...,0)+k2(0,1,0...,0)+...4+k,(0,0,0,...,1) = (0,0,0,...,0).
Realizando las operaciones,
(k1,kay ..o k) = (0,0,...,0).

Por lo anterior, k; = ks = ... =k, = 0. Debido a que la ecuacién 2.13
solo admite la solucion trivial, entonces S es linealmente independiente.

b) Ahora considérese un elemento cualquiera de R™. Six = (z1,x2,...,2,) €
R™, se requiere investigar si X se puede expresar como combinacion lin-
eal de los vectores en S, en cuyo caso, S generaria a R". Considérese la
ecuacion,

klel -+ kQGQ —+ ... knen = X. (214)

Sustituyendo los vectores en la ecuacién anterior,
k1(1,07,0)+k2(071,0)++k5n(070,,1) = (lL‘l,ZEQ,...,l'n).
Realizando las operaciones indicadas se obtiene,

(k1 kay oo kp) = (21,29, ..., 2y).

La anterior significa que la ecuacion 2.14 tiene la solucién k; = xq, ke =
Zo,...,k, = x,; por lo tanto, x es combinacion lineal de los vectores
en S, de manera que S genera a R™.

En conclusién, como S es linealmente independiente y genera a R",
entonces es una base para R".



Algebra lineal 117

Ejemplo 2.4.2 Pruebe que S = { My, My, M3, My} es una base para Ma,s(R)
donde,

10 0 1 00 00
N R R ) e AR R R

Solucion:

i) Verifiquemos que S es linealmente independiente considerando la ecuacién,

klMl +2 MQ -+ ]€3M3 -+ /{34M4 - O (215)

Si esta ecuacion solo admite la solucién trivial, entonces el conjunto S
sera linealmente independiente.
Sustituyendo las matrices del conjunto se obtiene,

10 01 00 00 00
kl[o 01“{2{0 01““3{1 0}““4{0 1}_{0 0}'

realizando las operaciones,

ki ko | |0 O
ks ks | |0 O |°
Lo anterior implica que la tnica soluciéon posible para la ecuacion 2.15

es la solucion trivial ky = ky = k3 = k4 = 0; por lo tanto, el conjunto
es linealmente independiente.

ii) Considérese una matriz cualquiera A € Ms,o. En este caso,

A:[an au}

21 Q22

Si A es combinacién lineal de las matrices en S, entonces S genera a
Ms,o. Para verificar lo anterior, considérese la ecuacion,

klMl “+9 MQ -+ k’3M3 + k’4M4 = A. (216)

Si existen escalares que satisfagan la ecuacion anterior, entonces A
sera combinacién lineal de los vectores en S. Sustituyendo las matrices
en la ecuacién 2.16 se obtiene,

10 01 00 00 . al; a9
kl{o 0}“‘32{0 0}7%’3{1 0}““4{0 11_{@1 am}'
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Realizando las operaciones se tiene,

ki ko | @11 G2
ks Ky 21 (22
Lo anterior significa que k; = ay1, ko = a12, k3 = a1 v kg = a9 €s una

solucion de la ecuacién 2.16. De modo que A es combinacién lineal de
los vectores en S, y por lo tanto, S genera a Mo,s.

En conclusién como S genera a My, v es linealmente independiente,
entonces S es una base para Mo,s.

Ejemplo 2.4.3 (Base canénica de P,) Elconjunto S = {1,z,2% ... 2"}
se conoce como base canonica de P,, Pruebe que efectivamente S es una base
para P,.

Solucion:

a)

Para probar que el conjunto S es linealmente independiente recurrire-
mos al wronskiano (teorema 2.3.2).

1 = x22 ... z"
0 1 2z ... na" !

w=|0 0 2! ... n(n—12"2| =119 nl
00 0 ... nl.

Como el determinante no es idénticamente cero, entonces S es lineal-
mente independiente.

Verifiquemos que S genere a V. Considérese un elemento p(x) € Py; es
decir,

p(z) =ag+ a1z + ...+ a,z”, donde a; €R, Vi=0,...,n. (2.17)
Ahora considérese la ecuacién,

ko(1) + k1z + kox® ... + kpa™ = p(x), (2.18)

si existen los escalares k; € R, Vi =1,2,...,n, entonces p(z) serd com-
binacion lineal de los vectores en S, y por lo tanto, S generara a P,.

Sustituyendo la ecuacién 2.17 en la 2.18 se obtiene,
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ko(1) + kiz + kox® ... 4+ k™ = ag + a1 + . .. + apa”, (2.19)

Agrupando términos se tiene,

(ko — ag) + (k1 — a1)x + (kg — az)z® ... + (k, —a,)2" = 0. (2.20)

La ecuacién 2.20 es idénticamente cero para todo x € R si y solo si los
coeficientes son idénticamente cero, ya que los vectores en S son lineal-
mente independientes, por lo tanto, kg = ag, k1 = a1, ks = ao, ... . k, =
a,. Por lo anterior, p(x) es combinacién lineal de los vectores en S, de
manera que S genera a P,.

Se concluye que S es una base para P,.

2.4.1. Dimensién de un espacio vectorial

Definicién 2.4.2 (Espacios de dimensidn finita) Se dice que un espa-
cio vectorial 'V distinto del espacio cero, es de dimension finita, si contiene
un congunto finito de vectores {vy, v, ..., v,} que conforman una base para
este espacio. St no existe un conjunto de este tipo, se dice que V es de di-
mension infinita. El espacio vectorial cero se considera de dimension finita.

Teorema 2.4.1 Si S = {vy,vs,..., v,} es una base para un espacio vec-
torial 'V, entonces todo conjunto en V con mas de n vectores es linealmente
dependiente.

ién: Sea = {wi, Wy, ..., W, } un conjunto de m vectores en
Demostracion: Sea W S Wo, .y, Wy, to d t
V tales que m > n, dado que S es una base para V, entonces genera a V. En
particular los vectores en W pueden expresarse como,

W; = a1;V1 + Q9;Va + ... + QpiVy, 1 < 1 <m. (221)
Considérese la ecuacién,

Sustituyendo las ecuaciones 2.21 en la ecuacion 2.22 se tiene lo siguiente,

]ﬁWl + szz + -+ kam = kl( a11Vy + ao1ve + ...+ anlvn)

+ko(a1avy + axnve + ... + azovy)

+km( a1m V1 + a2mve + ...+ anmvn)
= 0.
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Reagrupando términos,
(]{31(111 + ]{32(112 4+ ...+ k’mCL1m )Vl + (k1a21 + k2a22 4+ ...+ k:ma2m )VQ 4+ ...
+< klanl + kQG/nQ + ...+ kmanm )Vn =0.

Como los vectores en S son linealmente independientes, entonces los es-
calares en la ecuacién anterior son todos iguales a cero; es decir,

klall + k‘galg + ...+ kmalm =0
]{316L21 + k2a22 + ...+ kmazm =0

klanl + k2an2 + ...+ kmanm =0

En forma matricial,

ay;;y a1 ... QAim k’l 0
a921 A29 ... QA9m kg 0
Anl QAn2 .. Gpm ko, 0

Lo anterior representa un sistema homogéneo con m incognitas y n ecua-
ciones. Como m > n, entonces tenemos md&s incégnitas que ecuaciones,
asi que, de acuerdo con el teorema 1.1.3, el sistema tiene infinitas soluciones.
Finalmente, la ecuacién 2.22 admite soluciones no triviales; por lo tanto, W
es linealmente dependiente. |

Teorema 2.4.2 Dos bases cualesquiera para un espacio vectorial de dimen-
sion finita tienen el mismo niumero de vectores.

Demostracién: Sean S = {vy,vo,..., v,} v S = {wy,wq,...,w,,} dos
bases del mismo espacio vectorial V, entonces

a) Por el teorema anterior, como S es linealmente independiente y S’ es
una base para V, entonces n < m.

b) Por el teorema anterior, como S’ es linealmente independiente y S es
una base para V, entonces m < n.

La tnica posibilidad de que las dos relaciones anteriores se cumplan si-
multaneamente es que m = n. |
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Definicién 2.4.3 (Dimensioén) La dimension de un espacio vectorial V de
dimension finita se define como el niumero de vectores en una base para V.
Por definicion el espacio vectorial cero es de dimension cero. Denotaremos
la dimensidon de un espacio vectorial V mediante dim(V).

Por el teorema anterior sabemos que cualquier base de R" debe contener
n vectores, ya que es el numero de vectores en su base canénica. De la misma
manera, toda base para P, debe contener exactamente n + 1 vectores.

Teorema 2.4.3 Sea S = {vy,vs,..., .}, conr > 2, un conjunto de vec-
tores en un espacio vectorial V, entonces los vectores en S son linealmente
dependientes, si y solo si, al menos uno de ellos es combinacion lineal de
los vectores restantes. De manera mds precisa, si vy no es el vector cero,
entonces los vectores son linealmente dependientes, si y solo si, para algiun
Jj > 1, vj es combinacion lineal de los vectores previos.

Demostracién: =) Si los vectores en S son linealmente dependiente, en-
tonces la ecuacion,

k‘1V1+I€2V2+"'+k7~ VT«:O7

admite soluciones no triviales; es decir, algunos de los escalares son diferentes
de cero. Se [ el mayor indice tal que k; # 0, entonces

k1V1—|—]€2V2+"'+kl Vl:().

Despejando v; se tiene,

v, = —(%)Vl - (%)VQ e = (——)vi1.

La ecuacion anterior prueba que v; es combinacién lineal de los vectores que
le anteceden.
<) Si v; es combinacién lineal del resto de los vectores; es decir,

vV, = E CjVj,

J#i
por lo anterior,
Z C;jVj; —V; = 0.
J#i
Finalmente, la sucesiéon de escalares, cq,...,¢,_1,—1,¢i11,. .., ¢ €s una solu-

cion no trivial de la ecuacion,
]{31V1—|—]€2V2+"'+k’r VTIO7

por lo tanto, S es linealmente dependiente. |}



122 Ricardo Ceballos Sebastian

Teorema 2.4.4 Si S = {v,v,..., v.}, genera un espacio vectorial V y si
v; es combinacion lineal del resto de los vectores en S, entonces 8" = S—{v;}
también genera a V. De manera mds precisa, L(S) = L(S — {v;}) = L(S")

Demostracién: Sean V = L(S) y V' = L(S) probaremos que V = V".
V CV')SiveV, entonces

r
v = E k’jVj,
j=1

= Z k’jVj + klvl (223)
JF#i

Por otro lado,

V; = Z CjVj. (224)
J#i

Sustituyendo la ecuacion 2.24 en la ecuacion 2.23 se obtiene,

v = ijvj+kizcjvj7

J# J#i
= Y (kj + kicj)v; (2.25)
j#i

Si se hace I; = k; + kic; y se sustituye en la ecuaciéon 2.25 se obtiene,

v=> lv; (2.26)

J#i

La ecuacion 2.26 prueba que v es combinacién lineal de los vectores en S,
por lo tanto, v € V', luego V C V.
V C V') Siv' eV’ entonces

v = Z kivj,
J#i
luego,
Vi = kv + 0vi. (2.27)
J#i
La ecuacién 2.27 muestra que v’ es combinacién lineal de los vectores en S,
es decir, v/ € V, luego, V' C V. Finalmente se concluye que V. =V"'. |}



Algebra lineal 123

Corolario 2.4.1 Si S = {v,v,..., v.} genera un espacio vectorial V y
w eV, entonces S" = {w, vy, vs,..., v} también genera a V.

Demostracién: Sea V' = L(S’), entonces, como w es combinacién lineal
del resto de los vectores en S’, por el teorema anterior,

V= L(S) = £S5 — {w}) = £(S) = V. I

Teorema 2.4.5 51 S = {v,v,..., v.} genera un espacio vectorial V de
dimension n y si S" = {wy, wa, ..., wg} es un subconjunto de V linealmente
independiente, entonces k < r.

Demostracién: Considérese el conjunto {wy,vy,vs,..., v,.}. Como w; es
combinacion lineal de los vectores restantes en el conjunto, entonces este
conjunto es linealmente dependiente (teorema 2.4.3). Ademds, este conjun-
to sigue generando a V (corolario 2.4.4). Como este conjunto es linealmente
dependiente, el teorema 2.4.3 garantiza que existe un ¢ > 1, tal que v; es
combinacion lineal de los vectores que le preceden. Podemos extraer este
vector del conjunto y el conjunto que nos queda sigue generando a V (teore-
ma 2.4.4); es decir, {wy,Vvy,...,Vi_1, Vit1,..., V,} sigue generando a V.
Considérese ahora el conjunto {wi, wo,vy,...,V; 1, Viy1,..., V,.}. Argu-
mentando de la misma manera que en la primera parte de esta demostracién,
concluimos que este conjunto es linealmente dependiente y que genera a V.
Ademads, podemos extraer un vector v; y el conjunto que resulta seguird generan-
do a V. Este proceso de introducir un vector w y extraer un vector v puede
realizarse de manera sucesiva. Sin embargo, si suponemos que k > r, llegare-
mos a un punto en el cual introduciremos un vector w; y no quedaran vectores
v para extraer y el conjunto {wy, wy, Wy, ..., W;} serd por lo anteriormente
argumentado linealmente dependiente, lo cual constituye una contradiccién
a la hipotesis inicial. La contradiccion se genera al suponer que k > r, por lo
tanto, k < r. |

Corolario 2.4.2 Si un espacio vectorial V estd generado por m elementos y
V tiene dimension n, entonces n < m.

Demostracién: Sea S = {vy,vsy,..., v, } una base para V, como este con-
junto es linealmente independiente, entonces, por el teorema anterior debe
cumplirse que,

n<m. |}

Teorema 2.4.6 Si S = {vy,va,..., v,} es un conjunto de n vectores en un
espacio finito de dimension n, entonces se cumple que:
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a) Si S es linealmente independiente, entonces S es una base para V.

b) Si S genera a V, entonces S es una base para V.

Demostracién: a) Dado que S es linealmente independiente, debemos pro-
bar que genera a V para que sea una base de este espacio. Supdngase que
S no genera a V, en este caso debe existir al menos un vector w, tal que w
no puede ser expresado como combinacion lineal de los vectores en S. Ahora
considérese el conjunto

{V17V27 R Vn7w}

Este conjunto es linealmente dependiente, ya que contiene mas vectores que
cualquier base para V (teorema 2.4.1). El teorema 2.4.3 garantiza que existe
un vector en el conjunto que es combinacién lineal de los vectores previos.
Sin embargo, al observar el conjunto vemos que este resultado no se satisface;
es decir, tenemos una clara contradiccion. Asi que S debe generar a V y por
lo tanto, es una base para este espacio.

b)Dado que S genera V, debemos probar que S es linealmente independiente,
para que S sea una base para este espacio. Supongase que S es linealmente
dependiente. En este caso existe un ¢ > 1, tal que v; es combinacion lineal
de los vectores que le anteceden. Nuevamente, podemos extraer este vector
del conjunto y el conjunto que resulta seguira generando a V. Es decir,

{V17 sy Vit 1, Vil e e Vn}

Este conjunto contiene n — 1 elementos y genera un espacio de dimensién n.
Lo anterior constituye una contradiccién al corolario 2.4.2, la cual se origina
de suponer que S es linealmente dependiente. Por lo anterior, concluimos que
S es linealmente independiente y en consecuencia forma una base para V. |}

Teorema 2.4.7 Sea S = {vy,vs,..., v.} un conjunto de vectores que no
contiene al vector cero y que genera un espacio vectorial de dimension n,
entonces puede extraerse de S una base para V.

Demostracién: Si S es linealmente independiente, entonces no hay nada
que probar pues S seria una base para V. Supdngase que S es linealmente
dependiente. en este caso, debe existir un ¢ > 1 tal que v; es combinacion
lineal de los vectores previos (teorema 2.4.3). Ademés por el teorema 2.4.4
podemos extraer este vector y el conjunto

{Vh ceey Vi1, Vit ... VT}
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seguird generando a V. Si este conjunto es linealmente independiente habre-
mos terminado, en caso caso contrario, aplicaremos el proceso anterior de
manera sucesiva hasta obtener un conjunto linealmente independiente (como
el conjunto original no contiene al vector cero, este punto estd garantiza-

do). |

Teorema 2.4.8 Sea S = {vy,vs,..., v} un conjunto de vectores lineal-
mente independiente en un espacio vectorial V de dimension n, entonces
ezriste una base de V que contiene S.

Demostracién: Sea S’ = {wy,ws, ..., w,} una base para V, entonces el
conjunto
{V1, Vo, .. .,V Wi, Wo, ..., W, }

genera a V y es linealmente dependiente. (teorema 2.4.3) y corolario 2.4.4).
Procediendo como en el teorema 2.4.5, al final del proceso obtendremos una
base para V que contiene a S. |}

Teorema 2.4.9 Si S = {v,vy,..., v,} es una base de un espacio vectorial
V, entonces para todo vector v € V existe un conjunto unico de escalares
ai,aso, ..., a, tales que,

V=a1V + a3V + ...+ a,v,.

Demostraciéon: Como v € V' y S es una base para V, entonces existen los
escalares ay,as, ..., a,, tales que,

V =aiV] + ayve + ...+ a,Vy. (2.28)
Para probar que el conjunto de escalares es inico supondremos que existe

un segundo conjunto de escalares by, bo, ..., b,, tales que,
vV = b1V1 —+ b2v2 + ...+ ann. (229)

Restando las ecuaciones 2.28 y 2.29,
0= (CLl — bl)Vl + (CLQ — bQ)V2 + ...+ (an — bn)Vn (230)

Como los vectores en .S son linealmente independientes, entonces la ecuacién

2.30 solo se satisface si los escalares son todos iguales a cero; es decir, a; —b; =

0,a9—by =0, ..., a,—0b, =0.Delo anterior concluimos que a; = by, ay = by,
.,a, = by, lo cual significa que el conjunto de escalares es tinico. |}
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2.4.2. Rango y nulidad de una matriz
Espacio de renglores y espacio de columnas

Considérese una matriz general A de tamano man.

a1l a2 ... Qp

a921 Ao22 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 .. Qmp

Definicién 2.4.4 (Vectores renglén y espacio de renglones) Los vec-
tores en R™ formados con los elementos de los renglones de A se conocen
como vectores renglon de A; es decir, los vectores renglon para la matriz A
son:

r; = (a1, a1, . - ., Qi) para todo 1 < i < m.

El conjunto de todos los vectores renglon de A lo denotaremos por S,.. El
espacio generado por S,; es decir, L(S,), se conoce como el espacio de ren-
glones.

Definicién 2.4.5 (Vectores columna y espacio de columnas) Los vec-
tores en R™ formados con los elementos de las columnas de A se conocen
como vectores columna de A; es decir, los vectores columna para la matriz A
son:

CLmj

El conjunto de todos los vectores columna de A lo denotaremos por S.. El
espacio generado por S.; es decir, L(S.), se conoce como el espacio de colum-
nas.

Teorema 2.4.10 Las operaciones elementales sobre los renglones no cam-
bian el espacio de renglones de una matriz.

Demostracion: Considérese que la matriz B se obtiene de la matriz A me-
diante la realizaciéon de una sola operacién elemental. Ademas, sean S, =
{ri,ro,..., rp}y S, ={r],ry, ... r) } los vectores renglén de A y de B, re-
spectivamente, entonces debemos probar que £(S,) = £(S]). Para continuar
consideraremos los tres casos de operaciones elementales.

i) Si B = E;;A; es decir, si B se obtiene de la matriz A al intercambiar los
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renglones i y j, entonces S, = S/, ya que simplemente se intercambian de
posiciones dos vectores; por lo tanto, £(.S,) = L(S).

ii) Si B = E;(k)A; es decir, si B se obtiene al multiplicar el renglén i de la
matriz A por el escalar k # 0.. En este caso

Sy ={ry,...,ri ..., T}

Sl ={ry,... kry,..., r,}

considérese el conjunto
1
Sl ={ry,...,r;, ..., Ty, kr;}

Como el ultimo vector en el conjunto es combinacién lineal de los vectores
que le anteceden, entonces

L(S) = L(S] — {kr;}) = L(S,). (2.31)
Reordenando los vectores en ),
S ={ry,... kry, ..., Tp,1;}

Como el ultimo vector en el conjunto es combinacién lineal de los vectores
que le anteceden, entonces

L(S)) = L(S) —A{r:}) = L(S)). (2.32)

De las ecuaciones 2.31 y 2.32 concluimos que L(S,) = L(S)).
iii) Si B = E;;(k)A; es decir, si B se obtiene de A al sumar k veces el renglén
7 al renglén j. En este caso

Sr=Ar1,...,r ..., rj,..., Tp}

!
S, =A{ry,...,ri,... kr;+rj, ..., T}

considérese el conjunto
1
Sy =A{ry,...,ri,...,rj,..., Ty kr;+1;}

Como el ultimo vector en el conjunto es combinacion lineal de los vectores
que le anteceden, entonces

L(S") = L(S! — {kri +1;}) = L(S)). (2.33)
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Reordenando los vectores en S”
o
1
Sy ={ry,...,ry,... kr;+rj, ..., Ty}

Ahora sea,
v, = kr; 41, (2.34)

Despejando r; en la ecuaciéon anterior,
r; =r; —kr; (2.35)

La ecuacién 2.35 muestra que el dltimo vector en S’ es combinacién lineal
de los vectores que le anteceden, asi que,

L(S7) = LS = {r;}) = L(S))- (2.36)
De las ecuaciones 2.33 y 2.36 concluimos que £(S,) = L(S)). |

Teorema 2.4.11 Los vectores renglon diferentes de cero en la forma escalon-
ada en los renglones de una matriz forman una base para el espacio de ren-
glones.

Demostraciéon: Sea A una matriz cualquiera de tamano maxn con vectores

renglén S, = {ry,rs,..., r,}; ademds, sea B la forma escalonada en los
renglones de la matriz A con vectores renglén S, = {r|,r},..., r, }. Ahora,
sea [ el mayor indice tal que, r] # 0, entonces S/’ = {r|,r},..., r}} es el

conjunto de vectores diferentes de cero en la matriz B. Debemos probar que
el conjunto S” es una base para el espacio de renglones de la matriz B. Por
el teorema 2.4.10,

£(S,) = L(5)),

ademas, por el teorema 2.4.4,
L(S;) = L(S; —{0}) = L(S)).

Lo anterior prueba que S genera al espacio de renglones de la matriz A. Solo
resta probar que S es un conjunto linealmente independiente. Supéngase que
S” es linealmente dependiente. En este caso, el teorema 2.4.3 nos garantiza
que exite un 1 < ¢ < [, tal que r; es combinacion lineal de los vectores previos;
es decir,

r; = kiry + koro + .o+ K v

Este vector, que corresponde a un renglén en la matriz B, puede reducirse a
un renglén cero mediante la siguiente secuencia de operaciones elementales
sobre B.

Eyia(=kic1) ... Eai(—ke) Eyi(—Fk1)B.
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Lo anterior constituye una contradiccion, ya que B se encuentra en la forma
escalonada en los renglones y no podemos generar en ella renglones cero
mediante operaciones elementales. La contradiccion surge de suponer que
S/ es linealmente dependiente; por lo tanto, concluimos que es linealmente
independiente y en consecuencia, es una base para el espacio de renglones de
la matriz A. |}

Ejemplo 2.4.4 Encuentre una base para el espacio generado por los vectores

v, (1,0,4,3,-1,1),

v, = (=5,2,-2,—1,—1,-2),

vy = (=3,2,2,2,-2 1),
(—

v, = 1,2,14,11, -5,2).

Solucion: Los vectores dados constituyen los renglones de la siguiente
matriz A, de manera que el espacio generado por los vectores corresponda al
espacio de renglones de la matriz.

10 4 3 -1 1
-5 2 -2 -1 -1 =2
-3 2 2 2 =2 -1
-1 2 14 11 -5 2

Mediante operaciones elementales se obtiene la forma escalonada en los
renglones (ver el ejemplo 1.1.10),

1043 —-11
0197 -33
00 18 4]
0000 00

Por el teorema anterior, los vectores renglon diferentes de cero en la forma
escalonda, constituyen una base para el espacio de renglones de la matriz A.
Estos vectores son:

w = (1,0,4,3,—1,1),

3
up = (0,1,9,7,-3,
3 1 1)
RV

_)’

uz = (070717
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Ejemplo 2.4.5 Encuentre una base para el espacio de columnas de la ma-

triz.
1 2 =2
A=12 4 6
0 0 —20
Solucidén: En este caso, realizaremos operaciones elementales sobre los ren-

glones de matriz transpuesta, ya que éstos corresponden a las columnas de
la matriz dada.

1 2 0
AT = 2 4 0
-2 6 =20

Llevaremos la matriz anterior a su forma escalonada en los renglones,

1 2 0 1 2 0 1 2 0 12 0
2 4 O[~1(0 O Of~(0 10 =20 | ~]0 1 =2
-2 6 —20 0 10 -20 0 0 0 00 0

La matriz anterior se encuentra en su forma escalonada en los renglones. Para
obtener los vectores de la base para el espacio de columnas, debemos obtener
la transpuesta de esta matriz.

O N =
N = O
o O O

Los vectores columna diferentes del vector cero formaran una base para el
espacio de columnas. Finalmente, los vectores de la base son:

1 0
u = | 2 Yy uy = 1
0 -2

Teorema 2.4.12 Si W es un subespacio de un espacio vectorial V de di-
mension finita, entonces dim(W) < dim(V').

Demostracién: Sea dim (V) = n, entonces V es generado por n vectores que
componen cualquiera de sus bases. Si W = {0} por definicién dim(W) = 0
y la desigualdad se cumple de manera inmediata. Supéngase ahora que W
es un subespacio propio de V(subespacios distintos a V y al espacio cero).
Sea vy un elemento de W, entonces considérese el espacio Wy = L{v;}. Si
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W = Wi, entonces dim(V) = 1. Si W # W), entonces existe un vector
vy € W, tal que {vy, v} es linealmente independiente. Ahora considérese el
espacio Wy = L({vy,va}) si W = Wy, entonces dim(V) = 2. Si W # W,
podemos continuar el proceso hasta obtener un conjunto {vy, v, ..., v} que
sea una base para W. En este caso, dim(W) = k. Ademés, como el conjunto
{V1,Va,..., v} es un conjunto linealmente independiente y V es generado
por n vectores, entonces por el teorema 2.4.5,

k <n,
o de manera equivalente,
din(W) < dim(V). |}

Teorema 2.4.13 Si A es una matriz cualquiera, entonces el espacio de ren-
glones y el espacio de columnas de A tienen la misma dimension.

Demostracién: Considérese la matriz general A de tamano man.

a1 a19 N AT

921 929 ... Qo
A=

Am1 Am2 ... Qmp

Sea k la dimensién del espacio de renglones; es decir,
dim(L(S,)) =k

Ahora, sea S = {by, by, ..., bs} una base para (L(S,), entonces cada vector
renglon puede expresarse como combinacion lineal de los vectores en la base;
es decir,

ri = cu1by +cpobs + ...+ by
I"2 i 02:1b1 + 022b2:+ St CZk]:')k (2.37)
I‘;n = Cm.lbl + CmeQ. + ...+ ka.bk
Ademas, los vectores en la base pueden expresarse como
by = (b1, b19,...,b1n)
b? = ('bgl, bao, . . ., bgn') (2.38)

by = (b1, bk, -, bkn)
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Sustituyendo las ecuaciones 2.38 en las ecuaciones 2.37,

ry = (alla-”valj;”-aaln):Cll(blly---ab1j7---ab1n)+
612(521, .. .,bgj, .. .,bgn) + ...+ Clk(bk‘la . -abk:j; e ,bkn),
rp = (a217---:a2j7---7@2n):021<blla--'7b1j>--'7b1n)+

CQQ(le, .. .,bgj, .. .,bgn) 4+ ...+ Cgk(bkl, .. ~7bkj; e 7bkn);

m = (Clml, <o Omgs - aamn> - le(blla s 7b1j7 e ‘abln)+
Cmg(bgh .. .,bgj, .. .,bgn) + ...+ ka(bkh PN 7bkj; .. ,b]m)

De las ecuaciones anteriores,

aij = cbyj + ciabyy + ...+ ciiby;
ag; = Cglblj + 622b2j + ...+ Cgkbkj
(2.39)
Amy; = leblj -+ Cmgbgj 4+ ...+ kabkj
En forma matricial tenemos,
ay;j C11 C12 Cik
a2 C21 C22 Cok .
:blj : +Z)2j : ++bk] . 1§j§n
Amyj Cmi1 Cm2 Cmk

La ecuacion anterior muestra que los vectores columna estan contenidos en un
espacio generado por k vectores. Sabemos por el teorema 2.3.1 que el espacio
generado por estos k vectores contiene al espacio de columnas; ademas, por
el teorema anterior,

dim(L(S.)) < k,

dim(L(S.)) < dim(L(S,)). (2.40)

Si aplicamos este resultado a la transpuesta de la matriz A, concluimos
que:
dim(L(S;)) < dim(L(S,)),

dim(L(S,)) < dim(L(S.)). (2.41)

Las relaciones de orden descritas en las ecuaciones 2.40 y 2.41 solo se
satisfacen simultaneamente cuando se cumple la igualdad; es decir,

dim(L(Sy)) = dim(L(Sc)). 1
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Definicién 2.4.6 (Rango de una matriz) Se conoce como rango de una
matriz A, denotado por p(A), a la dimension del espacio de renglones o de
columnas.

Definicién 2.4.7 (Nulidad de una matriz) Se conoce como nulidad de
una matriz A, denotado por v(A), a la dimension del espacio nulo; es decir,
a la dimension del espacio de soluciones de la homogénea Ax=0.

Teorema 2.4.14 Si A es una matriz de tamano mxn, entonces
p(A)+v(A) =n. (2.42)

Demostracién: Dado que la matriz A tiene n columnas, entonces la ecuacion
homogénea Ax = 0, tendra n incoégnitas o variables, de las cuales r seran
variables principales y (n —r) serén variables libres. Las variables principales
estan relacionadas directamente con los 1-principales en la forma escalonada
en los renglones reducida de la matriz A y éstos a su vez forman una base
para el espacio de renglones de la matriz A; es decir, p(A) = r. Si no existen
variables libres, la homogénea solo tendria la solucién trivial, en este caso,
v(A) = 0, si solo existe una variable libre v(A) = 1, entonces, en general las
variables libres estan relacionadas con la dimension del espacio nulo, por lo
anterior,
r+(n-—r)=nmn,

p(A) +v(A) =n. |

Ejemplo 2.4.6 Para la matriz del ejemplo 2.4.4, determine la nulidad de la
matriz A y una base para el espacio nulo.

10 4 3 -1 1
-5 2 -2 -1 -1 =2
-3 2 2 2 =2 -1
-1 2 14 11 -5 2

Solucién: Como la matriz A tiene n = 6 columnas y p(A) = 3 (ver el ejemplo
2.4.4), entonces de la ecuacién 2.42 tenemos,

v(A)=n—p(A)=6—-3=3.

La forma escalonada en los rengloes reducida de la matriz A es (ver el ejemplo
1.1.10),
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Debido a que una columna de ceros no puede ser modificada mediante opera-
ciones elementales sobre los renglones, entonces la forma escalonada reducida
para la homogénea Axr = 0 es simplemente,

S O O

o O = O

o= O O

0 0 0]0
i1
i —1 1|0
0 0 0/0

Para determinar una base del espacio nulo, debemos resolver el sistema

anterior.

Despejando las variables principales en términos de las variables libres se

obtiene,

X1
X2
X3

0

1 3 3
—§JI4 + %I5 + %IG,
—3%4 + T5 — 7T6-

Realizando la parametrizaciéon de las variables libres mediante x4, = r, x5 =
sy xg =t se obtiene,

\

T
T2
Zs
Ty
Ts
Te

0,

_1 3 3
%T + %3 + %t’

_ZT + ZS — Zt’

T?
87
t.

El espacio nulo puede expresarse como una matriz de coordenadas medi-

ante,

T
T2
xsg
Ty
Ty
Te

0

_1 3 3
%T + %s + Z%t,
—ZT —+ 4_18 — Zt,

r

s
t

— O OkiRslw O

+1

I
<
O O Rk O
+
V)
O = ORI O

De manera equivalente tenemos,

xr = (%1,1‘2,373,1’4,1’5,%'6) = T(O,

1

—— =21
47 47 70’ O)+S(O7

3 3 1
-——,0,0,1

0,1,0)+¢(0, >
?77)+(7474

Y

| o
B |

).
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Hemos expresado el espacio nulo como la combinacion lineal de tres vectores;
es decir, estos tres vectores generan el espacio nulo, que como sabemos es de
dimension 3, de manera que, por el teorema 2.4.6, estos vectores forman una
base para dicho espacio.

Teorema 2.4.15 Si A es una matriz de tamano nzn, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

a) A es inversible.

b) Az=0 es solo tiene la solucion trivial.

c) A es equivalente respecto a los renglones a I,,.

d) Az=b tiene solucion inica para toda matriz b de tamano nxl.
e) detA # 0.

f) A tiene rango n.

g) Los vectores renglon de A son linealmente independientes.

h) Los vectores columna de A son linealmente independientes.

Demostracion: Ya hemos probado la equivalencia entre los incisos a, b,
¢, d y e. Para completar la demostracion seguiremos la linea demostrativa,
c)=f)=g) =h) =c

c) = f) Sabemos que A es equivalente respecto a los renglones con I,,.
Esto significa que la forma escalonada en los renglones de la matriz A tiene
n renglones diferentes de cero, estos n renglones constituyen una base para
el espacio de renglones de la matriz A (teorema 2.4.11).Por lo anterior,

dim(L(Sy)) = n = p(A).

f) = g¢) Sabemos que p(A) = n, es decir, dim(L(S,)) = n; Ademas,
este espacio es generado por los n renglones de la matriz A; asi que, por el
teorema 2.4.6, estos n vectores forman una base para £(S,) y, por lo lanto,
son linealmente independientes.

g = h) Sabemos que los n vectores renglén de A son linealmente in-
dependientes y , ademas, generan al espacio de renglones, entonces estos
n vectores conforman una base para L£(S,). Ahora, por el teorema 2.4.13,
L(S,) = L(S.) = n. En este punto, los n vectores columna generan un espa-
cio vectorial de dimensién n, por el teorema(2.4.6), estos n vectores forman
una base para L£(S,) y, por lo lanto, son linealmente independientes.
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h) = ¢) Sabemos que los n vectores columna de A son linealmente in-
dependientes, asi que, dim(L(S,)) = n = dim(L(S,)). Luego, los n vectores
renglones de A forman una base para £(5,). Ademas, la forma escalonada
en los renglones reducida de la matriz A debe tener n renglones diferentes de
cero; por lo tanto, A ~ I,,. |}

Ejemplo 2.4.7 Determine si los vectores,

v = (1,2,—1,4),
v, = (3,-1,2,0),
vs = (4,5,—-2,1),
v = (-2,3,0,2).

forman una base para R*

Solucién: Para comenzar debemos construir la matriz A cuyos vectores
renglon sean los vectores dados; es decir,

1 2 -1 4

3 -1 20

A= 4 5 =21
-2 3 0 2

Por el teorema anterior, los vectores seran linealmente independientes en
R* si |A| # 0. Este es el caso (ver el ejemplo 1.4.14),

1 2 -1 4
3 -1 20

Al=| | 5 5 1 |=—209#0.
—2 3 0 2

Por otro lado, 4 vectores linealmente independientes forman una base para
R* (teorema 2.4.6). En conclusion, los vectores anteriores constituyen una
base para R*.

2.5. Espacios con producto interior

Definicién 2.5.1 (Producto interior) Un producto interior sobre un es-
pacio vectorial V es una funcién que asocia un nimero real (u,v) con cada
pareja de vectores w y v en V, de tal manera que se satisfacen los siguientes
axiomas para todos los vectores w,v y w en V y todos los escalares k.

a) (u,v) = (v, u), arioma de simetria.
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b) (u+ v, w) = (v, w) + (v, w), azioma de aditividad.
c¢) (ku,v) = k{u, v), arioma de homogeneidad.
d) (v,v) >0y (v,v) =0, siy solo si, v= 0, azioma de positividad.

Definicién 2.5.2 (Espacio de productos interiores) Un espacio vecto-
rial con producto interior se conoce como espacio de productos interiores.

Ejemplo 2.5.1 (Producto euclidiano interior) Para el espacio vectorial
R™ el producto euclidiano interior se define de la siguiente manera: Si x =
(1,29, ... xn), Yy Y= (Y1,Y2,--.,Yn) son vectores de R", entonces

(z,y) = 101 + T2y2 + . .. + TpYn.

Verifiquemos que el producto euclidiano interior satisface los axiomas de
anteriores:

a) Simetria:
n
=D i = Zym = (y.x
i=1

b) Aditividad:

<X +Yy, Z> = Z(Iz + yi)zi = Z(Izzz + yizi),

=1 =1
= lezl+zylzl7 +<y’ >

¢) Homogeneidad:

(kx,y) = Z (kxz;)y; kazyl = Y).

d) Positividad:

(x,x) = me =0« z; =0, para todo i;
i=1
por lo tanto,
(x,x) =0 x=0.
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Si los vectores en R™ se escriben como columnas, entonces el producto
euclidiano interior puede expresarse como un producto matricial. Sean x y y
vectores de R" tales que:

I W
T2 Y2
X = Yy Y= )
Tp Yn
entonces,
g
T
<X7y> = [yhy?a"':yn] : :yTX'
Ty
Si A es una matriz de nxn, entonces,
(Ax,y) = (x, A"y). (2.43)

Para verificar este resultado considérese

(Ax,y) = y'(Ax),

y'A)x,  Teorema 1.2.1c
ATy)Tx, Teorema 1.2.3d
x, ATy).

<

I
~

Teorema 2.5.1 Si V es un espacio de productos interiores, entonces para
todo u,v y w en V y todos los escalares k, se cumple que:

a) (0,v) = (v,0) =0
b) (w, u+ v) = (w,u) + (w, v)
c) (u, kv) = k{u, v)

Demostracién: a)Sea u cualquier vector en V, entonces

0,v) = (u—u,v), propiedad del inverso aditivo,
= (u,v)+ (-u,v), axioma de aditividad,
= (u,v) — (u,v), axioma de homogeneidad,
= (u,v)—(u,v)=0, propiedad de los niimeros reales.
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b)
(wau+v) = (ut+v,w), axioma de simetria,
= (u,w)+ (v,w), axioma de aditividad,
= (w,u) + (w,Vv), axioma de simetria.
c)
(u,kv) = (kv,u), axioma de simetria
= k(v,u), axioma de homogeneidad
= k{u,v), axioma de simetria. |}

Teorema 2.5.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si u y v son vec-
tores en un espacio de productos interiores V, entonces

(u, v)? < (u, u){v, v).

Demostracion: Siu = 0, entonces la igualdad se cumple de manera inmedi-
ata, ya que, (u,v) = (0,v) =0, y (u,u) = (0,0) = 0. Supéngase entonces
que u # 0 y considérese el vector w = zu + v, donde x es cualquier escalar.
Por el axioma de positividad tenemos que, 0 < (w, w), ademads, sustituyendo
W se tiene

0 < (wow),
0 < (w,zu+v),

0 < (w,zu)+ (w,v),

0 < z(w,u)+ (w,v),

0 < z{ru+v,u)+ (zu+v,v),

0 < z({(zu,u) + (v,u)) + (zu,v) + (v, v),
0 < z(zu,u)+z(v,u)+ (zu,v) + (v,v),
0 < 2*(u,u) +a(u,v) +z(u,v)+ (v,v),
0 < z%(u,u)+2x{u,v)+ (v,v)

Si definimos las pardmetros a = (u,u), b = 2(u,v) y ¢ = (v, v), entonces la
ultima relacién se expresa como,

0 < az®+bx +c. (2.44)

La ecuacién 2.44 es valida para cualquier niimero real z. Es decir, ésta rep-
resenta una parabola con concavidad positiva y que se ubica por encima de
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la horizontal, tocandola a lo m&as en un solo punto, asi que las raices del
polinomio son las dos complejas o las dos son reales pero iguales. Lo anterior
impone la siguiente condicién al discriminante de las raices de la parabola.

b2 — 4ac < 0.
luego,
b? < dac
Sustituyendo los parametros a, b, y ¢ se tiene
(201, v))? < 4{u, w) (v, v).
4(u, v)? < 4(u,u)(v,v),
(u,v)? < (w,u)(v,v). |1

Longitud y angulo en los espacios de productos interi-
ores

Definicién 2.5.3 (Norma) Si V es un espacio de productos interiores, en-
tonces la norma o longitud de un vector v, denotado por ||v||, se define por

lo]] = (v, v)"%.

De la definicién anterior se tiene, ||v||*> = (v, V), de este modo, la desigualdad
de Cuachy- Schwarz puede expresarse como,

(u,v)* < JJul[Iv]*
Definicién 2.5.4 (Distancia) La distancia entre dos vectores w y v, deno-
tado por d(u,v), se define como

d(u, v) = [Ju— 9.

Teorema 2.5.3 Si V es un espacio de productos interiores, entonces la nor-

ma y la distancia satisfacen todas las propiedades que se enlistan en la tabla
2.1.

Demostracion: Solo probaremos la propiedad ny, el resto de las propiedades
se deja como ejercicio.

lu+v|]*? = (u+v,u+v), Definicién
(u+v,u)(u+v,v), Aditividad
= (u,u) + (v,u) + (u,v) + (v,v), Aditividad

= (u,u) +2(u,v) +v,v), Simetria

= |lul® +[v]® + 2(u,v). Simetria  (2.45)
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Tabla 2.1: Propiedades de la norma y la distancia

] Propiedades basicas de la norma \ Propiedades béasicas de la distancia

) |[u >0 dy) d(u,v) > 0
ng) Jul|=0<=u=0 dy) d(u,v) =0<=u=v
ng) |[kul| = kful ds) d(u,v) = d(v,u)
ny) Jlu + vl <l + flufl | di) d(u,v) < d(u, w) +d(w, v)
Desigualdad del triangulo

La ecuacién 2.45 puede expresarse como,

2 _ 2 _ 2
[ i G 2.1

2
De la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos,
(u,v)* < JulP?[v]?.

Extrayendo la raiz cuadrada y recordando que la raiz cuadrada es una funcién
monotonamente creciente,

[(w, v)| < [[ull]|v]] (2.47)

Ademas, el valor absoluto de un niimero siempre sera mayor o igual que dicho
nuamero; es decir,
(u,v) < [{u, v)| < [[ull[|v] (2.48)

Sustituyendo la ecuacién 2.48 en la ecuacion 2.46,

[+ vi[* = fall® = f[v]l*
2

< [[ulfIv] (2.49)

La ecuacion 2.49 puede expresarse como,

o+ vi* < Jall® + [IvI* + 2]l v]
lha+vii* < (all +[IvI)* (2.50)

Finalmente, extrayendo la raiz cuadrada en la ecuacién 2.50 se obtiene la
desigualdad del triangulo.

lu+ vl <full+]vi. 1 (2.51)
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Angulo entre vectores

La desigualdad de Cauchy Schwarz puede expresarse como

(u,v)?
A |
[af?[lv(]> —
la raiz cuadrada nos da,
| (u,v) |
Jalfivi® —
lo anterior significa que,
< V)
~ affffvi

Como consecuencia de este resultado definimos,
[[al[fIv]

6 se conoce como el angulo entre los vectores u y v. Ahora podemos expresar
el producto interior como,

(u, v) = [[u]f||v]| cos 6.
Es claro que si 8 = 90°, entonces

(u,v) =0

2.5.1. Bases ortonormales

Definicién 2.5.5 (Vectores ortogonales) Si u y v son vectores en un es-
pacio de productos interiores, entonces diremos que u y v son vectores ortog-
onales si (u, vy = 0. Ademds, si u es ortogonal a cada vector en un conjunto
W, diremos que w es ortogonal a W.

Teorema 2.5.4 (Teorema de Pitiagoras generalizado) Siu y v son vec-
tores ortogonales en un espacio de productos interiores, entonces

[+ ol* = [[ull® + [[o]*.
Demostracién:
lu+v|®? = (u+v,u+v)
= (u,u) +2(u,v)+ (v,v)
Pero como u y v son ortogonales, entonces (u, v) = 0, luego
Iv+vI? = (wu)+(v,v)
= [ful*+I[vI* N
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Definicién 2.5.6 (Vectores unitarios) En un espacio de productos inte-
riores, diremos que un vector es uniltario st su norma es uno. Si v es un
vector unitario lo representaremos como v, para destacar dicha propiedad.

: . v
Si v es un vector distinto del vector cero, entonces — define un vector

Il
unitario, en este caso escribiremos,
v
V=—". (2.52)
Il
Despejando v de la ecuacion anterior se obtiene,
v =|v|v. (2.53)

Definicién 2.5.7 (Conjunto ortogonal y ortonormal) Se dice que un
conjunto de vectores en un espacio de productos interiores es ortogonal si
todas las parejas de vectores diferentes en el conjunto son ortogonales. Si
ademdas, cada vector es unitario, entonces el conjunto se conoce como ortonor-
mal.

Teorema 2.5.5 515 = {v;,vs,...,v,} es un conjunto ortogonal de vectores
diferentes del vector cero, en un espacio vectorial V de productos interiores
y de dimension finita n, entonces S es una base para este espacio.

Demostraciéon: Como S tiene n vectores y V es de dimensién n, de acuerdo
con el teorema 2.4.6, bastara con probar que S es linealmente independiente
para que sea una base.

Considérese la ecuacion vectorial,

0 = k’1V1 + kQVQ + ...+ k‘nvn (254)
= > kv, (2.55)
j=1
Si probamos que la tnica soluciéon de la ecuacién anterior corresponde a

ki =ky=...=k, =0, entonces S sera linealmente independiente. Para tal
fin considérese el producto interior (0, v;).
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0 = (v;,0), teorema 2.5.1
= (vi,Zl{:jvj)7 sustitucién
=1

= > (vikvy), aditividad
j=1

= Zkﬂvi,vj), homogeneidad
j=1

= ki(vi, Vi), ortogonalidad

Pero (v;,v;) > 0, por el axioma de positividad y debido a que 0 ¢ S; por lo
tanto, k; = 0, para todo i. Esto significa que S es linealmente independiente.
Se concluye que S es una base para V. |}

Teorema 2.5.6 Si S = {v,Vs,...,0,} es una base ortonormal para un
espacio de productos interiores V y w es cualquier vector en V, entonces

w=(u,0)0 + (u, B)B + -+ (1, D,)0,

Demostracion: Como S es una base para V y u € V., entonces por el

teorema 2.4.9, existe un conjunto unico de escalares {ai,as,...,a,} tales
que,
u = ai1vy+asvg+ ...+ a,vy,
n
= E CLjVj (256)
i=1

Ahora considérese el producto interior (u,v;)

n
(u,v;) = <Z a;vj, Vi),
j=1

n

= ) (a;9;,¥;),  aditividad
j=1
n
= Zaj(%,@), homogeneidad
j=1
n
= Z a;0;;, propiedad de las bases ortonormales
7j=1

(w,v;) = aj definicién de la delta de Kronecker. (2.57)
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Sustituyendo la ecuacién 2.57 en la ecuacion 2.56 se tiene

n
u=> (wv,)v, 1

J=1

2.5.2. Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Teorema 2.5.7 Todo espacio de productos interiores diferente del espacio
cero y de dimension finita tiene una base ortonormal.

Demostracion: Este teorema lo demostraremos construyendo una base ortonor-
mal para un espacio vectorial cualquiera de productos interiores. Procedere-
mos de manera explicita para los casos mas sencillos.

i) Supdngase para comenzar que V es como se indica en el teorema y de
dimensién 1. Asi que, sea v; € V un vector distinto del vector cero
7
tal que, V' = L{v;}, entonces es claro que u; =
condiciones del teorema.

cumple con las
[[vall

ii) Considérese ahora el caso en que V es como se indica en el teorema y
de dimensién 2; y sea ademas, Ss = {v;, vo} una base cualquiera para
) ) )
V, se requiere construir una base S5 = {u;, Uy} tal que (u;,uy) = 0.
Vi
)
N | Vil
L£4{1,,vy}. Ahora determinaremos un vector wy € V' que sea ortogonal
Y
a ;. Como wy € V, entonces

Para tal fin, primero se hard u; = es claro que V = L{vy, vy} =

Wy = byvy + b1y,
para simplificar se hace by = 1, en este caso,

Wy = Vg + blﬁl. (258)

Para determinar el escalar b; recordemos que wy debe ser ortogonal a
u;. En este caso

O < up, Wo >
= (U, vy +biuy)
= (U, va) + (Uy, bitdy)
= (U, vy) + by (U, uy)
0 = <u1, 9) + by. (2.59)
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Despejando de la dltima ecuacién,
by = —(Uy,ve) = —(vo,Uy) (2.60)
Sustituyendo la ecuacién 2.60 en la ecuacion 2.58,
Wy = vy — (Vo Up)Uy (2.61)

Finalmente, normalizando wo,

G, = 2 (2.62)

w2 |

_ W (2.63)

La normalizacién siempre es posible, ya que, en caso contrario; es de-
cir, cuando el denominador se anula, se obtiene una contradiccion a
la independencia lineal de {uy, vo}. Finalmente, S5 = {u,us2}, como
se mostro en el teorema anterior, es linealmente independiente y, por
tanto, una base para V.

iii) Considérese ahora el caso en que V es como se indica en el teore-
ma y de dimensién n; y sea ahora, S, = {vy,vy ...,v,} una base
cualquiera para V, se busca construir una base S/, = {u;, Uy ..., u,}
tal que (U;,U;) = 0;; para todo 1 <i < ny 1l < j < n. Supdngase
que para algin r > 1, los conjuntos S, = {vi,vy ...,v,.} y S. =
{u;,0;y ...,u,} generan el mismo subespacio de V que denotaremos
como V;., ademés, (u;, U;) = 0;; para todo 1 <4,j < r. En este punto se
busca construir una base ortonormal para el subesacio de V generado
por el conjunto S, = {vi,va ..., v,,v,i1}. Como L(S,) = L(S)),
entonces L£(S, Uv,1) = L(S, U{v,11}), de este modo, S,;; y

'r,‘/+1 = S; U {VT’-‘rl} = {ﬁlv u ... 7ﬁ7“7v7"+1}a

generan el mismo subespacio de V que llamaremos V, ;. Ahora deter-
minemos un vector w,.1 € V,.,1, tal que, w,,; sea ortogonal al conjunto
S!. Como w11 € V41 entonces puede expresarse como,

W,y = bty + bolig + ... + b, + by Vig s

Para simplificar hagase b,,1 = 1, con lo cual se obtiene

Wyl = blﬁl + bgﬁg + ...+ brﬁr -+ Vil (264)
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Para determinar los escalares considérese el producto (w, 1, U;)

0 = (Wrp1, W)

= (Dbl + Ve, W)

Jj=1

= <Z bjﬁj7 ﬁZ> + <V7“+1> ﬁl>
=1

= Z<bjﬁj; u;) + (Vig1, W)

j=1

= Db (U, ) + (Ve W)
j=1

= Z bjdij + (Vry1, W)

J=1

== bz + <V7»+1, ﬁz> (265)
Despejando b; de la iltima ecuacion,
bz‘ = —<Vr+1, ﬁz> (266)

Sustituyendo la ecuacién 2.66 en la ecuacion 2.64 se obtiene,

Wrt1 = Vel — <VT+17ﬁl>ﬁ1 - <Vr+17 ﬁQ>GZ e <Vr+17 ﬁr>ﬁr
r

= V1 — Z(Vr+1, ﬁ»ﬁl (267)
i=1
Normalizando el vector w1,

~ Wiri1
G, = —rtl 2.68
= Twoal (2.68)

Vel — Z;:1<Vr+17 u;)u;
= L — (2.69)
[Vrsr = 22 Ve, W) U |
La normalizacion siempre es posible, de otro modo, se violaria la inde-
pendencia lineal de S}/, ;.
El conjunto S, ; = {Uy,Uy ..., 0,41} es un conjunto ortogonal, por tanto,
linealmente independiente (teorema 2.5.5), asi que constituye una base para
V,11. Este proceso puede extenderse hasta incluir todos los vectores de la
base para V, de manera que al final obtendremos una base ortonormal para
dicho espacio. |}
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Ejemplo 2.5.2 Considere el espacio vectorial R con el producto euclidiano
interior. Aplique el proceso de Gram-Schmidt para transformar la base v, =
(1,1,1), v, =(0,1,1) y v3 = (0,0,1) en una base ortonormal.

Solucién:
1. Para comenzar hagamos w; = v; y normalicemos dicho vector.
<W17W1> = <V1V1> = <(1’ L, 1)7 (17 L, 1)> =3,

de manera que,

~ W1 1

um == —
wll Vs

2. Ahora determinemos un vector wy en V5, que sea ortogonal a u;. En
este caso el proceso de Gram-Schmidt nos proporciona,

(1,1,1).

Wy = V2—<V2,ﬁ1>f11,

(1,1,1)>(1,1,1)
VEIRRVE R
((0,1,1) (1,171)>(1,1,1),

= (0,1,1) = ((0,1,1),

1 1

N

2
= (0,1,1) — =(1,1,1),

3
211
- (_57575)7

1
= —(=2,1,1).
3( 77)

= (0,1,1) —

Se procede a normalizar wo,

Uy = s
(=2,1,1)]]

- wy _ g(=2,L1)
Iwall ~ 113
) (—2,1,1)
)

|
(=2,1,1) _
(=20 V6

1
%(—2,1,1).

3. Determinemos ahora un vector ws en V3 que sea ortogonal a {u;, Us}.
En este caso el proceso de Gram-Schmidt nos proporciona,
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W3 = V3 — <V37ﬁ1>ﬁl - <V3,ﬁ2>ﬁ2,

= (0,0,1) —((0,0,1), %(1, 1, 1))%(1, 1,1) —((0,0,1), %(—2, 1, 1))%

= (0,0,1) — %((0,0,1), (1,1,1))(1,1,1) — é((0,0,l), (—=2,1,1))(—=2,1,1),

(_27 17 1)7

1 1
= (0,0,1) —=(1,1,1) — =(—2,1,1
(77)3(77)6(77)7
11
= (0,—=. =
(7 272)7
1

Normalizando wj se obtiene,

~ W3 o (07_171)
fws  [15(0, =1, DI’
(0,-1,1) B (0,-1,1)
H(07_171)H \/5 ’
1

= E(0,—1,1).

Finalmente, el conjunto S = {\/ig(l, 1,1), %(—2, 1,1), \%(0, —1,1)} con-

1
2
1
2

stituye una base ortonormal para R3.

Ejemplo 2.5.3 Para el conjunto de vectores del ejemplo anterior, construya
una base ortonormal considerando el producto interior definido como,

<’U,, ’U> = uv1 + 2U2’U2 -+ 3U3Ug.
Soluciodn:

1. Hagamos w; = v; y normalicemos dicho vector, es muy importante
considerar el producto interior dado para normalizar los vectores.

(w1, wy) = (vq,vy) =1+2+3 =6,

de manera que,
~ W1 1

i, = L (1,1,1).
N I ACLE
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2. Construyamos un vector wy ortogonal a uj.

W = V2—<V2,ﬁ1>ﬁl,

— 0,1,1) - <(0’171)’§;g<1=1’1>> ;%;(1,1,1L

_ (0,1,1)—é<(0,1,1),(1,1,1))(1,1,1),
= (0, 1, 1) — é(f))(l, 1, 1),

2(1,1,1),
(—5/6,1/6.1/6),
%(-5,1,1)

— (0,1,1) -

Normalicemos el vector ws.

N Wy 1(=5,1,1) (-5,1,1

~—

u2 = = = s
lwall 1I5(=5, 1, DI I(=5,1,1)]
1
= ——(=5,1,1).
755! )

3. Determinemos el vector ws ortogonal tanto a U; como a Us.

W3 = V3 — <V37ﬁ1>ﬁ1 - <V37ﬁ2>ﬁ27

1 1 —5,1,1)\ (=5,1,1)
= (0,0,1)—<(0,0,1),%(1,1,1)>%(1,171)—<(001 /30 > /30

_ (0,0,1)—é((o,o,l),(1,1,1))(1,1,1)—3—10<(0,O,1),( 5.1,1))(=5,1,1),

= (0.0~ ZB)111) - 55(3)(-5,1,1)
= (0,0,1) — ;(1,1,1)—%( 5,1,1),
= (-1/2.-1/2,1/2) = -(-5.11)

1
= —-(0,-3,2).
5(’ ’)
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Normalicemos el vector ws.

oo w032 (03
1

Finalmente, el conjunto {u,us, u3} forma una base ortonormal para
el espacio vectorial V con el producto interior dado.

Ejemplo 2.5.4 (Primeros polinomios normalizados de Legendre) A par-
tir de la base candnica {1,z, 2%} y considerando el producto interior,

(p,q) = / ple)q(z)d, (2.70)

1

determine una base ortonormal para Ps.
Solucién: Apliquemos el proceso de Gram- Schmidt.

1. Hagamos w;(x) = 1, y normalicemos este vector,

1

i) = [ weae = [ ar=2

1 -1

de manera que,
~ W1 1

u; =

Iwill V2

2. Construyamos ahora un vector wy ortogonal a u;.

Wy = V2—<V2,ﬁ1>ﬁ17
< 1 > /
= T —\T,—= =
V2/ V2

1 /1
= x——/ zdr = .
2/,

Normalicemos el vector wy.

o) = [ wtepustoyae = [ wtaw =2

1

~ Wo \/§
Uy = — = —T.
L [lwa 2

por lo anterior,
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3. Construyamos un vector ws ortogonal a {uy, s}

<
w
I
<
w
|
2
&
2
5
|
<
&
=)
2
=)
g

I
8
|

[l
=
[\
|
Wl N =~
\.l\')
Ql,_
(\&)
\/
le_k
[\
|
/\
=
\.l\')
S
=
\/
NS
“&

Finalmente, normalicemos el vector ws.

(w3, w3) = /1 ws(x)wsz(x)de = /1 (2% — E)Qd{[; —

1

de manera que,

~ W3 45

1 5
3 2
Uo = —>— = 4/ — (23— 2) =1/2(322 = 1).

Los vectores wq, wy, wg forman una base ortonormal para P,. Estos
vectores se conocen como los primeros polinomios normalizados de Leg-
endre.

2.6. Cambio de Base

Supoéngase que S = {vy,Va,...,V,} es una base para un espacio vectorial
V' de dimensién finita. Dado que S genera a V| entonces todo vector v € V
puede expresarse de manera tnica como,

V =a1Vy +aVy + ...+ a,Vy

Los escalares aq, as, ..., a, se conocen como coordenadas de v relativas a la

base S.

Definicién 2.6.1 (Vector de coordenadas del vector v relativo a la base S)
Se denota por (v)s y es el vector en R™ definido por

(v)s = (a1, a9,...,a,).
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Definicién 2.6.2 (Matriz de coordenadas del vector v relativo a la base S)
Se denota por [v|s y es la matriz de nxl definido por

3]

[’U]S = as
Qp,

Ejemplo 2.6.1 Sea S = {vy, v, v3} una base para R3, donde v, = (2,1,5),
Vo = (—1, 2, 3) Yy vy = (4, —3, 1)

a) Determine tanto el vector de coordenadas como la matriz de coorde-
nadas para el vector v= (—3,1,—2).

b) Encuentre el vector v € R® cuyo vector de coordenadas respecto a la
base S es (v)s = (—3,1,—-2).

Solucion:
a) Debemos hallar los escalares 1, x5 y 3 tales que
XT1V] + T9Vg + T3Vy = V.
Sustituyendo los vectores dados,
1(2,1,5) + 29(—1,2,3) + x3(4,-3,1) = (=3,1,—-2),

realizando las operaciones indicadas se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones,
2I1 —XT9 +4l’3 = -3
1 +2x9 —3x3 = 1
51’1 +3£E2 +£L‘3 = -2
Este sistema fue resuelto en el ejemplo 1.1.8. Los valores obtenidos
fueron, x— — 1,29 = 1 y x3 = 0. De esta manera tenemos que,
-1
(V)s =(=1,1,0). y [v]g= 1
0

b) En este caso sabemos que, (v)s = (—3,1, —2), asi que,

V = I1Vy+ 22V + T3V3,

= —3vi+ vy —2vg,
—3(2,1,5) + (—1,2,3) — 2(4, -3, 1),
= (—15,5,—14).
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2.6.1. Representacion de un vector mediante una base
ortonormal

Si S ={uy,uy,...,u,} es una base ortonormal de un espacio vectorial V'
de productos interiores y v € V, entonces podemos expresar v como,

~

V = <V, ﬁ1>ﬁ1 + <V, ﬁg)ﬁg + ...+ <V, ﬁn>un

Por lo anterior, la representaciéon de v respecto a esta base ortonormal es,

(V)s = (v, 81), (v, 8a), ..., (v, ).
(v, )
V]s = <v,:u2)
(v.1,)

Ejemplo 2.6.2 Cosidere la base ortonormal S = {uy, Uy, Uz}, donde u; =
\/Lé(l, 1,1),u, = (_STI(;I),?I{J, = %. Hallar la representacion de v = (1,2, 3)

respecto a S.

Solucion: Recordemos que el producto interior para este espacio vectorial

fue definido como,
(u,v) = ugvy + 2ugvy + 3uzvs.

Determinemos ahora los productos interiores de v con los vectores de la base
ortonormal.

(v, 6 = <(1,2,3),%(1,1,1)>,

<(17 27 3)7 (17 17 1)>7

(=}

o (=5.L.1)
<V7112> = <(1,2,3), \/% >7
= (1,2,3),(=5,1,1)),
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o (0,-3.2)
<V,U3> = <(1,2,3), \/% >7
1
- E<(1,2,3),(0,—3,2)>,
1 6

BERC R )

Finalmente se forma la matriz de coordenadas respecto a la base ortogonal

S.

[v]s =

Slegleslz
3‘ S| o

Teorema 2.6.1 57 S es una base ortonormal para un espacio de productos
interiores V de dimension n, y si, w y v son dos vectores tales que,(u)s =
(ug,ug, ..., uy) y (v)s = (v1,02,...,0,), entonces

a) ||ul| = Vud+ui+ ..+l

b) d(u,v) = /(ur —v1)? + (ug — v2)2 + ... + (uy — v,)2
c) (u, v) = ugv1 + ugve + ... + UyUy.

Demostracién: Solo se demuestra el inciso a), el resto se deja como ejercicio
para el estudiante. Considérese que S = {wy,ws, ..., w,}, entonces

u = E U;W;
i

de manera que,

ol = (u,u),

_ <zulwz,zujw]>
— ZZW w,, W,),
Zzuzuj ij
Zulul Zu

%
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Finalmente, extrayendo la raiz cuadrada se obtiene,

Jul = \/5 i

2.6.2. Matriz de cambio de base

Teorema 2.6.2 Si se cambia la base para un espacio vectorial V, de cierta
base dada S = {u, us,...,w,} a otra nueva base S = {u}, u,...,u,},
entonces la matriz de coordenadas inicial , [v]s para un vector v cualquiera,
estd relacionada con la nueva matriz de coordenadas, [v|, por medio de la
ecuacion

['U]S = P[’U]S/, (271)

en donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los vectores
base de la nueva base, respecto a la base inicial; es decir,

P = Hull]57 [UIQ]Sv KR [’u,/n]s], (2'72>

esta matriz se conoce como la matriz de transicion de la base S’ a la base S.

Demostracién: Como S es una base para V', entonces los vectores en S’
pueden expresarse como,

Vi = Zpisz‘, 1<j<n, (2.73)
i=1
asi que,
P1j
p .
Vis=1"" |, 1<j<n. (2.74)
pnj

Como tanto S y S’ son bases para V, entonces para cualquier vector

v € V se tiene que,
n

v=> kv;, (2.75)

j=1

de manera que,
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de la misma manera,

n
o It
v = E kv,
j=1

K
k.l
Vs = |

k

/
n

Sustituyendo la ecuacién 2.73 en la ecuacion 2.75 se tiene,

v = ikévg
j=1
- 3 (L)
j=1 i=1
- 3 (k)
j=1

i=1

Comparando las ecuaciones 2.80 y 2.77 se observa que,

n
kizzk}pm 1<i<n
=1

La representacion matricial de la ecuacion 2.81 es,

k1 Pi1 P12 --- Pin k4
ke | | P21 P22 --- P2 ks
kn Pn1 Pn2 --- DPnn k»/n

Finalmente, haciendo

P = [[u]s, [uhls, ..., u]s]

157

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)
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concluimos que,

vls = P[v]s. I

Ejemplo 2.6.3 Considere las bases S = { ey, e, e3} y S = {u], u, us} para
R3, donde

1 0 0
ee=10],ea=1|1 y es= 1|01,
0 0 | 1
Ademds,
2 —1 4
wy=|1],u= 2 y uyz=| —3
5 3 | 1

a) Hallar la matriz de transicion de S’ hacia S.

7
b) Hallar [v]g, si[v]sr = | 2
4

Solucion:

a) Para construir la matriz P debemos hallar la matriz de coordenadas
respecto a la base S de los vectores en la base S’. Como en este caso S
es la base candnica para R? entonces por simple inspeccién tenemos,

2 —1 4
Wils= 1], [us= 21, Mls=1] -3
5% 3 1

De manera que la matriz de transicién de la base S” a la base S es:

2 -1 4
P=\(1 2 -3
5 3 1
b) De la ecuacién 2.71 se tiene,
2 -1 4 7 28
[vls=Plv]s=1]1 2 =3 2 | =1 -1
5 3 1 4 45

Teorema 2.6.3 Si P es la matriz de transicion de una base S’ a otra base
S de un espacio vectorial, entonces
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a) P es inversible.

b) P~1 es la matriz de transicion de S a S'.

Demostracién: Sean S = {uj,uy,...,u,} y S = {uj,u),...,u,} dos
bases diferentes de V, sea P la matriz de transiciéon de la base S’ hacia
la base S y sea Q la matriz de transicién de la base S hacia la base S’; es
decir, si v es cualquier vector en V', entonces

[V]S = P[V]S/, (283)

V]sr = Q[v]s. (2.84)

Probaremos que QP = I, por lo tanto, P serd inversible y su inversa sera Q).
Sustituyendo la ecuacién 2.83 en la ecuacion 2.84,

[Vlsr = QP[v]s.

Sea C' = QP entonces,
[V]S/ = C[V]Sl. (285)

Ademas, podemos expresar C' en términos de sus entradas.

C11 C12 Cin

Co1  C22 Con
C= ]

Ch1 Cpn2 ... Cpp

La ecuacién 2.85 es vélida para todo vector v € V', en particular se satisface
para los vectores de la base S’. En este caso tenemos,

1 0 0
/ 0 / 1 / 0
[ul]S/ = : ) [UZ]SI = . I [un]S’ =
0 0 1
De manera que,
1 Ci1 Cl12 ... Cip 1 C11
0 Co1 Co9 ... Cop 0 C21

0 Cnl Cn2 --- Cpn 0 Cnl
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De la misma manera, sustituyendo el resto de los vectores del conjunto S’ se

concluye que,

Ci1 Ci2 ... Cinp

Co1 C22 ... Cop
C =

Ch1 Cn2 ... Cpn

O =

0
1

0 0

Hemos demostrado que C = QP = I, como P es una matriz cuadrada,
entonces de acuerdo con el teorema 1.3.7 P es inversible y @ es su inversa. |]

Ejemplo 2.6.4 Para el ejemplo 2.6.3 determine la matriz de transicion de

S als,
a) de manera directa,

b) mediante el teorema anterior.

Solucion:

a) Para construir la matriz Q de manera directa, debemos hallar la matriz
de coordenadas de los vectores en la base S respecto a la base S’ ; es

decir, debemos resolver,

Quu + Qa1u) + Q3 uj
Q12u] + Q2u) + Qs0u;
Q13u] + Qo3u) + Qs3]

€1,
€7,

€es3.

Cada una de las ecuaciones vectoriales anteriores nos conduce a un
sistema matricial equivalente, como se muestra a continuacién:

[ 2 —1 4]
1 2 -3
5 3 1
[ 2 —1 4]
1 2 -3
5 3 1
[ 2 —1 4]
1 2 -3
5 3 1

[ C211
C221
| Qa1

[ Q12
Q22
| @3

[ Q13
Q23

| s
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Tenemos que resolver tres ecuaciones matriciales de la forma Ax; =
b;. El método recomendado es obtener la inversa de la matriz A y
posteriormente hallar las x; mediante multiplicaciones matriciales; es
decir, ; = A7'b;. La inversa de la matriz A fue determinada en el
ejemplo 1.3.4, retomaremos el resultado.

1 11 13 =5
0 —-16 —18 10
-7 =11 5

Por lo argumentado anteriormente,

Qu ] 11 13 =5 1 ] 11
Qxn =1 —-16 —18 10 0 - —-16 |,
Qs -7 —-11 5 0 -7
Q12 1 11 13 =5 0 I 13
Qa2 =3 —-16 —18 10 1 =7 18 |,
Q32 -7 —-11 5 0 —11 |
o RS R A A
23 | = 15| — — = —
@33 0 7 11 5 1 10 [ 101 ]
De manera que,

1 11 13 =5 ]

Q:E —-16 —18 10

-7 —-11 5

b) En este caso sabemos que @Q = P! donde P es la matriz que se
determiné en el ejemplo 2.6.3.

2 -1 4
P=|1 2 -3
5 3 1

La inversa de esta matriz es:

1 11 13 =5
P*lzE —16 —18 10 | = Q.
-7 —11 5
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Teorema 2.6.4 Si P es la matriz de transicion de una base ortonormal ha-
cia otra base ortonormal, para un espacio de productos interiores, entonces

pl=pr.

Demostraciéon: Sea V un espacio con productos interiores de dimension
. o~ o~ ~ ~/ =/

finita n y sean S = {u;,Uy,...,u,} y S’ = {uj,u,,...,u,} dos bases para

V', entonces

n

n
lllj: E Pijui: E (ui,u’j)ui
i=1

1=1

donde

~

Py = (G, ;) (2.86)

de manera andloga,

n n
U=y Quus =) (T, u,)u,
=1

=1

donde
Qi = (U}, u;). (2.87)
Por otro lado,
[Pl = Py
= (U;,u)
= (U}, 1))
= Qi =[Ql;

Se observa que, PT = Q. y por el teorema anterior, P = Q = P71, |}

Ejemplo 2.6.5 (Rotaciones en el plano) Considérese el espacio vectori-
al R? con el producto euclidiano interior. Sea S = {e;, ex} la base estindar
para este espacio y sea S" = { €|, €,} la base ortogonal que se obtiene medi-
ante una rotacion de los ejes en un dngulo 0, en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, como se muestra en la figura 2.1. Los vectores de la base
S’ pueden expresarse como:

e; = cosfe; +senfey,

e, = —sinfle + cosley,
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y' X'
\, 7
N\, 7
\\\ 7 //
\, 7
\, 7
\, 7
\, 7
\\ //
\, e'1
. 4 -
e s X
7N,
7 // \\\
7 \,
7 \\
e N
7

Figura 2.1: Rotacion.

de manera que la matriz de transicion P de la base S" a S es:

{ cosf@ —senf }

sen 6 cos

La matriz de transicion @) de la base S a S’ es:

T cost senf
Q="r _{—sen9 COS@:|‘
Sif =L ent T T lo tant te dngul
i 0 = —, entonces sen — = cos — = —, por lo tanto, para este dngulo
, 1 1 \/é Db b g

especifico, las matrices anteriores se expresan como:

R
po |2 VR
vz V2
RS
L V2 V2

Definicién 2.6.3 (Matriz ortogonal) Una matriz es ortogonal si ésta es
wvertible y si su inversa es igual a su transpuesta.

Teorema 2.6.5 Las proposiciones son equivalentes,
a) A es ortogonal.

b) Los vectores renglon de A forman un conjunto ortonormal en R™, con
el producto euclidiano interior.
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c) Los vectores columna de A forman un conjunto ortonormal en R™, con
el producto euclidiano interior.

Demostracién: Seguiremos la linea demostrativa a) = b) = ¢) = a).

a) = b) En este caso suponemos que A es una matriz ortogonal; es decir,
A=t = AT vy debemos probar que los renglones de A son ortonormales bajo
el producto euclidiano interior. Como A~ = AT entonces AAT = I, luego,

[AAT]Z']' = [I]ija

3

[Ali[AT]k; = b5,

3 =

[AliAlje = 9y,

=1

e

<I’Z‘, I'j> = 5@]

b) = ¢) La matriz AT también es ortogonal ya que (AT)™! = A = (AT)T.
Por lo tanto, para los renglones de A" también se cumple que,

(xl.xl) = 6y,
(Ci,Cj> = 5ija

¢) = d) En este caso sabemos que los vectores columna de la matriz A
son ortonormales; es decir,

<Ci,Cj> = 5@']’7

(rj,x) = 0y,

[ATi[AT] e = 6y,
k=1

(AT i[Al; = 04
k=1

De lo anterior, A”A = I, como A es una matriz cuadrada, entonces por
el teorema 1.3.7, A=t = AT por lo tanto, A es ortogonal. |
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Ejemplo 2.6.6 Hallar la inversa de la matriz B, donde

cos@ —senf 0
B = senf cosf 0
0 0 1

Solucidén: Debido a que los renglones de esta matriz forman un conjunto
ortonormal, entonces la matriz es ortogonal y su inversa es simplemente su
transpuesta,

cosf senf 0
B'=B"=| —senf cosf 0
0 0 1
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Capitulo 3

Transformaciones lineales

En este capitulo se definen y se estudian las propiedades de las transforma-
ciones lineales. Se aprendera como obtener sus representaciones matriciales y
como operar con ellas para obtener la imagen de un vector dado. Ademas, se
mostrara como cambia la matriz que representa a una transformacién lineal,
mediante una transformacion de coordenadas.

3.1. Definicion y propiedades

Definicién 3.1.1 (Aplicaciones vectoriales) SiV y W son espacios vec-
toriales y T' es una regla que asocia con cada vector v € V uno y solo un
vector w € W, entonces se dice que T aplica o mapea V en W y se denota
por T 'V — W. El unico vector w que T asocia con el vector v se conoce
como la imagen de v bajo T y se denota por w = T(v).

Ejemplo 3.1.1 Si T : R? — R? estd definida como,
T(x,y) = (2z,2y,x + y).
Hallar la imagen de v = (1,1) bajo T
Solucién:.
w=T()=T(1,1) = (2(1),2(1),1 + 1) = (2,2,2).

Definicién 3.1.2 (Transformaciones lineales) Si 7' : V. — W es una
aplicacion que mapea el espacio vectorial V' al espacio vectorial W, entonces
T serd una transformacion lineal si se cumplen las siguientes condiciones:

a) T(u+ v) =T(u) + T'(v).

167
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b) T(kv) = kT (v).
Ejemplo 3.1.2 Si T : R? — R3 estd definida como,

T(z,y) = (2, 2y,z +y),

pruebe que T es una transformacion lineal.

Solucién: Sea k un escalar cualquiera y sean u = (uq,u2) y v = (vq, v3) vec-
tores de R?, se verificard que se cumplen las dos condiciones de la definicién.

a)

Tu+v) = T((u1,u2) + (v1,v9)) = T(ug + v1, us + va),
(2(ug + v1), 2(ug + v2), (u1 + v1) + (ug + va)),
= (2uy + 2v1, 2ug + 2vg, uy + vy + Uz + vV9),
(2uq + 201, 2ug + 209, (ug + ug) + (v1 + v2)),
(2uq, 2ug, (ur + u2)) + (201, 20, (V1 + v2)),
T(u)+T(v).

T(k(u)) = T(k(uy,u2)) =T (kuy, kug),
(2k:u1, 2]{3U2, kul + kIUQ) = k:(2u1, 2’&2, U, + Ug),
= kT(u).

Debido a que las dos condiciones de la definicién se satisfacen, T es una
transformacion lineal.

Ejemplo 3.1.3 Sea A una matriz de man y considérese la notacion matri-
cial para los vectores en R™ y R™. Pruebe que T : R" — R™ definida como
T(x) = Az es una transformacion lineal.

Solucidén: Sean x y y vectores de R™ y k£ un escalar cualquiera, donde

X1 U1
X2 Yo

Tn Yn
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ademas,
aix a2
a1 Aa22
A=
Am1 Am2

Q1n
Q2n

amn

Se verificard que se satisfacen las dos condiciones de la definicion.

a)

a1 n
) Y2
Tx+y) = T . + | .
Tn Yn
ayj; a2 ... Qin
921 929 e Aon,
| Am1 Am2 ... Omn
a1 a12 e A1y
Q21 A22 ... Q2gp
Am1 Am2 Amn
= T(x)+T(y).
b)
X
X2

a1l Q12

21 Q22

Am1 Am2
ai; a2
a1 A2

= k ]
Am1 Am2

X
X2

Tn

X1
T2

A1n
Q2p,

Q1n
Q2n

amn

1

Y2

Yn
aixz a2
a21 Q22

Am1  Am2

kl’l

]{ZIQ
kx,
I

X2

Tn
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A1n
A2p

n
Y2

Yn
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Se ha verificado que se satisfacen las dos condiciones de la definicién,
por lo tanto, T es una transformacién lineal.

Ejemplo 3.1.4 Sea V un espacio vectorial de dimensionn y S = {wy, wy, ..., w,}
una base para V. Si T : V — R" se define como, T'(v) = (v)s. Pruebe que T

es una transformacion lineal.

Solucién: Sea k un escalar y sean u y v vectores de R", como S es una base

n
u= g U;W i,
i=1

para V, entonces,

n
V= g ViW5,
i=1

n

u+v= Z(uz + v;)wy,

=1

y
ku = Z(kui)wi,
i=1
de manera que,
(u>5' = (ula Uz, - - - 7un)7
(V)S = (Ul, Vo, ... 7Un)7
(u+V>S = (U1+U1,U2+U2,...,Un+vn),

y

(ku)s = (kuq, kuy, ..., kuy,).

Verifiquese que se satisfacen las dos propiedades de la definicion.

a)

Tu+v) = (u+v)s=(u1+v1,us+ v, ..., U, + Uy),
= (Ul,UQ,...,Un)+(Ul,”Ug,...,'Un),
= (Ws+ (v)s =T(u)+T(v).
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b)

T(kU) = (ku)s = (kula kula s 7kun)7
= k(ui,ug,...,u,) = k(u)g,
= kT (u).

Dado que se satisfacen las dos condiciones, T es una transformacién lineal.

Ejemplo 3.1.5 (Transformacién identidad) Sea V cualquier espacio vec-

torial y sea T : V. — V definida como T(v) = v. Demuestre que T es una
transformacion lineal.

Solucion: Sea k un escalar cualquiera y sean u y v vectores en V, entonces,
a)
Tu+v)=u+v="T(u)+T(v).
b)

T(ku) = ku = kT(u).
T es una transformacién lineal, ya que satisface las condiciones de la defini-

cién.

Ejemplo 3.1.6 (Transformaciones de dilatacién y contraccién) Sea V'
cualquier espacio vectorial y k cualquier escalar, pruebe que T : 'V — V
definida por T'(v) = kv es una transformacion lineal.

Solucion: Sea r un escalar y sean u y v vectores en V, entonces,

a)
Tu+v)=k(u+v)=ku+kv=T(u)+T(v).

b)
T(ru) = k(ru) = r(ku) = rT'(u).

T es una transformacion lineal, ya que satisface las dos condiciones de la
definicién.

Teorema 3.1.1 Si T :V — W es una transformacion lineal, entonces
a) T(0) = 0.

b) T(~v) = —T(v).
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¢c) T(u—v)=T(u) —T(v).

Demostracién:

a) Se sabe que Ov = 0, para todo vector v € V| de manera que,

T(0) = T(0v) = 0T(v) = 0.

Teorema 3.1.2 Sea T : V — W wuna transformacion lineal, entonces para
cualesquiera vectores {vy, va, ..., v} y escalares {cy, o, ..., 1} se tiene que,

T(Cl’Ul +CoUy + ...+ Ck’Uk) = ClT(’Ul) + CQT(’UQ) + ..+ CkT(’Uk).

Demostracién: Se recurrird al método de induccién matemaética.

a) Verifiquese que el resultado es valido para algin valor de k. En este caso se
prueba que el resultado es vélido para k = 2. Como V es un espacio vectorial,
entonces es cerrado bajo la multiplicacién por un escalar, de manera que,
U; = V1 ¥ Uy = Vs estan en V. Ademads, V es cerrado bajo la suma;
asi que u; + uy estd en V. Como T es una transformacion lineal que aplica
V en W, entonces,

T(U1 + 112) = T(ul) + T(U.Q),
T(c1vy +cave) = T(c1vi) + T(cava),
T(01V1 + CQUQ) = ClT(Vl) + CQT(VQ).

b) Supéngase que el resultado es vélido para k — 1; es decir,

T(01v1 + Ccovy + ...+ ck_lvk_l) = ClT(Vl) -+ CQT(VQ) + ...+ Ck_lT(Vk_1>.
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¢) Finalmente se probard que el resuldado es vélido para k. Sean u; = ¢;vy +
CoVo+ ...+ Cp_1Vip_1 Y Uy = ¢V}, entonces por lo argumentado en los incisos
a) y b) se tiene,

Tl +w) = T(w)+T(u),
T((eyvi+ cove + ...+ cp1Vi—1) +exvi) = T(cvi+ cove + ...+ cp1Vi—1) + T(ckvi),
T(c1vy+cove+ ...+ cpve) = aT(vi)+eT(ve)+...+caT(vi). |

Teorema 3.1.3 Sea T : V. — W wuna transformacion lineal de un espacio
vectorial de dimension n hacia un espacio vectorial W de dimension m. Sea
ademds, S = {1, v, ..., v,} una base de V. Si v es cualquier vector en V, en-
tonces T'(v) queda completamente determinada por, {T(v), T(vs),...,T(v,)}.

Demostracion: Como S representa una base para V, entonces existe un
conjunto unico de escalares cq, ¢y, ..., c, tales que,

V=cCV]+CVy+...+C, V.
Por el teorema anterior es posible desarrollar,
T(v)=aT(vi)+ T (ve) + ...+, T (vy).

Se aprecia que T'(v) queda completamente determinada por los elementos del
conjunto {7'(vy),T(va),...,T(va)}. |}

Ejemplo 3.1.7 Considere la base S = {v;, vy, v3} para R3, donde v; =
(1,1,1),v, = (1,1,0),v3 = (1,0,0) y sea T el operador lineal tal que,

T(vl> = (27 —1, 4)7 T<U2) = (37 07 1) Y T(”S) = (_17 5, 1)
Obtener una formula para T(xy,x9, x3) y usarla para calcular T'(2,4, —1).

Solucién: Exprésese el vector v = (21,22, 23) como combinacién lineal de
los vectores de la base; es decir,

V = C1V] + CaVa + C3Vs.
Sustituyendo los vectores dados se obtiene,

T 1 1 1
To | =c | 1 |+ | 1 |+ec| O
T3 1 0 0



174 Ricardo Ceballos Sebastian

La ecuacion anterior se expresa en forma matricial como,

1 11 C1 I
1 10 Co = T2
1 00 C3 xT3

De lo anterior se tiene un sistema de ecuaciones de la forma Ac = x. La
inversa de la matriz de coeficientes es:

0o 0 1
At'=10 1 -1
1 =1 0

La solucion del sistema es entonces,

c1 0 O 1 1 T3
(&) = 0 1 -1 i) = To — I3
C3 1 -1 0 T3 T1 — T2

Por el teorema anterior se tiene que,

x
T Ty = T(v1) + 2T (v2) + 3T (v3),
Z3
2 3 -1
= I3 —1 + (.732 — 283) O -+ (ZL’l — 132) 5 s
4 1 1
- + 41’2 — I3
= 55171 — 51’2 — X3
r1 + 323
Finalmente,
2 -2+ 4(4) — (—1) 15
T(] 4 = | 5(2)=5(4)—(=1) | = | -9
—1 2+ 3(—1) —1

3.2. Imagen y kernel de una transformacién

Definicién 3.2.1 (Kernel de la transformacién) Si 7T :V — W es una
transformacion lineal, entonces el conjunto de vectores en V que T aplica
al vector cero(0 € W) se conoce como nicleo, kernel o espacio nulo de la
transformacion y se denota por ker(T).



Algebra lineal 175

Definicién 3.2.2 (Recorrido de la transformacién) Si T : V — W es
una transformacion lineal, entonces el conjunto de todos los vectores en W

que son imagenes bajo T de almenos un vector en V se conoce como recorrido
de T y se denota por R(T).

Ejemplo 3.2.1 (Transformacién identidad) Si T : V — V es la trans-
formacion identidad; es decir, T(v)=v, para todo v en V, entonces el kernel
de la transformacion consiste unicamente del vector cero. El recorrido de la
transformacion es el espacio vectorial V.

Ejemplo 3.2.2 (Transformacién cero) Si T :V — W es la transforma-
cion lineal cero; es decir, T(v)=0, para todo v en V, entonces ker(T)=V y

R(T) = {0}.

Ejemplo 3.2.3 (Multiplicacién por una matriz) Si7 : R" — R"™ es la
transformacion lineal definida como T(x)=Az, donde A es una matriz de
tamano maxn, entonces

ker(T) ={x e R": Ax = 0};
es decir, ker(T) es el espacio nulo de la matriz A; ademds,
R(T)={weR™: w= Az, donde x € R"} = L(S.),
es decir, R(T) es el espacio de columnas de la matriz A.
Teorema 3.2.1 Si: T :V — W es una transformacion lineal, entonces:

a) El nicleo de T es un subespacio de V.

b) El recorrido de T es un subespacio de W.

Demostraciéon:

a) Se sabe que para transformaciones lineales 7(0) = 0; de manera que,
ker(T) es un conjunto diferente del vacio. supéngase ahora que vy y vy estan
en ker(T) y que k es un escalar cualquiera. Se requiere probar que vy + vy y
kvy estan en ker(T'). Para tal fin considérese lo siguiente:

T(vi+vy)=T(vi)+T(ve) =04+0=0

T(le) = kT(Vl) =k0=0.

Hemos verificado que ker(T') satisface las propiedades de cerradura tanto
para la suma como para la multiplicacién por un escalar; por lo tanto, ker(T')
es un subespacio de V.
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b) Se sabe que 0 = T'(0) € R(T), de manera que R(T) es un conjunto distinto
del vacio. supéngase ahora que w; y wy estdn en R(T); es decir, existen
elementos v; y vy en V tales que, wy = T'(vy) y wy = T'(vy). Se quiere
probar que wi + wo v kw; estan en W, donde k es un escalar cualquiera.
Para tal fin considérese lo siguiente:

T(V1 -+ V2) = T(Vl) + T(Vg) =W + Wo,

T(k?Vl) = k?T(Vl) = k‘Wl.

Lo anterior prueba que w; + wy v kw; son imagenes de vectores en V; por
lo tanto, estdn en R(T"), con lo cual se concluye que R(T') es un subespacio
de W. |1

Definicién 3.2.3 (Nulidad y rango de la transformacién) La dimension
del kernel de la transformacion se conoce como nulidad de la transformacion

y se representa por v(T). En este mismo sentido, la dimension del recor-
rido de la transformacion se conoce como rango de la transformacion y se
representa por p(T).

Teorema 3.2.2 St A es una matriz de man y T : R™ — R™ estd definida
por T(x)=Az, entonces:

a) v(T) =v(A).
b) p(T') = p(A).

Demostraciéon: Como se mostré en el ejemplo 3.2.3,
ker(T) = {x € R" : Ax = 0};

R(T) = L(S.);

por lo tanto, considerando las dimensiones de estos espacios se concluye lo
que se afirma en el teorema. |}

Teorema 3.2.3 Si T : V — W es una transformacion lineal de un espacio
vectorial 'V, de dimension n, a un espacio vectorial W, entonces,

v(T) + p(T) = n.
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Demostracién: Sea k la dimensién de ker(T') y considere los casos en que

1 <k <mn.Sea S ={vy, vy, ..., vt} una base para ker(T), entonces por el
teorema 2.4.8 se sabe que existe una base para V que contiene a S’ es decir, ex-
isten (n—k) vectores vii1, ..., v, talesque 8" = {vy,Vva, ..., Vi, Vii1, ..., Vi }

es una base para V.

Ahora se requiere probar que el conjunto S” = {T(vi41), T (Viy2), ..., T'(vn)}
es una base para R(T'). Se probara que S” genera a V, para tal fin supéngase
que w € R(T'), en este caso, existe un v € V tal que, w = T'(v). Como S’
es una base para V y v € V, entonces es posible expresar este vector como
combinacion lineal de los vectores de la base; es decir,

V=a1V]y + a2Vy...+ Vg + AQg+1VEt1, ... + QpVp.
Ahora considere T'(v).
T(v) =T(a1v1 + aave ...+ apVi + a1 Vs + ... + a,vy).
Por el teorema 3.1.2
T(v)=a1T(v1) + asT(vse) + ... + arT(vy) + a1 T (Visr) + - .. + ap,T(vy).

Los primeros k términos se anulan, ya que la transformacion actia sobre
vectores que pertecenen a ker(T'), por lo tanto,

T(v)=ap 1 T(Vis1) + ...+ a, T (v,) = w.

Con esto hemos probado que S” genera a R(T).
Ahora se demostrara que S” es linealmente independiente. Para tal fin con-
siderérese la ecuacién vectorial,

a1 T (V1) + ...+ a,T(v,) =0.

Si probamos que los escales en la ecuacién anterior son todos iguales a cero,
entonces S” sera linealmente independiente. De acuerdo con el teorema 3.1.2,
la ecuacién anterior puede reagruparse, de manera que,

T(ak+1vk+1 + ...+ CLnVn> = 0.

Se observar que el vector axy 1 Vi1 + ...+ a, Vv, esta en el kernel de la trans-
formacion, por lo tanto, puede ser expresado como combinacién lineal de los
vectores en S; es decir,

Ag+1VE+1 + ...+ apvy = b1V1 -+ b2V2 + ...+ kak.
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por lo anterior se tiene que,
b1V1 + b2V2 + ...+ bkvk — Qg1 Vg1 — .. — AV = 0

Como los vectores en S’ son linealmente independientes, entonces todos los
escalares en la ecuacion anterior son iguales a cero, particularmente, ay., =
... =a, = 0. Concluimos que S” es linealmente independiente.

Como S” es una base para R(T'), entonces v(T) = dim(R(T)) =n — k. En
conclusion, v(T') + p(T') = n. Los casos en que k =n y k = 0 se dejan como
ejercicio para el estudiante. |

Ejemplo 3.2.4 Sea T : R> — R* la transformacién lineal definidad como,

il 10 -1 3 —1 il
T IQ |10 02 1 ;
x:” 20 -1 5 —1 xS
4 00 —1 1 0 4
Ts Ts

a) Determine una base para ker(T).
b) Determine una base para R(T).

c) Verifique el teorema 3.2.3

Solucidn:

a) De acuerdo con el teorema 3.2.2; se debe hallar una base para el espacio
nulo de la matriz A. A continuacion se resuelve la homogénea, reducien-
do la matriz mediante operaciones elementales, para determinar dicha

base.
10 -1 3 —1 10 -1 3 —1
10 02 —1 00 1 —1 0
20 15 —1|7loo0o 1 -1 1
00 -1 1 0 00 —1 1 0
100 2 -1 100 20
001 -1 0 001 -1 0
“looo o 1]7]o0o0 01
000 0 0 000 00

Las variables principales del sistema son, zi, 3 y =5, mientras que
las variables libres son x5 y x3. Las euaciones asociadas a la matriz
escalonada son:
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{L‘1+2ZL‘4 = 0
T3 — T4 —

Ts

Parametrizando las variables libres y despejando las variables princi-
pales en términos de las variables libres se obtiene,

r1 = —2t
To = T
r3 = t
Ty = t
Ty = 0
En forma matricial,
1 —2t —2 0
To r 0 1
25 | = tl=t| 1|+4+r]o0
T4 t 1 0
T 0 0 0
Los vectores
0 -2
1 0
0|, 1
0 1
0 0

son linealmente independientes y generan a ker(T'), por lo tanto, for-
man una base para ker(T'). En este caso, v(T') = dim(ker(T)) = 2.

Se sabe que R(T') corresponde al espacio de columnas de la matriz A, de
manera que reduciendo la transpuesta de la matriz A obtendremos una
base para el espacio de columnas, como se mostro en la secciéon 2.4.2.
Considérese ahora la transpuesta de la matriz A y realice operaciones
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elementales sobre sus renglones.

11 2 0 1 1 2 0
0O 0 0 O o 1 1 -1
-1 0 -1 -1 |{~]1 -1 -1 -1
3 2 5 1 o 0 1 0
-1 -1 -1 0 o 0 0 O
101 1 100 1
011 -1 010 -1
~1000 O|~]0O0T1 O
001 O 000 O
000 O 000 O

Los vectores columna diferentes de cero en la transpuesta de la ultima
matriz constituyen una base para el espacio de columnas de la matriz
A, y por lo tanto, para el recorrido de la transformacién. Estos vectores
son,

O = O O

1 0

0 1

01’ 01’

1 —1
En este caso p(T') = dim(R(T)) = 3

De auerdo con el teorema 3.2.3, n = v(T') + p(T), en este caso, 5=2+3.
Pudimos haber aplicado dicho teorema de la manera siguiente: Una vez
que se sabe que n = 5y v(T') = 2, entonces se tiene que p(T') = 3, por lo
tanto, toda base para R(T') debe contener tres vectores. Por otro lado,
al eliminar la columna cero de matriz A se obtienen cuatro vectores
columnas que de acuerdo con el teorema 2.4.4, seguiran generando a
R(T); ademaés, se observa que la cuarta columna es combinacién lineal
de las columnas que le anteceden (¢; = 2¢1—c3), de manera que se puede
extraer también este vector y el conjunto restante seguira generando a
R(T). Finalmente, tres vectores que generan un espacio de dimensién
3, forman una base para dicho espacio, de acuerdo con el teorema 2.4.6.
Por lo tanto, el conjunto de vectores,

1 -1 -1
1 0 -1
217 -1 -1
0 -1 0

constituye una base para R(T).
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3.3. Representacién de una transformacion lin-
eal

Teorema 3.3.1 Sea T : V — W wuna transformacionlineal de un espacio
vectorial V, de dimension n, a un espacio vectorial W de dimension m, y
sean S = {vy,ve, ..., v} y S' = {w, ws, ..., w,} bases para Vy W, respec-
tivamente, entonces la matriz A de tamano man cuya j-ésima columna es el
vector de coordenadas [T'(v;)]s, tiene la siguiente propiedad: Si x estd en V,
entonces

[T (@)]s = Ala]s, (3.1)
donde [x|s y [T(x)|s: son las matrices de coordenadas de los vectores x y
T(x) con respecto a las bases S y S’, respectivamente. La matriz A es unica

y se conoce como matriz matriz de la transformacion T respecto a las bases
Sys.t

Demostracién: Se demostrara el teorema construyendo la matriz A y ver-
ificando que satisface la propiedad senalada en la ecuacién 3.1.

Se sabe que T'(v;) € Wy S’ es una base para este espacio, entones es posible
expresar al vector T'(v;) como combinacién lineal de los vectores en S’; es
decir,

T(v;) =Y aywi, 1<j<n. (3.2)

[T(Vj)]g/ = . s 1 <j < n, (33)

amj

de manera que, la matriz cuya j-ésima columna es el vector [T'(v;)]s queda
representada por,

A = [[Tv)]s [T(vo)ls - [T(va)ls ],
A= | (3.4)

! Algunos autores utilizan la notacién [T]g/ s para destacar que la matriz es dnica
respecto a las bases Sy S.
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Ahora considere un vector arbitrario x € V. Como S es una base para V
y x € V, entonces es posible expresar este vector de la manera siguiente,

X = ibin’, (3-5)
i=1

de modo que,

Ahora aplique la transformacién lineal al vector x.

- ZbiT(Vi)7 teorema 3.1.2
i=1

Se sabe, ademds, que la matriz de coordenadas es una transformacion lin-
eal(ejemplo 3.1.4); por lo tanto,

[T(x)]s = Z bi[T(vi)ls

ai1 a2 A1p
21 22 A2n,
- b1 . —|— bQ . —|— e —|— bn . 5
Am1 Am2 Amn
a1 a1 ... Qip bl
21 a2 ... QA9p bg
= )
U1 Gm2 - G | by,

Resta probar que la matriz A es unica, para tal fin, supéngase que existe
otra matriz B que satisface la ecuacion 3.1, es decir,

[T(X)]S/ = B[X]S. Vx eV (37)
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Restando las ecuaciones 3.1 y 3.7 se obtiene,
(A= B)[x]s =0 (3.8)

Sea C la matriz de tamano mxn definida como, C = A — B, entonces la
ecuacion 3.8 puede expresarse como,

Clx]s =0 (3.9)

La ecuacion 3.9 es valida para toda x € V, en particular se satisface para los
vectores de la base S. Para estos vectores se tiene que,

1 0 0
0 1 0
[VI]S - . ) [VQ]S' - . ) RS [VTL]S - .
0 0 1

Representamos a la matriz C mediante sus entradas, como se muestra a
continuacion, con el fin de desarrollar la operacion indicada en la ecuacion
3.9 con los vectores de la base S.

C11 C12 Ce Cin

Co1 Co2 Ce Con,
C =

Cmi Cm2 ... Cmn

De acuerdo con la ecuacion 3.9 se tiene,

C11 Cl2 ... Cip 1 C11 0

C21 Cy2 ... Cop 0 C21 0
C[Vl]s = . . . . . = . =

Cml Cm2 .. Qmnp 0 Cm1 0

La ecuaciéon anterior muestra que la primer columna de la matriz C es idénti-
camente cero. Sustiuyendo el resto de los de los vectores de la base se concluye
que C es la matriz cero; por lo tanto, A = B. |}

Matriz estandar de la transformacion

Si T :R" — R™ es una transformacién lineal y si, S y S’ son las bases
estandares para R" y R™, respectivamente, entonces la matriz que representa
a la transformacion respecto a S y S’ se conoce como matriz estandar de la
transformacién y se representa por Ar.
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Ejemplo 3.3.1 (Multiplicacién por una matriz) Si T : R* — R™ es
una transformacion lineal definida por T'(x) = Ax donde A es una matriz de
tamano mzn, determine la matriz estindar de la transformacion.

Solucién: Sean S = {e}, ey, ..., e,} la base estandar para R" y
a1 a2 ... Qip
a921 A29 ... QA9pn
A=
Am1 Am2 .. Qmp

Para comenzar apliquemos la transformacién a los vectores de la base S.

ayjp a2 ... Qin 1 a1

a921 929 ... Qop 0 a921
T(el) = frg s

| Q1 Gm2 o G | _O_ | G|

a1 a2 ... Qipn 0 a19

921 9292 ... Qon 1 9292
T(e2) fr— fr— s

m1 Am2 ... Gmp 0 A2

a1l a2 ... Qpn 0 A1p

921 929 ... Qop 0 Aoy,
T(e,) = . . . .=

Am1 Am2 ... Gmp 1 Amn

Debido a que S’ es la base canénica para R™, entonces
(T(e)ls =T(e;), 1<i<n.

De esta manera, la matriz estandar de la transformacién es:

ay; a2 - Aip

Qg1  A22 -+ Agp
AT = |: [T(e)l]s/ T(e)l]sl ‘ T(e)l]sl ] =

Am1 Qm2 - Amn

Por lo anterior, A7 = A; es decir, la matriz estandar corresponde a la matriz
A.
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Ejemplo 3.3.2 Considere la transformacion lineal T : R® — R?, definida
como,

N +z
T Y = [ ?;_ } .
~ Y
Determine la matriz estandar de la transformacion.

Solucion: Las bases en este caso son:

17 0] Jo
s=¢lo|,|1],]o0
ol o] |1

;L 1 0
=L}
Ahora apliquese la transformacién a los vectores de la base S.

1
T

o O

I
1
i)
| I

~
O = O
|
| — |
|
— =
| |

(L)) le]

Como hemos elegido la base canénica para R? | entonces T'(v;) = [T'(v;)]s
para i = 1,2, 3; por lo tanto, la matriz estandar de la transformacion es:

ATZ{ 01 1}.

-1 -1 0
Transformaciones en un mismo espacio

SiT:V — V es una transformacién lineal, entonces se acostumbra usar
una sola base de V para representar a la transformacion.
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Ejemplo 3.3.3 (Transformacién identidad) Si V es un espacio vectorial
de dimension n, st T :' V — V es la transformacion identidad, y sea S =
{v1,v9,...,v,} una base cualquiera para V, entonces la matriz que representa
a la transformacion es,

Ar = [[T(v)]s|[T(v2)]s] .. |[T(vn)s],
= [[vi]s][vals|- - - [[va]s],
10 0
0 1 0
B R 01’
0 0 1
- I,

Casos generales

Ejemplo 3.3.4 Para la transformacion lineal del ejemplo 3.3.2,

8

- )
y considerando las bases
1 0 1
S = O, 1],]1
1 1 1

{1 2])

a) Determine la matriz de la transformacion respecto a las bases S y S'.

b) Verifique el teorema 3.5.1 para el vector x = (1,0, —1).

Solucion:

a) Apliquese la transformacién a los vectores de la base:

1
1
rlfol)=11].
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Procedamos ahora a determinar las matrices de coordenadas respecto
a la base S’, para cada uno de los vectores anteriores. Esto signifi-
ca hallar los escalares que nos permiten expresar estos vectores como
combinaciones lineales de los vectores en S’; es decir,

L1 2Tl 112y 1]fa
1] =% 2 T2 <1 |
R I O Y I O B
1T 2 1|72 —1|al
21 _ 176 1721 1]
0|~ 2 T2 =1 || fl
Se puede observar que los tres sistemas de ecuaciones posen la mis-
ma matriz de coeficientes. En estos casos es conveniente resolver los

sistemas reduciendo la matriz aumentada mediante operaciones ele-
mentales, agregando las columnas necesarias como se muestra a con-

tinuacién:
1 1|1 2 2
[2 1|1 -1 0 }
La matriz escalonada en los renglones reducida para el sistema anterior
es: s 1 s
g
3 3 3

Por lo anterior, la matriz de la transformacion respecto a las bases Sy
S’ es,
112 1 2
4=3 { 15 4 ] '

Se observar que esta matriz es diferente a la que se obtuvo en el ejemplo
3.3.2.
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b) Para comenzar determinese T'(x).
1
T(x)=T 0 N
. 1 ~1

En este caso particular, resulta sencillo determinar [T'(x)]g.
0
[T(x)]sr = { . 1 (3.10)

Para hallar [x]g exprésese el vector x como combinacion lineal de los vectores
de la base S; es decir,

1 1 aq
01=120 1 as
1 1 as

a; = _17
a9 — —2,
a3 = 4,
De modo que,
—1
x]s =] -2
2

De acuerdo con el teorema 3.3.1,
1721272 0

Este resultado concuerda con la ecuacién 3.10 como era de esperarse.

Ejemplo 3.3.5 Sea T : P, — P, definida como T(p) = xp y sean S y S’
las bases estandares para Py y Ps, respectivamente,

a) determine la matriz de la transformacion respecto a las bases S y S'.
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b) Verifique el teorema 3.10 para el vector q(z)=35-2z.
Solucién:

a) Las bases estdndares para P y P, son S = {1,z} y S’ = {1,z,2%},
respectivamente. Para comenzar apliquemos la transformacién a los
vectores de la base.

T1) =
T(r) = 2°

00
T(2)ls | = (1)(1)

b) Verifiquemos el teorema 3.3.1 para el vector q = 3 — 2z. En este caso
T(q) = 3z — 222, de manera que,

Por otra parte,

Finalmente,



190 Ricardo Ceballos Sebastian

3.4. Cambio de base en la representacion ma-
tricial de una transformacién

Teorema 3.4.1 Sea T': V — V wuna transformacion lineal, donde V es un
espacio vectorial de dimension finita n. Sean S = {vy,vs,...,v,} y S =
{V), V), ..., V,}, bases para V, y sea P la matriz de transicion de S" a S. Si
A es la matriz que representa a T respecto a S, entonces P~*AP es la matriz
que representa a T con respecto a S'.

Demostracion: Se sabe, por el teorema 3.3.1, que es posible hallar matrices
A y B tales que:
[T(x)]s = Alx]s, (3.11)

[T(x)]s = Blx]s, (3.12)

para todo vector x € V.
Ademas, por el teorema 2.6.2 se tiene:

[X]S = P[X]Sl, (313)

[X]Sl = Q[X]S, (314)

para todo vector x € V.
Como T'(x) € V, entonces la ecuacién 3.14 nos conduce a,

[T(x)]sr = QIT'(x)]s- (3.15)
Sustituyendo la ecuacién 3.11 en la ecuacion 3.15 se obtiene,
[T(x)]s = QA[X]s. (3.16)
Ahora, sustituyendo la ecuacién 3.13 en la la ecuacion 3.16 se tiene,
[T(x)]s = QAP[x]s. (3.17)

Ademas, de acuerdo con el teorema 3.3.1, la matriz B en la ecuacion 3.12 es
unica. Comparando las ecuaciones 3.17 y 3.12 se concluye que,

B =QAP. (3.18)
Finalmente, de acuerdo con el teorema 2.6.3, Q = P~!, por lo tanto,

B=rP'AP. | (3.19)
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Las matrices A y B que se relacionan mediante la ecuacién 3.19 se conocen
como matrices semejantes. Las propiedades de las matrices semejantes se
estudiaran en el siguiente capitulo.

Ejemplo 3.4.1 Sea T : R? — R? la transformacion lineal definida por,
x | 22— 3y
(V) -1

y sean S y S" dos bases de R?, donde

SIS (R

a) Determine las matrices de la transformacion respecto a las bases S y

S’
b) Verifique que se satisface el teorema anterior.

Solucion:

a) Apliquemos la transformacién a los vectores de la base S para deter-
minar la matriz de la transformacién correspondiente a esta base,

1 2 0 -3
(L) -11) () -[2])
de manera que la matriz de la transformacion respecto a la base S es,
2 -3
23]
Ahora determine la matriz de la transformacién respecto a la base S’,
para lo cual es necesario aplicar la transformacién a los vectores de la

()= (B )-15]

Las matrices de coordenada de los vectores anteriores respecto a la base

S son: {?}Sf:{é}’ {:1:9=:{—?}'

La matriz de la transformacién respecto a la base S’ es,

B:{é _?:. (3.20)
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b) Para verificar que se satisface el teorema anterior, se necesita deter-
minar la matriz P de transicién de S’ a S y también su inversa. Se
comenzard por determinar P.

e =[]

La inversa de esta matriz es,
1 1 -1
-1 -+
=3 { -1 3 ] '

Finalmente, considere el producto P~ AP.
1 1 -1 2 =3 31
-1 _ =
PAP_Q[—l 3“1—2“1 11’
_ 1 1 -1 3 —1
T2 -1 3|1 =1}
B 1 0
N 0 —1 |’

= B.

3.5. Isomorfismos

En esta seccion se retomaran algunos conceptos y resultados obtenidos
en la seccién A.1.1. Comenzaremos por definir a las tranformaciones uno,
transformaciones sobre y finalmente, a las tranformaciones uno a uno y sobre,
las cuales permitiran obtener una transformacion inversa unica.

3.5.1. Transformacién inversa

Definicién 3.5.1 (Transformaciones uno a uno o inyectivas) Si7:V —
W' es una transformacion lineal, entonces se dice que T es uno a uno o in-
yectiva, si para todo v, vo en V, T(vy) = T(ve) implica que v; = vy. De
manera equivalente, T es uno a uno si para todo vy, vy en V, T'(vy) # T(vs)
implica que v, # vy

Teorema 3.5.1 Una transformacion lineal T : 'V — W es uno a uno si y
solo si ker(T) = {0}.
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Demostracién: =) supéngase que T es uno a uno y sea v un vector del
kernel de la transformacién, entonces, 7'(v) = 0. Ahora, por el teorema 3.1.1a
se tiene, 7(0) = 0. Como T es uno a uno, entonces v=0; es decir, el kernel
de la transformacién consiste tinicamente del vector cero.

<) supdngase que ker(T) = {0}. Sean u y v vectores en V tales que,
T(u) =T(v),
de manera que,
T(u)—T(v)=0.
Por el teorema 3.1.1c la ecuaciéon anterior se expresa como,

T(u—v)=0;

es decir, (u — v) estd en ker(T). Como O es el tnico elemento de ker(T),
entonces,
u—v=_0,

luego, u = v, por lo tanto, T' es uno a uno. |

Definicién 3.5.2 (Transformaciones no singulares) Si T :V — W es
una transformacion lineal, entonces decimos que T es una transformacion
no singular si ker(T) = {0}. Por el teorema anterior, una transformacion
es no singular st y solo si es inyectiva.

Ejemplo 3.5.1 Sea T : R? — R3 definida por,
-y

r([3])- |2

y iy

Determine si la transformacion lineal es uno a uno.

Solucion: Determinese el kernel de la transformacién; es decir, halle los
vectores x tales que T'(x) = 0, de esta manera

—y 0
T ({ . }) =|2y—x | =10
Y r+y 0
Lo anterior nos conduce al sistema de ecuaciones,
-y = 07

—xr+2y = 0,
r+y = 0.



194 Ricardo Ceballos Sebastian

Por simple inspeccion, se tiene x = y = 0 es la Unica soluciéon. De manera
que ker(T) = {0}. De acuerdo con el teorema anterior T es uno a uno.

Ejemplo 3.5.2 Sea T : R?* — R3? definida por, T(z) = Az, donde A es la
siguiente matriz.

3 2 -1
4 7 0
-6 —4 2

Determine si la transformacion lineal es uno a uno.

Solucion: En este caso el kernel de la transformacion es el espacio nulo
de la matriz A. Como A es una matriz cuadrada, la homogénea Ax = 0
tendrd unicamente la solucion trivial si |A| # 0.

3 2 -1 32 -1
Al=| 4 7 0|=-2/47 o0]=0.
—6 —4 2 32 -1

Se concluye que la transformacién no es uno a uno.

Teorema 3.5.2 Si T :V — W es una transformacion lineal, entonces T es
no singular si y solo si T mapea cada conjunto linealmente independiente de
vectores en V en otro conjunto linealmente independiente de vectores en W.

Demostracién: =) supéngase que T es no singular y que,
S ={vi,va,...,Vi},
es un conjunto de vectores en V linealmente independiente. Se demostrara que,
S"'={T(v1),T(va),...,T(v1)},

es conjunto linealmente independiente en W. Para tal efecto considérese la
ecuacion,
arT(v1) + aT(v2) + ...+ a,T(vy) = 0.

Como T es una transformacion lineal, entonces se pueden reagrupar los térmi-
nos de la ecuacién anterior de la manera siguiente:

T(CL1V1 + agvg + ...+ CLka) =0.
Como T es no singular, entonces,

a1vy+agve + ...+ apvy =0
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Como S es un conjunto linealmente independiente, entonces todos los es-
calares en la ecuacién anterior son iguales a cero; por lo tanto, S’ es un
conjunto linealmente indepediente en W.

<) supéngase que T aplica cada conjunto linealmente independiente de vec-
tores en V en un conjunto linealmente independiente en W. En particular,
si v # 0 es un vector en V, entonces el conjunto S = {v} es lincalmente
independiente, por lo tanto, S” = {T'(v)} serd linealmente independiente, lo
cual implica que T'(v) # 0. De lo anterior concluimos que el tinico vector que
T mapea al vector cero de W, es el vector cero en V; por lo tanto, T es no
singular. |

Definicién 3.5.3 (Transformaciones sobre) Si7T :V — W es una trans-
formacion lineal y si para cada vector w en W, existe un vector v en V, tal
que w = T(v), entonces se dice que T es una transformacion sobre (o que T

es una transformacion de 'V sobre W). De manera equivalente, T es sobre si
y solo si R(T) =W.

Ejemplo 3.5.3 Sea T : R? — R? la transformacion lineal definida por,

x T+ 2y — 3z
T Y = Tx + 2y
z r— 12y + 19z

Determine si la transformacion lineal es sobre.

Solucién: Verifiquese que dado un vector w € R3, existe un vector v € R?
tal que T'(v) = w. Sean v y w los vectores,

T b1
v= |y y w=| by
z bg

La ecuacién vectorial, T'(v) = w, nos conduce al siguiente sistema de ecua-

ciones:
204+2y—3z = by,

Tr + 2y = bo,
xr—12y +19z = bs.

El sistema anterior se expresa en forma matricial como:

1 2 -3 x by
1 —-12 19 z bs
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De acuerdo con el teorema 2.4.15, el sistema tendra solucion unica para toda
matriz

by
by
bs
Siy solo si |A| # 0. En este caso,
1 2 =3
Al=|7 2 0]=30#£0,
1 =12 19

por lo tanto, el sistema anterior es consistente para toda matriz de la forma

by
by
bs

Se concluye que T es sobre.

Definicién 3.5.4 (Composicién de transformaciones lineales) Sean V, W
y Z espacios vectoriales. Si'Ty : V — W y Ty : W — Z son transformaciones
lineales, entonces la componsicion de Ty con T, denotada por Ty o T}, es la
transformacion de V en W definida como:

(To 0 TY)(v) = To(T1(v)), VvelV.

Ejemplo 3.5.4 Considere las transformaciones Ty : R® — R? y T, : R? —
P, definidas como:

aq

| a1 + 2ay — 3ag by _

([2]) -] 5 m(B]) e
3

Determine la composicion de Ty o T7.

Solucién:
a1 a1
TQ e} Tl a9 = T2 Tl as s
a3 a3

- T a; + 2@2 - 3(13
o 2 7&1 + 2(12 ’

= 2(a1 + 2as — 3az)x + (Tay + 2as).
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Teorema 3.5.3 Sean VW y Z espacios vectoriales y sean Ty : V. — W y
Ty : W — Z transformaciones lineales, entonces la composicion de Ty y Th
es también una transformacion lineal.

Demostracién: Sean u y v elementos de V, y k es un escalar, entonces

a)
(TgOTl)(u+V) = TQ(Tl(u ))
= T5(T\(u) +T1(v)), T1 es una transformacién lineal
= Ty(Ti(u)) + T3(T1(v)), Ty es una transformacion lineal
= (GoT)(u) + (Tr 0 Ty)(v).

(Ty 0 Th)(ku) = Ty(kTi(u)), T es una transformacién lineal

= kTy(T1(u)), T es una transformacién lineal
= k(TyoTy)(u). |}

Teorema 3.5.4 St V, W y Z son espacios vectoriales de dimension finita
con bases S, S" y S”, respectivamente, y si ademas, Ty : V. — W es una
transformacion lineal cuya representacion respecto a las bases S y S’ es la
matriz Ay, y de la misma manera, To : W — Z es una transformacion lineal
cuya representacion respecto a las bases S" y S” es la matriz Ay , entonces
AsAq es la matriz que representa a Ty o Ty respecto a las bases S y S”

Demostracion: De acuerdo con el teorema 3.3.1, las matrices A; y A, sat-
isfacen las siguientes relaciones,

[T1(x)]sr = Ai[x]s, (3.21)

[T2(y)]sn = As[yls (3.22)

Como To o T} : V — W, entonces por el teorema 3.3.1, la matriz Az que
representa a Ty o T} respecto a las bases S y S” debe satisfacer:

(T3 0 Th)(x)]sn = A3[x]s.

Por lo tanto,

As[x]s = [(Ty o T1)(x)]s,
= [T((Th)(x))]sm,

= Ay[Ti(x)]s,  Aplicando la ecuacién 3.21
= AA[x]s. Aplicando la ecuacion 3.22

Como A3 es Unica, entonces Az = AsA;. |
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Ejemplo 3.5.5 Para el ejemplo 3.5.4 verifique que el teorema anterior se
satisface para las bases candnicas de los espacios involucrados.

Solucién: En este caso las bases S, S’ y S” son:
1 0 0 1 0

s ABLETBIY s—(a1 ) s-nm
0 0 1

La matriz que reprenta a 77 respecto a las bases S y S’ es:

12 -3
Al[? 2 o]

La matriz que reprenta a 15 respecto a las bases S’ y S es:

20
a=|0 0]

La matriz que representa a la composicién T o T7, respecto a las base S y
S" es:

2 011 2 =3
AZAl_{o 1“72 0}’
[2 4 -6
T T2 o

Ahora, sea x un vector cualquiera de R3, donde,

ai
X = a9 y
as

como S es la base candnica para R?, entonces x = [x]g, y de acuerdo con el
teorema 3.3.1,

[T()ls = Aslz]s,

24 6] | ™
“ 72 ol ®|
as

. 2@1 + 4(1,2 - 6@3
N Tay + 2as
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de manera que,

a1
T as = (2a; + 4ay — 6a3)z + Tay + 2as.
as

Definicién 3.5.5 (La inversa de una transformacién lineal) La trans-
formacion lineal T -V — W se conoce como invertible si existe una funcion
Ude Wen V talqgue U o T es la identidad sobre V y T o U es la identidad
sobre W. Hemos probado que si T es invertible, entonces la inversa es unica
y se denota por T—'; ademds, T es invertible si y solo si T es uno a uno y
sobre. (ver seccion A.1.1)

Teorema 3.5.5 Si T : V. — W es una transformacion lineal invertible,
entonces T~1 es también una transformacion lineal.

Demostracion: a) Sean w; y wg elementos de W y sean vy y vy dos
vectores en V tales que, T"1(wy) = v; y T H(wy) = Vo, es decir, v;
y Vo son los tnicos vectores que T aplica a w; y wq, respectivamente.
Por lo tanto,

T(V1 —|— V2) = T(Vl) —|— T(VQ) = Wi —|— Wo.

La tdltima igualdad muestra que, v+ Vs, es el inico vector que T aplica
a Wi + Wy, de manera que,

T_I(Wl + WQ) =V]+Vy= T_I(Wl) + T_I(WQ).

b) Si k es un escalar, y, wy y vy son como en el inciso anterior, entonces,
T(kvy) = kwy; por lo tanto,

T_l(kzwl) = le = ]{IT_l(W1>. I

Teorema 3.5.6 Si T :V — W es una transformacion lineal, donde V y W
son espacios vectoriales tales que dim(V') = dim(W), entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) T es invertible.
b) T es no singular.

c) T es sobre.
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Demostracién: a) = b) Si T es invertible, entonces es uno a uno y por el
teorema 3.5.1 ker(T) = {0}; es decir, T es no singular.
b) = ¢) Si T es no singular, entonces v(7") = 0. Por el teorema de la dimensién
(teorema 3.2.3) se tiene,

p(T)+v(T) =n.

En este caso, p(T) = n; es decir, dim(R(T)) = n. De manera que R(T)
tiene una base con n vectores. Como R(7') es un subespacio de W y W tiene
dimension n, entonces R(T') = W, lo cual significa que T es sobre.

c) = a) Si T es sobre, entonces R(T) = W, por lo tanto, dim(R(T)) =
dim(W) = n. Por el teorema de la dimension:

v(T)=n—p(T)=n—-n=0.

Por lo tanto, ker(T) = {0}, lo cual implica que T es uno a uno. Finalmente,
T es uno a uno y sobre, por el teorema A.1.3, T es invertible. |

Ejemplo 3.5.6 SeaT : R® — R3 la transformacidn lineal definida mediante,

x T+ 2y — 2z
T Y = 2z + 4z
z —x 4+ 2y

Determine si T es invertible, en caso afirmativo halle T~*.

Solucién: Por el teorema anterior, T sera invertible si y solo si T es no
singular. Investiguese si T es o no singular; es decir, determine el kernel de
la transformacion.

x r+ 2y — 2z 0
T Y = 2z + 4z =10
z —x + 2y 0

La ecuacion anterior nos conduce al sistema de ecuaciones,

r+2y—2z = 0
2x + 4z = 0
—x + 2y = 0

El sistema matricial equivalente correspondiente es:

1 2 =2 T 0
20 4 y| =160
-1 2 0 z 0
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De acuerdo con el teorema 77, este sistema tendra unicamente la solucién
trivial si y solo si, |A| # 0. En este caso |A| = 12; por lo tanto, el sistema tiene
solamente la solucion trivial, en consecuencia, T es no singular y finalmente,
T es invertible.

Para determinar la inversa de T recordemos que para todo b = (by, by, b3), vy
x = (z,y, z), se debe cumplir que

Tx)=b y T 'b)=x

Por lo anterior,

x x4+ 2y — 2z by
T Y = 20 + 4z = | by
z -+ 2y b3

La ecuacién anterior nos conduce al sistema de ecuaciones,

r+2y—22 = b

2x 4+ 4z = by
El sistema matricial equivalente al sistema anterior es,
1 2 =2 x by
-1 2 0 z b3

Para hallar la solucién del sistema, como A es invertible, determine su inversa.
Para este caso,

1 4 2 —4
= o 21 4
-2 2 2
por lo tanto,
T 1 [ 4 2 —4 by
Yy = E 2 1 4 b2 s
z | —2 2 2 b3
1 [ 4b; + 2by — 4b4
= E 2b1 —|— bQ + 4b3
| —2b1 + 202 + 203
De manera que,
b1 i 1 4b1 + 2b2 — 4b3
Til bz = Yy = E 2()1 + bg + 4b3

bg z —2b1 -+ 2b2 -+ 2b3
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Teorema 3.5.7 Sean V.W y Z espacios vectoriales. St Ty : V. — W y
Ty - W — Z son transformaciones lineales invertibles, entonces Ty o Ty es
wnvertible y su inversa es:

(ThooTy) ' =T o Tyt

Demostracion: Se demostré en la seccion A.1.1.

Teorema 3.5.8 SiT :V — V es una transformacion lineal invertible, y sea
A la matriz que representa a T respecto a una base S para V, entonces A~*
es la matriz que representa a T~ respecto a la base S.

Demostracion: Como T es invertible, entonces existe la transformacién
lineal 77! tal que, T-! oT = T; = donde T es el operador identidad.
Sean A y B las matrices que representan a 7'y a T~! respecto a la base
S, respectivamente, entonces de acuerdo con el teorema 3.22, la matriz que
reprenta a T~! o T es por un lado, el producto BA. Por otra pate, la matriz
que representa a la transformacion identidad es la matriz identidad, como se
vio en el ejemplo 3.3.3. Como la matriz que representa a una transformacion
lineal respecto a una base es tnica, entonces, BA = I. Como A es una matriz
cuadrada, entonces A es invertible y B es su inversa (teorema 1.3.7); es decir,

B=A"1 |

Ejemplo 3.5.7 Considere la transformacion del ejemplo 3.5.6

x x4+ 2y — 2z
T Y = 2z + 4z
Z —x 4+ 2y

Determine la transformacion inversa acorde con el teorema anterior.

Solucién: Sea S = {e;, ey, e3} la base candnica para R?, entonces la matriz
que representa a T respecto a esta base es,

Ar = [T(e1),T(ez),T(es3)],

1 2 =2
= 2 0 4
-1 2 0
La inversa de esta matriz es,
1 4 2 —4
Apyt=—| 21 4
(4r) 12
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De acuerdo con el teorema anterior, la representaciéon de la inversa de T
respecto a la base estdndar serd justamente (A7) ~!. Por otro lado, de acuerdo
con el teorema 3.3.1,

(A7) "'yls = [T(¥)]s.

Como S es la base estandar, entonces, [y]s = y; por lo tanto,

(Ar)y =T \(y).

b
Siy=| by |, entonces,
bs
b1
,Ti1 bg = (AT>71y,
bs
1 4 2 —4 by
= 13 21 4 bo
| -2 2 2 b3
] [ 4by + 20y — 4bs
= 2b1 + by + 4b3
| =201 + 209 + 203

3.5.2. Definicién y ejemplos de espacios isomorfos

Definicién 3.5.6 Si T :V — W es una transformacion uno a uno y sobre,
entonces se dice que T es un isomorfismo de V sobre W. Ademds, se dice
que 'V es isomorfo a W.

Ejemplo 3.5.8 Si V es cualquier espacio vectorial, entonces V es isomorfo
a V, pues la transformacion identidad es un isomorfismo de V sobre V.

Teorema 3.5.9 Si V es isomorfo a W, entonces W es isomorfo a V.

Demostracion: Como V es isomorfo a W, entonces existe un isomorfismo
T:V — W.Como T es invertible, entonces 77! : W — V es un isomorfismo
de W sobre V; por lo tanto, W es isomorfo a V. |}

Por el teorema anterior, simplemente diremos que V y W son isomorfos cuan-
do exista un isomorfismo T de V sobre W.

Teorema 3.5.10 Sean V, W y Z espacios vectoriales tales que, V y W son
isomorfos y por otra parte, W y Z son isomorfos, entonces V y Z son iso-
morfos
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Demostracién: Como V y W son isomorfos, entonces existe un isomorfismo
T, : V. — W, de la misma manera, como W y Z son isomorfos, entonces
existe un isomorfismo 75 : W — Z, de manera que: To 0T} : V — Z es un
isomorfismo de V sobre W; por lo tanto, V 'y W son isomorfos. |}

Teorema 3.5.11 Si V es un espacio vectorial de dimension n, sobre el cam-
po de los reales, entonces V es isomorfo con R™.

Demostracién: Sea S = {vy,vsy,...,v,} una base para el espacio V y sea
T la transformacién 7' : V' — R” definida como T'(v) = (v)g; es decir, T
asigna a cada vector v en V su vector de cordenadas respecto a la base S.
Como se vio en el ejemplo 3.1.4, T es una transformacion lineal; ademas, por
el teorema 2.4.9, T es uno a uno , y finalmente, por el teorema 3.5.1 T es
sobre; de manera que, T es un isomorfismo de V sobre R™; por lo tanto, V y
R™ son isomorfos. |}

Ejemplo 3.5.9 El teorema anterior nos permite establecer formalmente el
1somorfismo entre M1 y R™. Durante el curso hemos hecho uso de este iso-
morfismo, cambiando un espacio por otro cuando ha resultado conveniente.

Teorema 3.5.12 Si V y W son espacios vectoriales de dimension finita,
entonces V' y W son isomorfos si y solo si dim(V') = dim(W).

Demostracién: =) Supdngase que V' y W son isomorfos y que dim (V') = n.
Sea S = {vy,Vvs,...,v,} una base para V y sea T': V' — W un isomorfismo
de V sobre W. Se probard que S’ = {T'(vy),T(v32),...,T(v,)} es una base
para R(T). En efecto, como T es uno a uno, de acuerdo con el teorema 3.5.2
S’ es linealmente independiente; ademads, por el teorema de la dimensién se
tiene

n = dim(ker(T)) + dim(R(T)).

Como T es uno a uno, entonces dim(ker(T")) = 0; por lo tanto, n = dim(R(T)).
Ahora, como S’ contiene n vectores que generan un espacio vectorial de di-

mensién n, entonces de acuerdo con el teorema 2.4.6, S’ es una base para

R(T). Por tultimo, como T es sobre, entonces R(T') = W, luego, dim(V') =

dim(W).

<) Si dim(V) = dim(W) = n, entonces, de acuerdo con el teorema
3.5.11, tanto W como V son isoformos a R". Finalmente, el teorema 3.5.10
nos permite concluir que W y V son isomorfos. |}

Ejemplo 3.5.10 Determine si Py y R3 son isomorfos, en caso afirmativo
determine un isomorfismo T : Py — R3.
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Solucién: Como P, y R3 tienen la misma dimensién, entonces el teorema
anterior afirmar que son espacios isomorfos. Para determinar un isomorfismo
T : P, — R3, considérese la base canénica S = {1, x,2?} para P,, de manera
que, T : P, — R? definida como T'(p(x)) = (p(z))s define un isomorfismo de
P, sobre R®. Demanera explicita se tiene:

T(az* + bx +¢) = (a,b,¢).

Ejemplo 3.5.11 Determine si Moxo y P3 son espacios isomorfos.
Como los dos espacios son de dimension 4, de acuerdo con el teorema ante-
rior, estos espacios son isomorfos.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En el capitulo anterior vimos como representar a una transformacion
lineal mediante una matriz y como ésta se modifica cuando cambiamos de
coordenadas. En este caitulo trataremos de hallar un sistema de coordenadas
en el cual, la representacion matricial de la transformacion lineal sea lo més
simple, esto nos conduce al problema de la diagonalizacién de matrices que
a su vez requiere del desarrollo del problema de los eigenvalores, lo cual
trataremos en la primer seccién. Este capitulo se concluye con dos aplica-
ciones directas de la teoria deasarrollada durante el curso y finalmente, se
bosquejara lo que se conoce como forma canodnica de Jordan.

4.1. Valores y vectores caracteristico

Definicién 4.1.1 (Eigenvalores y eigenvectores) Si A es una matriz de
nzn, entonces un vector x # 0 en R™ se denomina eigenvector de A si,

Az = Az, (4.1)

para algun escalar \. Este escalar se conoce como eigenvalor, valor carac-
teristico o valor propio de A correspondiente al eigenvector x.

La ecuacion 4.1 nos plantea el problema de determinar los eigenvalores y los
eigenvectores correspondientes para una matriz A. Para tal fin se procede de
la siguiente manera. La ecuacion 4.1 puede expresarse como,

Ax = M x. (4.2)
De la ecuacién 4.2 se obtiene,

(M — A)x = 0. (4.3)

207
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Si A es un eigenvalor de la matriz A, entonces la ecuacién 4.3 debe admitir
soluciones no triviales. De acuerdo con el teorema 2.4.15 la ecuacién 4.3 tiene
una solucién no trivial si y solo si,

det(\I — A) = 0. (4.4)

La ecuacién 4.4 se conoce como ecuacion caracteristica de la matriz A.

4.1.1. Definiciéon y polinomio caracteristico

Para comprender la estructura de la ecuacién 4.4, representemos a la
matriz A en términos de sus entradas; es decir,

a1 G2 ... Qi1

21 A2 ... Q9p
A= . .

Ap1 Qp2 ... QApp

Sustituyendo la matriz anterior en la ecuacion 4.4 obtenemos,

A — a1 a12 P QA1n
a921 A — a2 ... a9
det(\] — A) = "
an1 Ano2 T N/ H

Todos los productos elementales del determinante anterior contienen al
menos un factor de la diagonal principal, por lo tanto, cada producto ele-
mental del determinante es un polinomio en A. El producto elemental que
proviene de la diagonal principal es, (A—aq1)(A—ag2)...(A—ags). Este término
es un polinomio de grado n, donde el coeficiente de A" es 1. Por lo anterior,
la ecuacién caracteristica representa un polinomio de grado n.

Definicién 4.1.2 (Polinomio caracteristico) Dada una matriz de tamarno
nan, se conoce como polinomio caracteristico de la matriz A, y se representa
por P(X), al polinomio de grado n que resulta del desarrollo de la ecuacion
caracteristica de la matriz A; es decir,

PO\) =det(M\ — A) = X"+ A" e\ 2+, (4.5)
De acuerdo con la ecuacion caracteristica se tiene,

detOMN — A) = X"+ N e\ 4, =0 (4.6)
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Por lo tanto, los eigenvalores de la matriz A corresponden a las raices de
su polinomio caracteristico. Por el teorema fundametal del algebra, sabemos
que un polinomio de grado n tiene a lo méas n raices diferentes. En general,
determinar las raices de un polinomio no es una tarea sencilla; sin embargo,
cuando los coeficientes en todos los términos del polinomio caracteristico son
enteros, pueden ser ttiles los siguientes resultados.

a) Si{A1, A2, ..., A} son las raices del polinomio caracteristico, entonces

P()\) = \" + Cl)\nil —|—Cg)\n72 oot ey = ()\ — )\1)()\ — /\2) . ()\ — )\n>

b) Las raices enteras del polinomio, si éstas existen, deben ser divisores
del término constante c,.

En general, las raices del polinomio caracteristico pueden ser irracionales o
incluso nimeros complejos. El tratamiento de los espacios vectoriales dentro
del campo de los nimeros complejos queda fuera del alcance de este curso.

Ejemplo 4.1.1 Determine los valores propios de la matriz A, donde
-4 -2
A= .
]
Solucion: De acuerdo con la ecuacién 4.5 tenemos,

P(\) = delﬁ(AI—A):’A+4 2',

-3 A-3
= A+4)A=3)+6=N+A1—6=(A+3)(A—2)=0.
Por lo anterior, los eigenvalores de la matriz A son:
{ A\ = —3,
Ao = 2.
Ejemplo 4.1.2 Determine los valores propios de la matriz A, donde

A:

[\ORE )
[NORE NI V)

3
1
1
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Solucion: En este caso la ecuacién 4.5 nos conduce a,

A—2 —2 -3
PO\ = detOd —A)y=| —1 x—2 —1]|,
—2 2 A—-1

= XM -5\+21+8=0.

Como los coeficientes del polinomio caracteristico son niimeros enteros, trate-
mos de determinar si éste tiene raices enteras. El procedimiento consiste en
verificar si los divirores del término constante son raices del polinomio. En
este caso los divisores de 8 son: +1, +2, +4, +8. Sustituyendo A\ = —1 en el
polinomio caracteritico obtenemos,

P(=1) = (1)’ =5(=1)* + 2(-1) + 8 =0,

por lo tanto, -1, es una raiz del polinomio.
Por otro lado sabemos que,

PQA) =AM+ 1A= 2)A=A3) = A+ DA

donde
Py(A) = (A = A2)(A = A3)

Por lo anterior, P,(\) puede determinarse dividiendo el polinomio carac-
teristico entre (A + 1) . El resultado de esta divisién es:

PN =X —=6A+8=(A—2)(A—4)

En este caso P, resulto factorizable por simple inspeccion, en otros casos es
necesario utilizar la formula general para la ecuacion de segundo grado.
Finalmente, los eigenvalores para la matriz A son:

A =1,
Ao = 2,
A3 = 4.

4.1.2. Calculo de vectores caracteristicos

Una vez que sabemos como determinar los eigenvalores de una matriz
dada, nuestro siguiente objetivo es determinar los eigenvectores correspon-
dientes con dicho eigenvalor. Estos eignvectores deben satisfacer la ecuacién
4.3. El espacio de soluciones de esta ecuacion se conoce como eigenespacio
de A correspondiente al eigenvalor \, denotaremos este eigenespacio mediante
Vi.
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Ejemplo 4.1.3 Determine los eigenvectores correspondientes a los eigenval-
ores de la matriz A del ejemplo 4.1.1.

Solucidén: La matriz del ejemplo 4.1.1 es:
—4 =2
A= )
]
Usando la matriz anterior, la ecuacion 4.3 se expresa como:

[H—g A—gm]:[ﬁ] (4.7)

Los eigenvalores determinados para la matriz A fueron: \y = =3y Ay = 2.

a) Sustituyendo \; = —3, en la ecuacién 4.7 obtenemos:

ERiiMEI

La solucion del sistema anterior es el eigenespacio:

Vi, = {[ :; ] : [ :; } =1 [ _i } , Ppara cualquier escalar t}.

De manera que para t = 1, [ a

A= -3

1 } , es un eigenvector para el eigenvalor

b) De la misma manera que en el inciso anterior, sustituyendo Ay = 2, en
la ecuacién 4.7 obtenemos:

ERIMENS

La solucion del sistema anterior es el eigenespacio:

[ 1 :
Vy, = { i ] : [ Z:j } =t [ 3 } , para cualquier escalar t}.

Parat =1,

3 } , es un eigenvector para el eigenvalor A = 2.

Ejemplo 4.1.4 Determine los eigenvectores correspondientes a los eigenval-
ores de la matriz A del ejemplo 4.1.2.
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Solucion: La matriz del ejemplo 4.1.2 es:

2 23
A=1]1 21
2 =21

Para esta matriz, la ecuacién 4.3 se expresa como:

A—2 —2 -3 T 0

1 A=2 —1|]ly|=]0]. (4.8)
—2 2 A—1 z 0

Ademas, los eigenvalores de la matriz A son: A\ = —1, Ay =2, A3 = 4.
a) Sustituyendo el eigenvalor \; = —1 en la ecuacién 4.8 obtenemos,

-3 -2 -3 x 0
1 =3 -1 | |yl|l=1]o0
—2 2 =2 z 0

La solucion del sistema anterior es el eigenespacio,

x T —1
Vi, = yl:lyl| =t 0 | , para cualquier escalar t
Z z 1
-1
Parat =1, 0 | , es un eigenvector para el eigenvalor \; = —1.
1

b) Sustituyendo el eigenvalor Ay = 2 en la ecuacién 4.8 obtenemos,

0 -2 -37[z= 0
-1 0 -1 yl=10
-2 2 1 z 0

La solucion del sistema anterior es el eigenespacio,

x T —1
Vi, = yl:|ly| =t —% , para cualquier escalar t
z z 1
-2
Parat =2, | —3 |, es un eigenvector para el eigenvalor \y = 2.

2



Algebra lineal 213

¢) Sustituyendo el eigenvalor A3 = 4 en la ecuacién 4.8 obtenemos,

2 -2 -3 T 0
—1 2 -1 y | =10
-2 2 3 z 0

La solucion del sistema anterior es el eigenespacio,

x x 4
Vi = yl:1ly | =t g , Ppara cualquier escalar t
B z 1
o
Parat =2, | 5 |, es un eigenvector para el eigenvalor \3 = 4.
2

Teorema 4.1.1 Una matriz cuadrada A es no singular, si y solo si A = 0
no es un eigenvalor de A.

Demostracion: Consideremos el polinomio expresado por la ecuacion 4.5.
P\) =det(MN — A) = X"+ A" 4 e\ 2 e, (4.9)
Sustituyendo A = 0 obtenemos,

det(—A) = ¢,
(—1)"det(A) = ¢, teorema 1.4.6a

Ahora, A = 0 es un eigenvalor de A siy solo si ¢, = (—1)"det(A) = 0. Luego,
¢n = 0 siy solo si det(A) = 0; es decir, A = 0 es un eigenvalor de A si y solo
si A es una matriz singular. |

Este resultado lo incorporaremos a nuestro teorema resumen.

Teorema 4.1.2 Si A es una matriz de tamano nxn, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

a) A es invertible.
b) Az=0 solo tiene la solucidn trivial.
c) A es equivalente respecto a los renglones a I, .

d) Az=b tiene solucion inica para toda matriz b de tamano nxl.
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e) detA #0.

f) A tiene rango n.

g) Los vectores renglon de A son linealmente independientes.
h) Los vectores columna de A son linealmente independientes.

i) 0 no es un eigenvalor de A.

4.2. Semejanza

Definicién 4.2.1 (Matrices semejantes) Si A y B son matrices cuadradas
y st existe una matriz no singular P tal que,

B =P AP, (4.10)
entonces se dice que B es semejante a A.

Ejemplo 4.2.1 Para cualquier matriz cuadrada A, A es semejante a A. En
efecto, si A es una matriz de tamano nxn, entonces, P = I,,, permite que A
satisfaga la ecuacion 4.10.

Ejemplo 4.2.2 De acuerdo con el teorema 3.4.1, la matrices que representan
a una transformacion lineal T : V' — V respecto a bases diferentes son
semejantes.

Ejemplo 4.2.3 Verifique que la ecuacion 4.10 se satisface para las matrices

A, By P, donde,

300 100 00 1
A=|-210]|, B=|020|, P=|10 -1
~10 2 00 3 01 —1

Para verificar que la ecuacién 4.10 se satisface se obtendra la inversa de la
matriz P por cualquiera de los métodos estudiados en el capitulo 1. En este
caso,

pt=

— =
o O =
O = O
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Finalmente,

1 101 3007100 1

P'AP = |1 0 1 -210 10 -1/,
100 -102][01 -1
1 1 070 0 3] 100
= |10 1 10 -3|=020],
|1 00] [0 2 =3 00 3
= B.

Teorema 4.2.1 Si B es semejante a A, entonces A es semejante a B.

Demostracién: Como B es semejante A, entonces existe una matriz invert-
ible P tal que,

P'AP = B,
AP = PB, multiplicando por P por la izquierda.
A = PBP7', multiplicando por P~! por la derecha.

Finalmente, haciendo Q@ = P~! en la tltima ecuacién obtenemos,

A=Q 'BQ.
De acuerdo con la definicion, A es semejante a B. De aqui en adelante sim-

plemente diremos que A y B son semejantes. |

Teorema 4.2.2 Si A y B son matrices semejantes y, B y C también lo son,
entonces A y C son semejantes.

Demostracion: Como A y B son semejantes, entonces existe una matriz

invertible P tal que,
A= P 'BP. (4.11)

De la misma manera, como B y C son semejantes, entonces existe una matriz
invertible Q tal que,
B=Q'CQ. (4.12)

Sea R = P, entonces por el teorema 1.3.2 la matriz R es invertible y su
inversa es, R~! = P~'Q~!. Sustituyendo la ecuacién 4.12 en 4.11 obtenemos,

A = PHQTCQ)P,

= (@P)"'c(Qpr),
— R'CR

Con lo cual se concluye que A es semejante a C.
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Teorema 4.2.3 Si A y B son matrices semejantes, entonces det(B) = det(A).

Demostracion: Como A y B son semejantes, entonces existe una matriz
invertible P tal que,
B =P AP,

por lo tanto,
det(B) = det(P~*AP)

por el teorema 1.4.11, la ecuacién anterior puede expresarse como,
det(B) = det(P~")det(A)det(P.)
Finalmente, por el corolario 1.4.1 tenemos,
det(P~Y)det(P) = 1,
con lo cual se concluye que, det(B) = det(A). |}
Teorema 4.2.4 Las matrices semejantes tienen los mismos eigenvalores.

Demostracion: Probaremos que las matrices semejantes tienen el mismo
polinomio caracteristico, con lo cual se concluira el enunciado del teorema.
Consideremos que A y B son matrices semejantes con polinomios caracteristi-
cos Ps(A) y Pg(\), respectivamente. En este caso,

Pa(\) = |\ — A (4.13)

Ps(\) = |M — B (4.14)

Ademas, como A y B son semejantes, entonces existe una matriz invertible
P tal que,

B=P'AP,
Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién 4.14 obtenemos:
Pp(\) = |\ — P 'AP|,
= [APT'P - P'AP|,
= |[PTYAP - AP)],
= |P"Y\IP - AP)|,
— [P (A - A)P)]
= |P7Y|(M — A)||P|, teorema 1.4.11
= |(AMI = A)|, corolario 1.4.1

= Ps(N). 1
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4.3. Diagonalizacion de matrices

Definicién 4.3.1 (Matrices Diagonalizables) Se dice que una matriz cuadra-
da A es una matriz diagonalizable, si es semejante a una matriz diagonal.

Ejemplo 4.3.1 La matriz A del ejemplo 4.2.3 es una matriz diagonalizable.

Teorema 4.3.1 Una matriz A de tamano nzn es diagonalizable si y solo si
tiene n eigenvectores linealmente independientes.

Demostracion:

a) Supongamos que A es diagonalizable. En este caso existe una matriz no
singular P y una matriz diagonal D tal que,

D =P AP (4.15)
La ecuacién anterior puede expresarse como:
AP = PD (4.16)

Representemos a las matrices A, P y D en términos de sus entradas,

a;y Q2 ... Qin P11 P12 --- DPin
A a?l CL'22 a?n pP= D21 p?2 «eo Pon 7
Ap1 Ap2 ... App Pn1t Pn2 ... Dnn
A O 0
0 X\ 0
D = .
0 0 ... M\,

El lado izquierdo de la ecuacion 4.16 puede expresarse en términos de los
vectores X, como,

AP = [Ax|Axs]| . . . |Ax,]
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De manera analoga, el lado derecho de la ecuacién 4.16 puede expresarse en
términos de los vectores x; como,

PD = [Ax1]AaXa] . . . | AnXy]
De manera que:
[Ax|AXs| . .. |Ax,] = [Mix1|[Aexa] . .. [ AnXy)
Con lo cual se concluye que,
Axj=Nx; 1 <j<n.

Como la matriz P es no singular, entonces por el teorema 4.1.2 podemos
concluir que los vectores x; son linealmente independientes.

b) Supongamos ahora que A tiene n eigenvectores linealmente independientes.
Si A; es el eigenvalor correspondiente al eigenvector x;, entonces,

Con estos eigenvectores construimos la matriz P cuya columna j-ésima es el
vector x;. De manera que,

P11 P12 ... DPin

P21 P22 .. D2n
P = [xq|xa]...|x,] = : o ]

Pn1 Pn2 --- DPnn

Como los eigenvectores x; son linealmente indepedientes, entonces el teorema
4.1.2, nos permite concluir que P es una matriz no singular.
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Ahora consideremos el producto matricial AP.

AP = [Ax;|Axs]. .. |Ax,),

- [/\1X1|)\2X2| N |)\nxn],
Aip11 Aepi2z oo ApDin

B AiD21 Aopaz ... ApDon

L )\lpnl )\2pn2 CIE )\npnn

-p11 P12 .-+ DPin A 0 ...0
- D21 P22 .. DPon 0 X ... O

L Pni Pn2 --- DPnn 0 0 Ce )\n
= PD.

Lo anterior nos permite concluir que D = P~'AP; es decir, A es semejante a
la matriz diagonal D, donde D es la matriz diagonal cuyas entradas son los
eigenvalores de la matriz A. |

Teorema 4.3.2 51 S = {x, @, ..., @} son eigenvectores de una matriz A
correspondientes a eigenvalores diferentes Ai, Ao, ..., Ak, entonces S es un
congunto linealmente independiente.

Demostracion: Supongamos que S es linealmente dependiente. Por el teo-
rema 2.4.3 sabemos que para algun i, 1 < ¢ < k, X; es combinacién lineal de
los vectores que le anteceden. Por lo tanto, podemos expresar x; como:

X; = a1X1 + a9Xo + . .. A;—1X;-1, (417)

donde el conjunto S” = {x1,Xa,...,X;_1} es linealmente independiente. Mul-
tiplicando la ecuacién 4.17 por A tenemos,

Ax; = a1 AXy + a2 AXy + ... a;_1 AX;_1, (4.18)
Como los x; son eigenvectores de A, entonces
Ax; = \x;, 1<j <k (4.19)
Sustituyendo las ecuacions 4.3 en la ecuacion 4.18 obtenemos,

)\ixi = al)\lxl + ag)\2x2 + ... ai,l)\i,lxi,l. (420)
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Ahora multiplicando la ecuacion 4.17 por \; obtenemos:
)\ixi = al/\ixl + CLQ/\Z‘XQ + ... CLZ'_1>\1'X»L'_1, (421)

Restando las ecuaciones 4.20 y 4.21 obtenemos,

0= CL1(>\1 — )\i)Xl + a2<>\2 — )\i)Xg —+ ... ai_l()\i_l — )\i)Xi—L (422)

Como S’ es un conjunto linealmente independiente, entonces todos los es-
calares en la ecuacién anterior valen cero, por lo tanto,

Como todos los eigenvalores son diferentes, entonces (A\; — ;) # 0 con lo cual
concluimos que, a; = as = -+ = a;_1 = 0, lo que a su vez indica que x; = 0.
Este resultado constituye una contradiccion, ya que x; es un eigenvector de

A. La contradiccion surge de suponer que S es linealmente dependiente, por
lo tanto, concluimos que S es linealmente independiente. |}

Teorema 4.3.3 St una matriz A de tamano nxn tiene n eigenvalores difer-
entes, entonces A es diagonalizable.

Demostracién: Sean \i, \o, ..., \, los eigenvalores de la matriz A, entonces
Axj = \jx;, 1 <75 <n.
Por el teorema anterior, sabemos que el conjunto de eigenvectores
{x1,X2,...,X,}
es linealmente independiente y por el teorema 4.3.1 A es diagonalizable. |}

Definicién 4.3.2 (Multiplicidad) Si A es una matriz de tamano nxn, en-
tonces su polinomio caracteritico puede expresarse como:

POA) = (A=) (A= X)) (A= \)F
donde ki, ko, ..., k. son numeros enteros tales que,
kv +ke+...+k =n

El exponente k; del factor (A — \;)¥ en el polinomio caracteristico se conoce
como multiplicidad de la raiz N;.
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Si la multiplicidad de cada raiz del polinomio caracterisico es 1, entonces,
éste tendra n raices diferentes y por el teorema 4.3.3, la matriz A sera diag-
onalizable. Sin embargo, podria suceder que una o mas raices del polinomio
aparezcan con una multiplicidad distinta de la unidad, en estos casos la ma-
triz podria ser o no diagonalizable, esto dependera de la dimensién de los
eigenespacios. De hecho, si la suma de la dimesiones de los eigenespacios es
igual con n, entonces A sera diagonalizable.

Ejemplo 4.3.2 Considere la matriz
—4 =2
A= )
5
Determine esta la matriz es diagonalizable, en caso afirmativo determine la
matriz P que la diagonaliza y verifique que se satisface la ecuacion,

P'AP = D.

Solucién: Esta matriz corresponde a la matriz del ejemplo 4.1.1. Sabemos
que la matriz tiene 2 eigenvalores diferentes; por el teorema 4.3.3, A es diag-
onalizable. Los eigenvalores de A son:

)\1:—3
Ay =2

En el ejemplo 4.1.3 hallamos los eigenespacios correspondientes y adi-
cionalmente, un eigenvector en cada eigenespacio.

Para \; = —3: [ _12 ] ,

-3

De acuerdo con el teorema 4.3.2, los eigenvectores correspondientes a eigen-
valores diferentes son linealmente independientes; por lo tanto, podemos for-
mar la matriz P con los eigenvectores anteriores, de manera que,

o[ 1]

La inversa de la matriz P es:

b L[3 1
- ,

Para \y = 2: { 1 ]

1 2
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Finalmente, verifiquemos que A es diagonalizada por P.

113 1 —4 -2 -2 1

—1 _ =
PmAP = 5_12“3 3“1—3}’

1731 6 2

o 501 2 -3 —6 |’

_ 110

~ 5| 0 =10’

=30

- 0 2

= D.

Ejemplo 4.3.3 Considere la matriz A del ejemplo 4.1.2. Determine una
matriz P que la diagonalice.

Solucidn: Los eigenvalores de la matriz A fueron determinados en el ejemplo
4.2. Los eigenvalores obtenidos son:

/\1 - —].,
Ao = 2,
A3 = 4.

En ejemplo 4.1.4 determinamos los eigenespacios correspondientes; ademés,
determinamos un vector en cada eigenespacio.

-1
Para \; = —1: 0 1,
1
—2
Para Ay = 2: -3
2

8
Para \3 = 4: o5 |,
2
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Estos tres vectores son linealmente independientes; por lo tanto, con ellos
podemos construir la matriz P,

-1 -2 8
P = 0 -3 5
1 2 2

Esta matriz P diagonaliza a la matriz A.

4.4. Matrices simétricas y diagonalizacién or-
togonal

Definicién 4.4.1 (Matrices simétricas) Dada una matriz A de tamano

nzn, se dice que A es simétrica si ésta es igual a su transpuesta; es decir,
A=AT .

Definicién 4.4.2 (Matriz ortogonal) Una matriz es ortogonal si ésta es
invertible y si su inversa es igual a su transpuesta; es decir, A7 = AT

Definicién 4.4.3 (Diagonalizacién ortogonal) Se dice que una matriz A
de tamano nxn es diagonalizable ortogonalmente, si existe una matriz ortog-
onal P tal que P"*AP es una matriz diagonal.

Teorema 4.4.1 Si A es una matriz de nxn, entonces,
a) A es diagonalizable ortogonalmente.
b) A tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores.

c) A es simétrica

Demostracion:

a) = b) Si A es diagonalizable ortogonalmente, entonces exite una matriz
ortogonal P tal que, P~'AP es diagonal. En la demostracién del teorema
4.15 se mostré que las columnas de P son los eigenvalores de la matriz A;
ademas, como P es ortogonal, entonces de acuerdo con el teorema 2.6.5 las
columnas de P son vectores ortonormales. De esta manera se concluye que A
tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores.

b) = a) Si A tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores, entonces con
estos vectores formamos las columnas de la matriz P. Por el teorema 4.15
sabemos que P diagonaliza a A; ademds, de acuerdo con el teorema 2.6.5 la
matriz P es ortogonal. Se concluye que A es diagonalizable ortogonalmente.
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a) = ¢) Si A es diagonalizable ortogonalmente, entonces existe una matriz
ortogonal P tal que,

P'AP = D,

donde D es una matriz diagonal. De la ecuacién anterior obtenemos:
A=PDpP".
Como P es una matriz ortogonal, entonces P7 = P~!, por lo tanto,
A=PDP".
Ahora determinemos la transpuesta de la matriz A.
AT = (PDPTYT = P(PD)" = PDTPT.

Como D es una matriz diagonal, entonces D = DT | con lo cual concluimos
que:

AT = pDPT = 4;
Es decir, A es simétrica.

¢) = a) La demostracién se omite, ya que queda fuera del alcance de este
curso.

Teorema 4.4.2 Si A es una matriz simétrica, entonces:
a) Los eigenvectores correspondientes a eigenvalores distintos son ortogonales.

b) Todos los eigenvalores de una matriz simétrica son nimeros reales.

Demostracién: a) En el elemplo 7?7 se demostré la siguiente relacién
para el producto euclideano interior: Si x y y son vectores en R" y A
es una matriz de nxn, entonces

(Ax,y) = (x,ATy)

Si x; y X; son eigenvectores de A correspondientes a eigenvalores difer-
entes \;, y A;, respectivamente. Entonces,

(Axi,x;) = (xi, ATx),
(x;, Ax;), A es simétrica
(Nixi, X)) = (x;,\jX;), X;y X;son eigenvectores de A

Xi(x;,x;) = Aj(x;,x;). Simetrfa y homogeneidad del producto interior
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La ultima ecuacion se puede expresar como,
<)\2 — )\j)(Xi,Xj> =0.

Como los eigenvalores son diferentes, entonces (A; — ;) # 0y, por lo
tanto,
<Xi7 Xj> = 0;

es decir, x; y X; son ortogonales.

b) La demostracién se omite ya que queda fuera del alcance de este curso.

Ejemplo 4.4.1 Considere la matriz simétrica,
4 -2
=[]
a) determine la matriz ortogonal P que la diagonaliza,

b) wverifique la ecuacion PTAP = D

Solucion:

a) Determinemos los eigenvalores de la matriz A:

- i ‘ = (A=4)(A\—4)—4 = N2 =8 +12 = (A—2)(\—6).

Las raices del polinomio caracteristico son: Ay = 2 y Ay = 6 . Los
eigenespacios que se obtiene al resolver la homogénea,

)

A—4 2
2 A4

Son:

Vi, = {[ i : [ i } =t { 1 } , para cualquier escalar t}.

[ 1 . .
Parat =1, p, = 1 } , €s un eigenvector para el eigenvalor A\; = 1.
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Para \y =6,
V\, = Tt = -1 ra cualquier escalar t
Xy = gy |~ | |+ paracualqu scala. .
-1 . .
Parat =1, p, = 1 } , es un eigenvector para el eigenvalor A\, = 1.

Para finalizar, se normalizan los eigenvectores obtenidos. La matriz P

resulta ser,

PTAP

gr—— = o= ol
: 1T 1T

S

|

DN W~
|

=~ DN

—_

| — |

— =
|

— =

Sl =Sl
Sl =Sl

—_

Ejemplo 4.4.2 Consideremos la matriz simétrica

2 -1 0
A=| -1 2 0],
0 01

determine una matriz ortogonal P que la diagonalice.
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Solucion: Determinemos sus eigenvalores,

A—2 1 0
P(\) = 1 A=2 01,
0 0 A—1
= A=-D[A-2)*-1],
A — BN+ 7N -3,
= (A=-1>*N\-3).

Por lo anterior, los eigenvalores de la matriz A son: Ay = 1y Ay = 3.
Para determinar los eigenespacios, debemos resolver los sistemas homogéneos
[AiI — A] = 0. Los eigenespacios correspondientes a los eigenvalores obtenidos
son:

Para A\ =1,
T T 0 1
Vi, = yl|l:lyl|=r|0]+t]1 para cualquier pareja de escalares r,t
z z 1 0
1
Parar =0yt =1 p;, = | 1 |, es un eigenvector para el eigenvalor
0
A =1

0
Parar=1yt=0,py=| 0
1

Podemos apreciar que estos vectores son ortogonales.

Para \y = 3,
x T —1
W\, = yl:lyl|=t 1 |, para cualquier escalar t
z z 0
-1
Parat =1, p; = 1 |, es un eigenvector para el eigenvalor \y = 3.
0

Finalmente, se normalizan los eigenvectores anteriores y se construye la
matriz P. Ademads, recordemos que el orden en que se colocan los eigenvec-
tores para formar la matriz P, solo tiene efecto sobre el orden en que aparecen
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los eigenvalores en la matriz diagonal D. Por lo tanto, si formamos la matriz
de la siguiente manera,

11
V2 V2
P: i i 0 )
V2 V2
0 0 1
entonces
1 00
D=P'AP=1{0 3 0
0 0 1

4.5. Formas cuadraticas y seciones conicas

Definicién 4.5.1 (Formas cuadraticas) Si A es una matriz simétrica de
tamano nxn, entonces la funcion g : R™ — R definida como:

g(x) = ' Az, (4.23)
donde,
T
T2
T = . )
Tn
se conoce como forma cuadrdtica real en las variables x1,xo, ..., x,. La ma-

triz A se conoce como la matriz de la forma cuadrdtica g.

Ejemplo 4.5.1 Escriba de manera explicita la forma cuadrdtica para las
variables x y .

Para desarrollar la forma cuadrdtica debemos considerar una matriz simétri-
ca general de tamano 2z2. En este caso,

a b
=15 2]
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de modo que,

g(z,y) = z'Asz,

s 2]

_ [x,y][ax—kby}’

br + cy
= z(ax + by) + y(bz + cy),
= ax® + 2bxy + cy?.

Estructura de la forma cuadratica general

Si consideramos que x es una matriz de tamano nzl y que T es una
matriz de tamano 1zn, entonces podemos representarlas como:

X T11
X2 x21
€r= = s
Tn Tnl
T _ .. T T T _ 1.7 T T
x =[r], x5, .., =[], Toys oy Ty

Ademds, el producto Ax es una matriz de tamano nxl. Denotaremos a
sus entradas como [Ax]y,. Por otra parte, podemos observar que ' (Ax) cor-
responde al producto interior definido en el ejemplo ?7. Por lo tanto,

g(x) = z'(Awx),
—~ Z[wT]u[Aw]ﬂ,
_ i[f]lj;[fl]ﬂ[w]u,
= i;[aﬁ]ﬂ[z‘ﬂji[aﬁ]u,
_ Zzam

2
= E a”l'l—i— E CLijl’iZ'j.
)

i#]

Los términos a,;z;z; en la segunda sumatoria de la iltima ecuacién se conocen
como términos de producto cruzado en la forma cuadratica.
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Teorema 4.5.1 Sea ' Az una forma cuadrdtica en los valores x1, T, . . . , Ty,
donde A es una matriz simétrica. St P diagonaliza ortogonalmente a A y si
las nuevas variables yi,vyo, ...y, estan definidas por la ecuacion x = Puy,
entonces al sustituir esta ecuacion en &' Ax se obtiene,

' Az =y Dy = Z Nz,

i=1

donde, A\, Ag, ..., A\, son los eigenvalores de la matriz A y
A0 o0
poprap—| 0
00 . A

Demostracion: Como A es una matriz simétrica, entonces por el teorema
4.4.1, existe una matriz ortogonal P que diagonaliza a A. Ademas, las colum-
nas de la matriz P se forman con los eigenvectores normalizados de V, de
manera que,

A 0 ... 0
A ... O
D=PTAP = R
0 0 ... A\,
donde, A1, A, ..., A\, son los eigenvalores de la matriz A.

Si las nuevas variables se definen como
1
Yo
Yn
es decir, y = Px , entonces
g(x) = x'Ax,
= (Py)"A(Py),
= y'(PTAP)y,
= y' Dy,

= Z/\zyf |
=1
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Secciones conica

Uno de los problemas que se pueden abordar con la teoria desarrollada
en este curso, es el estudio de las conicas. A continuacién se desarrollara un
enfoque matricial para la interpretacion de la ecuacion de una cénica.

Definicién 4.5.2 (Ecuacién cuadréatica) Se conoce como ecuacion cuadratica
en las variables x y y a la ecuacion,

azx® + 2bry + cy* +dr +ey + f =0, (4.24)

donde, a,b,c,d,e, f son todos numeros reales y por lo menos uno de los
numeros a, b, c es diferente de cero.

Definicién 4.5.3 Dada una ecuacion cuadrdtica, se conoce como forma cuadrdtica
asociada al término,

az® + 2bxy + cy’. (4.25)

Las graficas de la ecuacion 4.24, se conocen como secciones conicas o sim-
plemente como coénicas. El nombre hace referencia a que dichas graficas se
obtienen al intersecar un cono circular recto de dos hojas con un plano. Las
secciones conicas pueden ser esferas, elipses, parabolas, hipérbolas e incluso
un punto, una recta, dos rectas, el conjunto vacio. Se conocen como casos
no degenerados a las esferas, elipses, pardbolas, hipérbolas, mientras que el
resto de las gréaficas se conocen como casos degenerados.

Se dice que una coénica no degenerada se encuentra en posicién estandar,
normal o candnica, si su ecuacion se pueden expresar en una de las formas
que se muestran en la tabla 4.1. Las graficas estas ecuaciones se muestran en
la figura 4.1.

Podemos observar que ninguna cénica en su posicién normal contiene el
término de producto cruzado xy. Podemos notar, ademas, que las ecuaciones
no contienen simultdneamente los términos 2 y x ni tampoco y? y y. Si
la ecuaciéon de la conica contine el término cruzado xy, este hecho implica
que la cénica estd rotada y posiblemente transladada respecto a su posicion
estdandar. Si la ecuacion de la conica contiene el término cuadrético y lineal
en al menos una de las variables, de manera simultanea, entonces la conica se
encuentra transladada y posiblemente rotada respecto a su posicion estandar.
En la figura 4.2 se muestran algunas de las posibles graficas.
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Tabla 4.1: Ecuaciones de las cénicas en posicion estandar

’ Cénica \ Ecuacién ‘
a) Circunferencia ”’;—3 + z—z =1
b) Elipse ﬁ—;—i—é’—;:l; a>b>0
c) Elipse §—§+g—§:1; b>a>0
d) Parabola > =ay; a>0
e) Parabola ¥ =ay; a<0
f) Parabola y* =ax; a>0
g) Pardbola y*=ar; a<0
h) Hipérbola z—z—g—;: i a>0,b>0
i) Hipérbola Y2 =1 a>0,b>0




Algebra lineal 233

AY

"a"”/ \m,o; ) K% \ \
=

o Y x

kJ (2.0 (0.2) (-a.0 (@,0)
(0.-a) (0.-b)
. 0,-b
a)Circunferencia b)Elipse ) (0.0)
C)Elipse
y
y y
A A A
> X
> X
> X
d)Parédbola
e)Parabola f)Parabola
y y
A A AY
> X (-a,0) (a,0) X \\%‘ X
> % >
g)Pardbola h)Hipérbola i)Hipérbola

Figura 4.1: Secciones cénicas en posiciones canénicas

Teorema 4.5.2 (Teorema de los ejes principales para R?) Sea
azx® + 2bry + cy* +dr +ey + f =0,
la ecuacion de una conica C, sea
x' Az = az® + 2bxy + ¢y,

la forma cuadrdtica asociada, entonces los ejes de coordenadas se pueden
girar de modo que la ecuacion de la conica en el nuevo sistema de coordenadas
'y’ sea de la forma,

)\193’2+)\2y’2—|—d'3:'+e’y’~|—f — 0’

donde A\ y Ay son los eigenvalores de A. La rotacion se puede efectuar me-

diante la sustitucion € = Pa/, donde P diagonaliza ortogonalmente a ' Ax
y det(P) = 1.
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- X x

>

Elipse rotada Parabola transladada Hipérbola rotada y transladada

Figura 4.2: Secciones cénicas rotadas o transladadas

Demostracion: La ecuacién 4.24, puede representar como:
x'Ax + Bx+ f =0, (4.26)

donde

x:[z], A:[Zﬂ y B=|[de]

Como A es una matriz simétrica, entonces de acuerdo con el teorema 4.5.1,
existe una matriz ortogonal P tal que, PTAP es una matriz diagonal; de

manera mas precisa,
A 0
T _ 1
PTAP { . }

donde A\ y A9 son los eigenvalores de la matriz A.
Si hacemos x = Px’, y sustituimos en la ecuacién 4.26 obtenemos,

xTAx+Bx+f = 0,
xXTPTAPX + BPX' +f = 0,
xTDPx' + BPx' + f = 0, (4.27)

haciendo

X:{ZE]7 X/:{l”:}, y P:[pll 1012}7
Yy Yy P21 P22

y sustituyendo en la ecuacién 4.27 obtenemos,

[x',y’][?; fQ] [ﬂﬂd,e]{g; 522} [ﬂw =0,

M 4 Aoy? + (dpuy + epar)a’ + (dpra + epa)y’ + f = 0. (4.28)
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Finalmente, sean

d = dp11 + epn

e’ = dpia + epay

entonces la ecuacion 4.28 se expresa como:
)\193’2+)\2y’2—|—d'33'+e’y’~|—f —0.

Como vimos en el ejemplo 2.6.5, para una rotacién positiva; es decir, en el
sentido contrario de las manecillas del reloj, los ejes 2’ ¢/ estan a lo largo de
los vectores propios de la matriz A y ademas, detP = 1. Para garantizar que
tengamos una rotacion positiva, podemos intercambiar los eigenvectores en
la matriz P cuando sea necesario. Sabemos también que si x es un eigenvector
de A, entonces —x también sera un eigenvector de la matriz , lo cual equivale
a multiplicar una columna de P por (-1), todo con el fin de que detP = 1.

Ejemplo 4.5.2 Describa y grafique la conica representada por la ecuacion
cuadrdtica,
52% + 5y? — 8xy — 36 = 0.

Solucidn: La ecuacion cuadratica anterior puede expresarse como:

522 + 5y —8xy —36 = 0,
x'Ax - 36 = 0,

HH—E)AL ?Hﬂ—%zo' (4.29)

Determinemos los eigenvalores de la matriz A:

PO = ‘A—&’) 4 ‘

4 A-5
= (A—5)*-16.

Los eigenvalores de la matriz A son: Ay = 1y Ay = 9. Los eigenespacios
correspondientes pueden expresarse como:

Para A =1

T T 1
: =t , Ppara cualquier escalar t ¢ .
{ { y } { y } { 1 } b ! }
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De manera que parat =1, €| = { ] , es un eigevector de A.

1
Para A =9

x T —1
: =t , Ppara cualquier escalar t p .
{ { y } { y } { 1 } b ! }

-1 .
De manera que para t =1, e, = { 1 } , es un eigenvector de A.

Finalmente, con los eigenvectores normalizados construiremos la matriz

p.

1

v
V2

b
SRS

La matriz P diagonaliza ortogonalmente a la matriz A, ademas detA = 1,
de manera que no hay necesidad de intercambiar las columnas de P. La matriz
P representa una rotacion de 45°, como se estudié en el ejemplo 2.6.5. La
matriz P satisface la ecuacion:

A 0 1 0

T . 1 o

pAp_[ ; )\2}_{0 9].
Haciendo la sustitucion x = Px’ en la ecuacién 4.29 obtenemos:

2?4+ 9y? —36 =0,

de manera que,

Esta ecuacién representa una elipse con su eje principal sobre el eje 2’. Pueden
también consultarse la tabla 4.1 y la figura 4.1 para identificar dicha coénica.
La elipse se encuentra rotada respecto a su posicion estandar en un angulo
de 45°, como se muestra en la figura 4.3.
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o

~
0

Y

Figura 4.3: Elipse rotada

Ejemplo 4.5.3 Describa y grafique la conica representada por la ecuacion
cuadrdtica,

52 + 5y? — 8zy + 75v/2x — 105v/2y + 1089 = 0. (4.30)
Solucién: La ecuacién cuadratica anterior puede expresarse como:

522 4 5y — 8y + 75v/2x — 105v/2y + 1089 = 0,
x"TAx +Bx+f = 0,
[xH > _4] {ﬂ+[75\/§,—105\/§]{ ]+1089 )

x
ol 2 s ) (4.31)

Procediendo como en el ejemplo anterior, se debe determinar la matriz
de rotacion P que diagonaliza a la matriz A. Retomando los resultados del
ejemplo anterior tenemos,

1 1
p_| V2 V2
1 1
V2 V2
Haciendo la sustitucion x = Px’ en la ecuacion 4.29 obtenemos,
1 1, 1,

s

V2 V2 V2

»
I
1
8
| I |
Il
SESR
|
|
1
H\
_
|
N
N
<
=
w
N2
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Sustituyendo la ecuacién anterior en la ecuacién 4.31 obtenemos,

1 1

/ /

P29y 4 [75v2,-105v2) | V2 V2 | 11089 = o,
_.T/ + =
NCARok

2% 4 9y + [75, —105] { ‘T; n yi ] +1125 = 0,
T +y
' 4+ 9y — 302’ — 180y’ + 1089 = 0,
(2" — 2(15)2") + 9(y”* — 2(10)y) + 1089 = 0. (4.33)

Finalmente, completando los trinomios cuadrados perfectos se obtiene,

(2" — 2(15)2") + 9(y”* — 2(10)y/) + 1089 = 0,
(22 — 2(15)2’ + 15%) + 9(y% — 2(10)y’ +(10)>) =36 = 0,
(' =15 +9(y —10)2 =36 = 0. (4.34)

De la ecuaciéon 4.34 obtenemos,

@ =157 (=107 _,
62 2 '

Haciendo el cambio de variables

" x 15 ' —15
oot ][4 (B[]

obtenemos:
12 12

x
=+ y2—2 — 1.

Desde el sistema x”y”, tenemos una elipse en su forma candnica, con si
eje principal sobre el eje x”. El cambio de coordenadas representado por la
ecuacion 4.32 representa una rotacion positiva de 45°, mientras que el cambio
de coordenadas representado por 4.35 representa una translacion. Respecto
al sistema 'y, la elipse se encuente transladada a la posicién (15, 10). Por lo
tanto, desde el sistema xy, la ecuacion 4.30 representa una elipse rotada 45°
respecto a su eje principal y translada a la posicién (\%, \2/—%) como se muestra
en la figura 4.4.
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P(x.y)=2"1/2(5,25)

YA

Figura 4.4: Elipse rotada y transladada

4.6. Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales
matriciales

Las ecuaciones diferenciales, son igualdades que relacionan una funcién
desconocida y sus derivadas. Un ejemplo simple de una ecuacién diferencial
es,

y = ay. (4.36)
En la ecuacién 4.36, nuestro interés se centra en determinar la funcién o

familia de funciones, y = f(z), definidas en los reales, que satisfagan dicha
ecuacion. Podemos verificar facilmente que,

y = be®®, (4.37)
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donde b es cualquier constante, satisface la ecuacion 4.36, ya que
y = abe’x = ay.

La ecuacién 4.37 se conoce como solucion general de la ecuacion ¢y = ay. Para
determinar una soluciéon particular de la ecuacion diferencial 4.36, debemos
conocer o imponer, lo que se conoce como condicion inicial. Por ejemplo, si se
impone la condicién inicial y(0) = 1, entonces, debemos evaluar la ecuacién
4.37 y obtener el valor de los parametros, en este caso el parametro es la
constante b, que permiten satisfacer la condicién inicial. Para el caso que
hemos planteado,
y(0) = be™ = b =1,

de manera que la solucién particular que satisface la condicién inicial, y(0) =
1, es
y(x) = e

Definicién 4.6.1 (Sistemas lineales homogéneos) Se conoce como sis-
tema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales o simplemente como sis-
tema lineal homogéneo, al sistema lineal de ecuaciones diferenciales repre-
sentado mediante,

yi(z) = any(v) +awy(r) + .. 4 awmya(2),

yg@) = anyi(v) + a22y2(1’.) +o o a2y (2), (4.38)

y;(m) = anlyl(x)'+'an2y2(x)'+"‘-+‘annyn(m>7

donde los elementos a;; son constantes y y1 = f1(x), yo = fo(z), ..., Yy =
fu(z) son funciones de valor real.

La ecuacién 4.38 puede representarse de forma matricial como,

?/1 ai; a2 ... Qin n
Y Qg1 Q22 ... Q2q Y2
A = R I (4.39)
y;;, ap1 Ap2 ... Qpp Yn
o equivalentemente,
y' = Ay. (4.40)
La funcion
yi(z)
Y2 ()
y)=1{"." | (4.41)

Yn ()
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que satisface la ecuacion 4.38 se conoce como solucién del sistema dado.

Si S ={y'(z),y*(x),...,y"(x)} es un conjunto de soluciones de la ecuacién
4.38, entonces, cualquier combinacién lineal de estas soluciones, serda también
una solucién del sistema. En efecto, sea

y(e) = > biy'(a), (442)

una combinacion lineal de los vectores en S, entonces
n
Y(@) =) biy"(x).
i=1

Por otra parte,

k
Ay(z) = A (Z biyi(x)> ,
= Z biAyi(x),

k
- Z blylz (.Z’) )
=1

= y'(z).

El conjunto S se conoce como conjunto fundamental, si cualquier solu-
cion de la ecuacion 4.38 puede expresarse como combinacion lineal de sus
elementos. En este caso, la ecuaciéon 4.42, se conoce como solucién general
del sistema representado por la eccuacion 4.38.

Para obtener una solucién particular de la solucién general, debemos cono-
cer o imponer una condicion inicial. Por ejemplo, conocer el valor de la funcion
en un punto z = 0, de manera que,

y(0) = yo. (4.43)

Esta ecuacién en realidad representa un sistema de ecuaciones, ya que, de
acuerdo con la ecuacién 4.42 tenemos,

y(0) = b1y' (0) + byy*(0) + ... + b,y"™(0). (4.44)

Las incégnitas son las contantes by, b, ..., b,, de modo que la ecuacion 4.43

puede representarse como,
Cb =Yy, (4.45)
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donde |,
b
by
b= . |, (4.46)
br,
y C es la matriz cuyas columnas son y!(0), y?(0), ..., y"(0), respectivamente.

Si el conjunto S es un cojunto fundamental para el sistema 4.38, entonces
C' es una matriz no singular, de manera que la ecuacion 4.45, siempre tiene
solucion.

Si la matriz A en la ecuacion 4.47 es una matriz diagonal, el sistema puede
resolver con relativa facilidad, pues en este caso,

yll a1y 0 . Y1

! 0 aypy ... O
S I B B e (4.47)
Y 0 O . O Yn

El sistema anterior reprenta n ecuaciones de la forma mostrada en la
ecuacion 4.36, en este caso las soluciones son,

Y1 = bre™®,
Yo = b2€a22$,
:7
Yn = bpe® v,

La solucion general en forma vectorial se expresa como,

allx
bleu7

a22T
626 22)

y(z) = ,
b, e,
1 0 0
0 1 . 0
= by | . e 4by| . | e +:4b, | . | ™"

0 0 1
Teorema 4.6.1 Si una matriz A de nxn tiene n vectores propios linealmente
independientes py, Do, - .., P, asociados con los valores propios Ay, Ag ..., Ay,
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respectivamente, entonces la solucion general del sistema lineal homogéneo
de ecuaciones diferenciales

Y = Ay, (4.43)

estd dado por,

y(x) = b1p,eM® 4 bypye™?® + ...+ b,p, ", (4.49)

Demostracion: Como A tiene n eigenvectores linealmente independientes,
entonces de acuerdo con el teorema 4.3.1, A es diagonalizable. La matriz no
singular P que diagonaliza a la matriz A, tiene por columnas los eigenvectores
de ésta, es decir,

P11 P12 .. DPin
P21 P22 ... DP2n
P=Ippo|..-Ip)=1| . . . .|,
DPn1 Pn2 .-+ Dnn
ademads,
A O 0
0 X 0
plap=|
: : 0
0 O A

n

Ahora consideremos el cambio de variables mediante,
y(x) = Pu(z), (4.50)
como P es una matriz constante, entonces
y'(z) = Pu'(2). (4.51)
Sustituyendo las ecuaciones 4.50 y 4.51 en la ecuacion 4.48 obtenemos,

Pu’' = APu (4.52)

La ecuacién anterior puede expresarse como,

u = P lAPu,
= Du,



244 Ricardo Ceballos Sebastian

De manera explicita tenemos,

u’l )\1 0 e 0 Uy

u’ 0 X ... O U
=] ? (4.53)
: : : 0 :

ul, 0 0 ... \, Uy,

La solucion del sistema anterior es,

Uy = b1€A1x7

Uo = b16)\217

Uy, = bye’®.

De manera vectorial podemos representar la solucién anterior mediante:

ble)\lx
bge)‘”
u(z) =

b, ern®
1 0 0
0 1 0

= b |  |eM4+b | |+ 4b, | | M

0 0 1

Finalmente, multiplicando por la matriz P obtenemos,

y(z) = Pu(z)

1 0 0
0 A 1 A 0 A
= hWP| | e +bP| |+ +b,P| . | e
0 | 0 1
D11 | P12 Pin
N I DN e P A S R
Pn1 DPn2 Pnn

= bype™® + bypoe™® + ..+ byp, et
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Ejemplo 4.6.1 Considere el sistema homogéneo representado por
1 _ 1 2 N
Ya -1 4 Y2 |
a) Determine la solucion general del sistema.
, . . . . 0
b) Determine la solucion particular del sistema si y(0) = [ ] .

Solucion:

a) Determinemos los eigenvalores de la matriz A.

A—1 -2

PW:‘ 1 A—4

‘ = (A=1)(A—4)+2 = N>=5A+6 = (A-2)(A-3).

de manera que los eigenvalores de la matriz A son: A\ = 2 y Ay = 3.

Los eigenespacios correspondientes son:
Para \; = 2,

T T 2
: =t , Ppara cualquier escalar t ¢ .
{ { y } { y } { 1 } b ! }

de manera, que para t=1, obtenenemos el eigenvector

2
Para \y = 3,

T T 1
: =t , Ppara cualquier escalar t p .
{ { y } { y } { 1 } b ! }

de manera, que para t=1, obtenemos el eigenvector,

n-]!]

Finalmente, de acuerdo con el teorema anterior, la solucién general es,

y(@) = bipe™ + bypye™”,

2 1
]2
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: 0
b) Siy(0) = { 3 } entonces,

y(O):b1p1+b2p2:bl[ﬂMQ[”:[g]

La solucién de este sistema de ecuaciones es, by = —3, by = 6, de modo
que la solucién particular es:

Ejemplo 4.6.2 Determine la solucion general para el sistema lineal ho-
mogéneo

Y! 1 0 2 U1
v | = -1 2 2 v |,
yé 00 3 Y3

Solucién: Comencemos por determinar los eigenvalores de la matriz A.

A—1 0 —2
P = 1 A=2 —2|=OA-1\=2)(A—3)=0.
0 0 A—3

De acuerdo con lo anterior, los eigevalores de A son: 1, 2, 3. Los eigenes-
pacios correspondientes son:

Para A\ =1,
T T 1
y|:|ly|=t| 1|, paracualquier escalar t
z z 0
1
Parat=1,p; = | 1 |, es un eigenvector para el eigenvalor \; = 1.
Para Ay = 2,
x T 0
Y y | =t| 1 |, para cualquier escalar t
z z 0
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0
Parat=1,p,= | 1 |, es un eigenvector para el eigenvalor Ay = 2.
Para A3 = 3,
T T 1
Y y | =t| 1|, paracualquier escalar t
z z 1
1
Parat=1,p; = | 1 |, es un eigenvector para el eigenvalor A3 = 3.
1

Por 1ltimo, de acuerdo con el teorema anterior, la soluciéon general es,

y(r) = bip e + bypae™?® + bypye™,

1 0 1
= b1 1 €$ + bg 1 623: —|— bg 1 €3x.
0 0 1

4.7. Forma candnica de Jordan

En esta parte, a partir de la una matriz particular, se hara un pequeno
bosquejo de lo que constituye el tema de la Forma candnica de Jordan.
Consideremos la matriz

0o 3 1
A= 2 -1 -1
-2 -1 -1

Como primer punto, tratemos de indagar si esta matriz es diagonalizable.
Para tal fin, determinemos su polinomio caracteristico. En este caso,

PO\ = |M - A
A -3 -1

= -2 A+1 1

2 1 A+1

= (A=2)(A+2)?

Los eigenvalores de la matriz A son:

A =2
Ay = —2
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Para determinar los eigenespacios, debemos resolver la homogénea

Para A\ = 2 obtenemos,
T T —1
Vi, = y|l:|ly|=t]| —1 |, paracualquier escalar t
z z 1
Para Ay = —2 obtenemos,
T T 1
W\, = Y y | =t | —1 |, para cualquier escalar t
z z 1

En este caso, la multiplicidad del eigenvalor \,, es diferente de la dimensién
de su subespacio. Lo anterior implica que A no tiene tres eigenvectores lineal-
mente independientes y, de acuerdo con el teorema 4.3.1, A no es una matriz
diagonalizable. Ahora asignaremos al eigenvalor A\ = —2 un segundo eigenes-
pacio que denotaremos por Vy , donde Vi = ker(A2l — A)?. Resolviendo la
homogénea obtenemos,

T T 0 —1
vy, = yl:lyl|=t]0]|+r 1 |, paracualquierryt
z z 1 1

En este caso VY, es un espacio de dimension 2, ademds Vy, C VY, Deseamos
determinar una base para Vy que contenga un vector de V),,. Consideremos
el vector v3, donde,

0
V3 = 0
1

El vector anterior no se encuetra en V),; por lo tanto,

(Aol — A)vs # 0.
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Definamos el vector vy como vy = (A — Ayl)vs , es decir,

Vo = (A — /\2])V3
[ 2 3 1 0
= 2 1 -1 0
i -2 -1 1 1
[ 1
= -1
i 1
Sea S" = {vy,vs,vs}, donde
—1 1 0
Vi = —1 s Vo = -1 s V3 = 0 s
1 1 1

este conjunto constituye una base para R3.

Sea T la transformacion lineal definida como 7'(x) = A(x), determinemos la
representacion de T, respecto a la base S’.

Por la forma en que hemos definido los vectores de la base S’ tenemos que:

AVl 2V1,
AVQ = —2V2,
Avs = vy + Avs,

de manera que la representacion de T, respecto a la base S’ es:

2 0 0
J=10 -2 1
0 0 =2

Ademads, la matriz de transicién de la base S’ a la base S, donde S es la base
estandar, estd determinada por:

Las matrices A y J estdn relacionadas mediante, J = P~'AP. La matriz
J no es una matriz diagonal; sin embargo, se encuentra en una forma mas
"simple” que la matriz A, en el sentido de que es mas sencillo realizar opera-
ciones con esta matriz que con la matriz A. Se dice que la matriz J representa
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la forma candnica de Jordan la matriz A. En general, la forma canénica de
Jordan es una generalizacion del problema de diagonalizacién; sin embargo,
su desarrollo tedrico queda fuera del alcance de un primer curso de algebra
lineal. Quien asi lo desee, encontrard un desarrollo formal del tema en la
referencia [?]
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Apéndice A

Permutaciones

A.1. Permutaciones

El estudio de las permutaciones es un tema fundamental para el desar-
rollo de los determinantes. Para comenzar el estudio de las permutaciones es
necesario recurrir al tema de las aplicaciones. En esta parte solo se enuncian
las definiciones y se prueban algunos resultados generales, sin adentrarse en
ejemplos concretos mas alld de las propias permutaciones.

A.1.1. Definiciones basicas

Definicién A.1.1 (Mapeo o aplicacién) Sean A y B dos conjuntos cua-
lesquiera, entonces diremos que una aplicacion o un mapeo de A en B es
una asociacion o correspondencia que asigna a cada elemento del conjunto
A un unico elemento del conjunto B. El unico elemento de B que se asocia
con cualquier elemento de A se conoce como imagen del elemeto de A en el
mapeo.

Denotaremos un mapeo « del conjunto A en el conjunto B, mediante:
a:A— B.

Ademds, si b € B es la imagen de a € A bajo « escribiremos, b = «a(a).

Definicién A.1.2 (Mapeo uno a uno)

Un mapeo a de un conjunto A en un conjunto B se conoce como mapeo uno
a uno de A en B si las imdgenes de distintos elementos de A corresponden a
distintos elementos de B.

255
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Definicién A.1.3 (Mapeo sobre) Si en un mapeo de un conjunto A en
un conjunto B cada elemento del conjunto B es una imagen, diremos que el
mapeo es de A sobre B. Si algin elemento de B no es una imagen, entonces
diremos que el mapeo es de A en B, pero no de A sobre B.

Definicién A.1.4 (Mapeo uno a uno y sobre) Si un mapeo o de un co-
junto A un conjunto B satisface las dos definiciones anteriores, diremos en-
tonces que o es un mapeo uno a uno de A sobre B.

Definicién A.1.5 (Mapeo identidad) Dado cualquier conjuto A, se conoce
como mapeo identidad €, a la aplicacion uno a uno de A sobre A, definida
como,

€(a) =a, VaceA.

En general un mapeo de un conjunto A en un conjunto B es un subcon-
junto de A x B! donde cada elemento de A ocurre una y solamente una vez
como la primer componente en los elementos del subconjunto.

En cualquier mapeo « de un conjunto A en un conjunto B, el conjunto A
se conoce como dominio y el conjunto B como codominio de «. Si el mapeo
a es de A sobre B, entonces B se conoce como rango de «, en otro caso, el
rango es un subconjunto propio de B que consiste de las imagenes de todos
los elementos de A.

Definicién A.1.6 (Mapeos equivalentes o iguales) Dieremos que dos mapeos
a y B son iguales o equivalentes si estos mapeos tienen el mismo dominio A
y si a(a) = f(a) para todo a € A.

Definicién A.1.7 (Producto o composicién de aplicaciones) Sea v un
mapeo de A en B y sea B un mapeo de B en C, sabemos que el efecto de «
es mapear cada elemento a € A en a(a) € B y el efecto de B es mapear cada
ala) € B en f(a(a)) € C. El resultado final de aplicar o sequido de B es un
mapeo de A en C definido por,

(Boa)(a) = B(ala)), Vace A,

[ o« se conoce como producto o composicién de los mapeos o y [ en este
orden.

IEste conjunto se conoce como conjunto producto y consta de todas las parejas orde-
nadas (a,b) tales que a € A, b € B.



257

Teorema A.1.1 Si « es una aplicacion de A en B, entonces

Eoa = «

dXOo0€Ey = «

donde €4 y ep son las aplicaciones identidad en A y B, respectivamente.

Demostracién: a) Como « es una aplicacién de A en B y €5 es una
aplicacion de B en B, entonces, eg o o es una aplicacién de A en B.
Ademés, si a(a) = b, entonces

(eoa)(a) = ep(afa)),

Por lo tanto, se concluye que, eg o a = a.

b) De manera analoga al inciso anterior, como « es una aplicaciéon de A en
B y €4 es una aplicacién de A en A, entonces, a o €4 es una aplicacion
de A en B, de manera que si a(a) = b, entonces,

(oea)(a) = aleala)),

Concluimos que, voeyg =a. |}

Teorema A.1.2 (Asociatividad de las composiciones) Consideremos las
aplicaciones «, B y v tales que o mapea A en B, 5 mapea B en C'y v mapea
C en D, entonces

(yoB)oa =70 (Boa). (A1)

Demostracion: Verifiquemos que las aplicaciones que aparecen en la ecuacion
A.1 estén permitidas. Las aplicaciones estan definidas de la siguiente manera:

a:A— B,

B:B—C,
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v:C — D.

Ademas para las composiciones se tiene,

vyof:B— D,
Boa:A—C.
de manera que,
(yoB)oa:A— D, (A.2)
y
vo(foa): A— D. (A.3)

Las ecuaciones A.2 y A.3 muestran que las composiciones involucradas en la
ecuacion A.1 tienen el mismo dominio. Verifiquemos ahora que los mapeos
de elementos iguales son los mismos.

De la definicién de composicién tenemos,

Ya € A,

(yoB)oa)la) = (yopB)(afa)),
= 7(B(a(a)))- (A.4)

Procediendo de la misma manera,

(Yo (Boa))(a) = Y((Bea)a)),
= 7(B(a(a)))- (A.5)

Comparando las ecuaciones A.4 y A.5 se concluye la demostracién. |

Definicién A.1.8 (Mapeo inverso) Si a es una aplicacion de A en B y
si existe una aplicacion de B de B en A, tal que

{500‘ = 4 (A.6)

aofl = ep,

donde €4 y eg son las aplicaciones identidad en A y B, respectivamente,
entonces decimos que o es invertible y que 3 es su inversa.

Teorema A.1.3 Si a es un mapeo uno a uno de un conjunto A sobre un
conjunto B, entonces o tiene una inversa unica, e inversamente.
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Demostracién: =) Como « es uno a uno y sobre, entonces si a € A , existe
un tnico b € B tal que, a(a) = b. Podemos entonces asociar cada elemento
b € B con un unico elemento a € A. Es decir, « induce una aplicacién uno
a uno y sobre que mapea B sobre A. Denotaremos este mapeo como 3 y
verificaremos que satisface la definicién anterior. Sea,

b:B— A,

B(b) = a, para todo b € B.

Ahora consideremos las composiciones a«o 8y 5o a.
aofl:B— B,

foa:A— A,

Determinemos las composiciones:

(@0 f)(b) = a(B(b)),

Por lo anterior, ao f = €p.
Ahora consideremos,

(Boa)(a) = Blafa)),

= B(b),
= a.
Se observa que, foa = €4.
En conclusién,
foa = e
aofl = ep

Ahora demostraremos que la aplicacién inversa es unica, para lo cual
supondremos que existe otra aplicacién v que satisface la ecuaciéon A.6; es
decir,

Yo = ey,

oy =e€g.



260

Consideremos la segunda ecuacién y formemos la composicion (o «) o f3;
es decir,

(yoa)oB = eaofp,

vo(aop) = B,
Vo€ = ﬁa
Vo= b

Concluimos que la inversa es tinica. De aqui en adelante la denotaremos como
a~!. Ademds a~! satisface las ecuaciones:

{ altoa = ey,

aoa ™l = €RB.

<) Supongamos ahora que « tiene una inversa dnica, nuestro propdsito
es demostrar que « es uno a uno y sobre.

i) En esta parte probaremos que a es uno o uno. Supongamos para tal
efecto que existen a; y as € A tales que, a; # as y ademas,

alar) = alas).

En este caso a no serfa un mapeo uno a uno de A en B; sin embargo,
aplicando a™! a la ecuacién anterior obtenemos,

afar) = alag),
a Ha(a)) = a (afas)),
(@ toa)(a)) = (atoa)(as),
ealar) = ealaz),

Por lo tanto, existe una contradiccion, la cual surge de suponer que «
no era una aplicacion uno a uno de A en B. En conclusién « es una
aplicacion uno a uno de A en B.

ii) Demostraremos en esta parte que « es una aplicaciéon de A sobre B.
Consideremos un elemento b € B, luego,

b = EBb,
b = (aoa ")),
b = ala(b).

La ultima ecuacién muestra que existe un a € A tal que a(a) = b; por
lo tanto, b es imagen de a bajo a. Como esto es cierto para todo b € B,
entonces B es una aplicaciéon de A sobre B. |}
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Teorema A.1.4 Si o es un mapeo uno a uno de un conjunto A sobre un
conjunto B y 3 es un mapeo uno a uno del conjunto B sobre un conjunto C,
entonces (3o a) es invertible y su inversa es (Boa)™ ' =a to L.

Demostracion: Como « y ( son aplicaciones uno a uno y sobre, entonces
tienen inversas tales que,

al':B— A,
7. C — B,

por lo anterior,

atop™t:.C — A,

por otro lado,
Boa:A—C,

ademas,

(atopfo(Boa): A— A

Consideremos entonces la ultima composicién y utilicemos la propiedad aso-
ciativa para desarrollarla.

(atopfHo(Boa) = ato

De manera analoga, consideremos la composicion

(Boa)o(atop™):C = C.

(Boa)o(atop™) Bo(ao(atop™),
= Bo((aca™)op™h)),
= PBol(egopf™)
= Bop!
= ec.

Con esto hemos demostrado, de acuerdo con la definicién, que 5 o « es in-
vertible y por el teorema A.1.3 sabemos que la inversa es unica, de manera
que:

(o) =atog I



262

Definicién A.1.9 (Permutaciones) Una permutacion del conjunto de nimeros
enteros {1,2,3,...,n} es un mapeo uno a uno y sobre si mismo. Denotaremos
una permutacion mediante,

(1 2 ... n)
o= L ) ,
Jr J2 - In

o=jij2...jn=0(1)o(2)...0(n),

o simplemente,

donde, o(i) = j;.

Dado que ¢ es uno a uno y sobre, entonces la secuencia j7Js...J, €s un
arreglo de los ntimeros 1,2, 3,...,n. Denotaremos al conjunto de todas las
permutaciones o mediante S,,. Ahora, si ¢ € S, el mapeo inverso o=t € S,,,
y, sl oy T € Sy, es decir, son arreglos de los nimeros {1,2,...,n}, entonces
Too es un rearreglo de un arreglo, lo que constituye un arreglo en si mismo de
los nimeros {1,2,...,n}, por lo que, co7 € S,. En partiular la permutacién
identidad, e =0 1oo € S, donde e = 12,...,n.

Ejemplo A.1.1 Determine todas las permutaciones o de Ss.

Solucion: Un método sencillo para determinar las permutaciones consiste
en emplear un diagrama de arbol, como se muestra a continuacion,

Figura A.1: Diagrama de arbol

Las permutaciones se forman iniciando en el punto comun hasta llegar
al final o rama del arbol. Con lo anterior obtenemos las siguientes permuta-
ciones, 123,132,213, 231, 312, 321. En este caso el nimero total de permuta-
ciones es 6.
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En general, si se tiene el conjunto {1,2,...,n} y se desea hallar el niimero
de permutaciones de tamano n (tomados n elementos a la vez), podemos
proceder de la siguiente manera. Construya una linea con n cuadros, como
se muestra a continuacion.

[ J[n-af[n-2]- [1]

Figura A.2: Linea de cuadros para contar las permutaciones

En el primer cuadro se coloca el nimero de maneras de escoger el primer
elemento de la permutacién; es decir, n. En el segundo cuadro se coloca el
numero de maneras de escoger el segundo elemento de la pernmutacion; es
decir, n-1, ya que el elemento usado para llenar el primer cuadro ya no puede
volver a usarse en la permutacién. El tercer cuadro puede llenarse de n-2
manera y asi sucesivamente el n-ésimo cuadro puede llenarse de una sola
manera. Por el principio fundamental de conteo? se tienen,

wPo=n(n—1)(n—2)...1,

permutaciones diferentes de tamano n.
El resultado anterior se expresa de manera cotidiana en términos de la
funcion factorial,

Ejemplo A.1.2 Sean 0 = 132 y 7 = 321 permutaciones de S hallar o o T
yToo

Solucion: De la definicién de permutaciéon tenemos que,

(123
7=\ 1 3 2

(1 23
Tm 321
De lo anterior se tiene que,
o(1)=1,0(2) =3, 0(3) =2,

2Basado en el diagrama de drbol: Si un proceso puede realizarse de n; maneras difer-
entes, un segundo proceso puede realizarse de no maneras diferentes y asi sucesivamente un
k-ésimo proceso puede realizarse de ny maneras diferentes, entonces el proceso compuesto
en la secuencua especificada puede efectuarse de niznox . ..xn; maneras diferentes.
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y
7(1)=3,7(2) =2, 7(3) = 1.
Determinemos la permutacion, o o 7.

12 3
o} 14
13 2
T3
312

De lo cual concluimos que 0 o7 = 312 .

Ahora consideremos la permutacion 7o o.

\]

Q

DO 4— Qo 4— =

3
!
1
!
1

W <4— DN <— N

Se concluye que 7o o = 231.

Ejemplo A.1.3 Sean 0 = 231 y 7 = 312 permutaciones de Sz, halle las
permutaciones tnversas correspondientes.

1 1

Solucion: Sabemos que, 0 o 07" = € y de la misma manera 7o 77" = ¢,
donde € = 123. Procediendo como en el ejemplo anterior se tiene,

12 3
o 1]
2 3 1
ot L1l
12 3

se concluye que,

por lo tanto,
o' =312

Consideremos ahora la permutacion T,
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por lo tanto,
7t =231

Definicién A.1.10 (Inversién) Decimos que ocurre una inversion en una
permutacion (41, jo, - - -, jn), Siempre que un entero mayor precede a uno menor.

Para determinar el nimero total de inversiones en una permutacién, se
procede de la siguiente manera:

= Determine el nimero de enteros menores a j; y que siguen a j; en la
permutacion.

= Determine el nimero de enteros menores a j y que siguen a jp en la
permutacion.

= Se continda con al proceso para js, ja, - - - , j(n—1)-

s [a suma de estos numeros serd el numero total de inversiones en la
permutacion.

Ejemplo A.1.4 Determine el nimero de inversiones en la permutacion o =
53241.

Solucion:

Se tienen 4 niimeros menores a 5 y que le siguen en la permutacion.

Se tienen 2 nimeros menores que 3 y que le siguen en la permutacion.

Se tiene 1 nimero menor que 2 y que le siguen en la permutacion.

Se tiene 1 niimero menor que 4 y que le siguen en la permutacion.
Finalmente, el total de inversiones para la permutacion es: 44+2+14+1+1=8.

Definicién A.1.11 (Paridad de una permutacién) Se dice que una per-
mutacion es par si el numero total de inversiones es un entero par, en caso
contrario se dice que la permutacion es impar.

Ejemplo A.1.5 Clasifique las diversas permutaciones de {1,2,3} en pares
€ 1mpares.

Solucion: En la siguiente tabla se muestran las permutaciones y sus propiedades.
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Tabla A.1: Paridad de las permutaciones del conjunto {1,2,3}
] Permutacion \ No. de inversiones \ Paridad ‘

123 0 par
132 1 impar
213 1 impar
231 2 par
312 2 par
321 3 impar

Definicién A.1.12 (Signo de una permutacién) Dada una permutacion
o = jija...Jn de los enteros {1,2,...,n}, definimos el signo de la per-
mutacion, denotado por sgn(o) como,

sgn(o) = +1, si0 es par.
g | =1, sio esimpar.

Definicién A.1.13 (Transposicién) Una permutacion que solo intercam-
bia un par de indices, manteniendo el resto sin cambios, se conoce como
transposicion

A.1.2. Propiedades de las permutaciones

Teorema A.1.5 Toda transposicion T es una permutacion impar; es decir,
sgn(t) = —1.

Demostracién: Supongamos que ¢ > j y sea 7 la permutacion que inter-
cambia los indices ¢ y j mientras que deja sin cambio el resto; es decir,

(i) = J, T(j) =1, T(k) =k, Vk#i,j.
Por lo anterior,
r=12...(0—-1)jG+1)...(j—1Di(j+1)...n.

Contemos las inversiones que ocurren en la permutacion.

= Desde 1 hasta (i — 1) no existen inversiones.

» Los enteros {i + 1,9+ 2,...,7 — 1} son menores a j y le siguen en la
permutacién; por lo tanto, para j tenemos (j — i) inversiones.
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» Para cada entero desde (i+1) hasta (j—1) tenemos un entero menor que
le sigue en la permutacién(este entero es 7); es decir, tenemos j — i + 1
inversiones de este tipo. Los enteros mayores que i que le anteceden en
la permutacion son {i + 1,7+ 2,...,j — 1}.

= Para ¢ no tenemos inversiones ya que todos los enteros que le siguen en
la permutacién son mayores.

» Desde (j + 1) hasta n no existen inversiones.

Por lo anterior tenemos en total 2(j — i) + 1 inversiones, lo que representa
un nimero impar de permutaciones. |

Teorema A.1.6 Sea 7 una permutacion de S,,, entonces
Sy, ={ro00:0€85,.}
FEsto significa que si o corre sobre S,,, entonces T oo también corre sobre S,

Demostracién: Sea S* = {Too :0 € S,} probaremos que S* = S,,.

S* C S,) SiT € S,y o; representa cualquiera de las n! permutaciones de
S,, entonces 7 o g; € S,. Por lo que, S* C 5,,.

S, C S*) Si o; representa cualquiera de las n! permutaciones de S, y
T € S,, entonces 7' € S,, ademés, o, = 7' oo0; € S,. Por otro lado,
0; = € o 0;, ademads usando el teorema A.1.2 tenemos,

g, — €00y,
= (rot Yooy,
= 7o(rtooy),
= T OO0k.
Por lo anterior, o; € S*, por lo tanto, S, C S*
En conclusién, como S* C S, y S, € S*, entonces S,, = S*. }}

Parejas de inversiéon en una permutacion

Consideremos la siguiente permutacion de Ss.
o = b3241.

Observemos las parejas (i, k), tales que i > k, con la condicién de que 4
precede a k en la permutacién. Las parejas que satisfacen la condicion an-
terior son: (5,3)(5,2)(5,4)(5,1)(3,2)(3,1)(2,1)(4,1). Es claro que el nimero
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de parejas que cumplen la condicion anterior determina la paridad de la per-
mutacién. Consideremos la pareja (5,3), por ejemplo, para esta pareja se tiene
que o(1) = 5y 0(2) = 3; es decir, la pareja (1,2) satisface la condicién de
que 1 <2y o(1) > o(2). En general esto se cumple para cada pareja y para
cada permutacion. El resultado general se establece de la siguiente manera:

Teorema A.1.7 Si o = o(1)0(2)...0(n) es cualquier permutacién de S,,
entonces para cada pareja (i,k) tal que i > k, donde i precede a k en la
permutacion, existe una pareja (i', k') tal que,

i<k oy o@)>a(k) (A.7)
y también viceversa. De esta manera o es par o impar dependiendo del

numero de parejas que satisfacen la ecuacion A.7

Demostracién: Sean i’ y k' tales que o(i') =iy o(k’) = k, entonces i > k
si y solo si (i") > o(k'), ademads i precede a k en la permutacion si y solo si
i"<k. '}

Teorema A.1.8 Sea o € S, con la propiedad de que o(n) = n y sea o* €
Sp—1 definida como o*(x) = o(x), entonces
i) sgn(c*) = sgn(o)

ii) Si o corre sobre de todas las permutaciones de S, donde o(n) = n,
entonces o* corre sobre de todas las permutaciones de S,_1.

Demostracion: i) Consideremos una permutacién de S, para la cual
o(n) = jn = n; es decir,

o = jljg .. .jn_ln,
en este caso o™ es

o =Jij2- - Jn-1.
Para hallar las inversiones de ¢* debemos contar el nimero de parejas
(i, k) con i < k para las cuales j; > jg. Sean [; con i =1,2,...(n — 1)

los niimeros de parejas que satisfacen la condicién para cada j; respec-
tivamente, entonces el nimero total de inversiones para o* es

L+l+... .+l

Para hallar las inversiones de o debemos repetir el proceso de contar
las parejas de inversion para jq, jo, . .., n; sin embargo, observamos que
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Jn = n no forma pareja de inversién con ningun j;. Por lo anterior, el
numero de inversiones de o es

L+l+ ...+l

Con esto concluimos que o y ¢* tienen la misma paridad, por lo tanto,
sgn(o) = sgn(c™)

ii) Consideremos ahora las permutaciones de S,: ¢ = ji1ja...Jn-1Jn- El
numero total de permutaciones es n! Ahora si imponemos la condicién
de que j, = n, entonces el nimero total de permutaciones de este tipo
es (n-1)!, ya que el dltimo elemento permanece fijo y solo se pueden per-
mutar los (n-1) elementos restantes, pero estos elementos que pueden
permutarse corresponde a los enteros {1,2,...(n—1)}, como bien sabe-
mos, las permutaciones de estos niimeros corresponden a .S,_1; por lo
tanto, cuando o € S,, corre sobre todas las permutaciones de S, con
Jn = n, entonces o* corre sobre todas las permutaciones de S,,_1. |}

Definicién A.1.14 (La funcién polinomial g) Consideremos la funcién
polinomial g definida de la siguiente manera

g:g('rhx?;"‘?x’fL): H(‘rl—x]) (A8)

i<j
Donde el simbolo II indica la multiplicacion de los factores permitidos; es

decir, aquellos que satisfagan la condicién ¢ < j. Desarrollemos algunos casos
particulares de la funcién g.

1. Si n=3, entonces

g = g(w1,79,73) = 13(% — 1) = (z1 — m2) (71 — 23) (72 — T3).
i<j

2. Si n=4, entonces

g = g<x17x27$37x4)
= I (x; — )
1<)

= (21— 22)(z1 — @3) (21 — T4) (T2 — 23)(¥2 — 74) (23 — T4)

Ahora, sea 0 = o(1)o(2)...0(n) una permutaciéon de S,, definimos la
funcion o(g) de la siguiente manera,

o(g) = I (To@) — Togj))- (A.9)

i<j
Desarrollemos algunos ejemplos de la funcién o(g) para algunos casos
particulares,
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1. Consideremos la permutacion o = o(1)0(2)o(3) = 321

o(g) = (%) — To())

(Ta(1) = To@2)(To() = To3)) (To@) — To(s)
= (z3 — x2)(z3 — 1) (72 — T1)
= (—=1)%(x1 — x2) (21 — 23)(22 — 23)

- _g<xlax2ax3>

2. Ahora consideremos la permutacién o = o(1)o(2)o(3) = 231

o(g) = H(Te() — To())

(o) = To@) (Ta() = o) (To@) — To3)
= (z2 — x3) (22 — 1) (73 — 1)
= (—=1)%(z1 — x2) (21 — 23)(22 — 23)

— Q(Ilax%lﬁ)

En esta forma es facil apreciar que o(g) = g o o(g) = —g, de acuerdo a si
tenemos un nimero par o impar de términos ; —x; donde, 7 > j. Lo anterior
se enuncia de manera general en el siguiente teorema.

Teorema A.1.9 Si o una permutacion de S, entonces o(g) = sgn(o)g.

Demostracién: En general, debido a que ¢ es uno a uno y sobre, entonces
0(9) = I (To@) = To(y)) = I (2 — 1),
1<j 1<) 0 1>)
entonces o(g) = g o 0(g) = —g dependiendo de si el nimero de factores de

la forma (x; — ;) con i > j es par o impar respectivamente. De acuerdo con
el teorema A.1.7, se tiene que,

para cada i < j tal que o(i) > o(j), (A.10)

habra un factor (2, — ,(;)) en o(g) para el cual o(i) > o(j) y por lo tanto,
o(g) = g si y solo si tenemos un nimero par de parejas que que satisfagan
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A.10, es decir, o(g) = g si solo si, o es una parmutacién par. De la misma
manera, 0(g) = —g si y solo si tenemos un nimero impar de parejas que que
satisfagan A.10, lo que se cumple si y solo si, o es una permutacién impar.
En conclusién, o(g) = sgn(o)g. |

Teorema A.1.10 Sean o y 7 permutaciones de S,, entonces sgn(o oT) =
sgn(o)sgn(r)

Demostracion: Por el teorema anterior se tiene ,

sgn(oo7)g = (0 07)(g9) = o(7(g)) = o(sgn(7)g) = sgn(c)sgn(r)g.
De lo anterior se concluye que,
sgn(o o) = sgn(o)sgn(t). |}

Teorema A.1.11 Si o es una permutacion de S, y o~
inversa de o, entonces

i) sgn(c) = sgn(c™1).

L es la permutacion

ii) Para escalares a;; se cumple que, aij,Qojy, - -.Qnj, = k1052 - - - Qkyn,
donde 0 = kiky .. . k.

Demostracién: i) Sabemos que o o 07! = ¢, donde ¢ es la permutacién
identidad. Ademas € es una permutacion par. Por el teorema anterior,
sgn(o)sgn(c™) = sgn(coo™),
= sgn(e),
= 1

Concluimos que sgn(o) = sgn(7). De otro modo el producto de los signos
seria negativo.

1 2 ... n

ii) Como o = ( S .
Ji o J2 - In
escalares kiks ...k, tales que,

o(ky) =1,0(ks) =2,...,0(k,) =n,

) = o(1)o(2)...0(n), entonces existen

De tal manera que,

A15, Q255 « « « pj, = Q1102 - - - Ak

Ahora sea 7 la permutacion defida como, 7 = L2 ..n , entonces
kv ko ... ky
(0o7)(i) =o(r(i)) = o(ki) = i,

=0
es decir, 0 o T = ¢, por lo tanto, T =071



