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Problema 1.1: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

2o +y—22=10
i) =6z —4dy — 4z = -2
S5r+4y+3z2=4

Solucion:

2o +y—22=10
i) —6r — 4y — 4z = -2
Sr+4y+3z2=4

2r4+y—22=10

(Rg + 3R2 — Rg) -y — 10z = 28
—14z = 42
(R1+ Rs — Ry) $+y/;z;

(RQ — 10R3 — RQ) o

:171+I272:L‘3+3$4:4
ii) 221 + 322 +3x3 — 24 = 3
51+ Txo+4x3+ 24 =5

ii) 2014+ 320 + 33 — x4 = 3
Sx1+ Txo+4x3+ 24 =5

(R2 + 3R1 — Rz)
(2R3 - 5R1 — Rg)

(RQ — 2R1 — RQ)
(R3 — 5R1 — Rg)

r+y—2z4+4w=>5
iii) 2z+2y—3z4+w=3
3r+3y—4z—2w=1

{E1+IIJ2—2(E3+3.’E4:4

2o +y—22=10

—y — 102 =28
3y + 162 = —42

(R1/2—Ry) ax+4y/2—2=5

(_R2 — RQ) Y+ 10z = —28

(—R3/14 — R3) z=-3
r=1

(Ry — R2/2 — Ry) y =2 solucién tnica

z=-3

Ty +I’272IL‘3+3$4 =4
To + Tx3 — Tx4 = —H
2;82 + 14.’1}3 - 141‘4 =-15

T1+ To —2x3 +3x4 =4

(R — 2Ry — R3)

r+y—2z4+4w=>5
iii) 20 +2y—3z4+w=3
3r+3y—4z—2w=1

r+y—2z+4w=>5
z—Tw=-T
0:

(Rs — 2Ry — R3)

y=a€R

w=06€eR parametros libres =

To + Txz — Txy = —H
0=5

(RQ - 2R1 — RQ)
(Rg — 3R1 — Rg)

sin solucién

r+y—2z4+4w=>5
z—Tw = -7
2z — 14w = —14

Ri=x=5—-y+2z—4w

0 Ro=2=Tw-7

r=5—a+108—14
y=a

z=T6-T7

w=/p

soluciones infinitas
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Problema 1.2: Para que valores del parametro k, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
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i) tiene solucién tnica.
ii) no tiene solucién.

iii) tiene soluciones infinitas.

kr+y+z=1
rt+ky+z=1
r+y+kz=1
Solucién:
kx+y+z=1 c4+y+kz=1
r+ky+z=1 (Ri<—R3) v+ky+z=1
r+y+kz=1 kx+y+z=1
r+y+kz=1

(R2 — R1 — R»)

(R — kRy — Rs) (k—1y+(1—k)z=0

A—ky+(1-k)z=1—k

r+y+kz=1
(R3 + Ra — R3) (k—1Dy+(1-k)z=0
(1-k)+Q—-kH))z=1—-k

Ry = (K+k+2z2=k-1 = k+2)k-1z=k-1
De esta tltima ecuacién inferimos los siguientes resultados para la solucion,
i) tiene solucién unica si
(k+2)(k-1)#0 = k#-2 y k#1
ii) no tiene solucién si
(k+2)(k—1)=0 y k—1#0 = k=-2 y k#1
iii) tiene soluciones infinitas si

(k+2)(k—1)=0 y k—1=0 = k=-2 y k=1
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Problema 1.3: Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogeneos.

x4+ 220 — 23+ 424 =0

i) 3rx1 —x3+5x4 =0
4xr1 + 229 + 623 + 924 =0
$1+7£C4:0

Solucion:

T+ 2x9 —x3 +4x4 =0

l) 3$1—I3+5$4:0
41’1+2£L’2+6{E3+9(E4:0
1+ 724 =0

(RQ — 3R1 i RQ)
(R3 — 4Ry — R3)
(R4 - R1 — R4)

T+ 2x9 —x3 +4x4 =0
—6x0 + 223 — Ty =0
8%3 =0

—Tx3+ 164 =0

(R3 — Ry — Ra3)
(3R4 — R2 i R4)

(R1+R3—>R1> 1+ 2x9 +424 =0

(R3/8 < R3)

—x+6w=0

. 20— 24+ 13w =0
i) 2z —z+ 11w =0
20+ 2y — 224 24w =0

T+ 2x9 —x3 +4x4 =0
—6x0 + 223 — T2y =0
—6x9 + 1023 — 724 =0
—2x9+x3+3x4 =0

Ty + 229 —x3 +4x4 =0
—6xo + 223 — Ty =0
IL’3:0

—Tx3+ 1624 =0

r1+ 220 + 424 =0

(R2 — 2R3 — R») 0wz - 724 _ 8 (R4/16 — Ry) —0m = 7;;1 _ 8
5= =
(R4 + 7R3 — Ry) 162, = 0 2y =0
$1+2$2:0 1'1+2$2:0
(Rl — 4R4 — Rl) —61‘2 =0 _ Ty = 0
(Ro + TRy — Ry) zg—0 (Tf2/6— R 25 =0
134:0 €Ty =
I =0
(R1 —2R4 — R») iQ i 8 solucién tnica
3=
Xq =0
—xr+6w=0 —x+6w=0
i) 2y—2z+13w=0 (Rs—2R; — R3) 2y — 2413w =0
" 2 —z4+11lw=0 (Ry—2R; — Ry) —z—w=0

2042y —22+24w =0

20 =22+ 12w =0

—z+6w=0 —x+6w=0
B 2y—z+13w=0 (Re—R3 —Ry) 2y+1ldw=0
(Ra = Ry = Ra) —z—w=0 (R4— R3 — Ru) —z—w=0
—z—w=20 0=0

T = 6a

Ry = x=06w y=—Ta

Ro = y=—Tw
Ry = 2= —w

w=a € R pardametro libre

= soluciones infinitas

w =«
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Problema 1.4: Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales usando la matriz aumentada.
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1+ 229 — 323 — 224 + 425 =1 T+2y—z2=3
i) 27 +5xy —8x3 — x4+ 6x5 =4 ii) x+3y+z=5
1+ 422 — Tx3 — T4 + 225 = 8 3z +8y+42 =17
Solucién:
12 -3 -24]1 12-3-2 411
i) [25-8-16]4 E?:E&:RR)?) 01 -2 3 -2/ 2
14-7-52|8 oM 02 —4-3-2|7
(Ri — 2Ry — Ry) 101 -8 8 | =3
(Rs — 2Ry — Rs) 01 -2 3 -2 2
’ K 000 -9 2| 3
101 -8 8 -3
(—=R3/9 — R3) 01 -2 3 =2 2
00 0 1 —-2/9| -1/3
10 1 0 56/9 | —17/3 Ry =2y =—-17/3 — 235 — 56/9z5
Eglfgg“‘:%% 01 -20 —12/9 3 Ry = x9 = 34 225 + 12/92;5
2 3 2 00 0 1 —2/9| —1/3 Ry = 14=—1/3+2/925
x1=-17/3 —a —56/908
rz3=acR [ . T =3+ 20+ 12/95 . P
v =BER pardmetros libres = z3=a« soluciones infinitas
g ry=—1/3+2/93
x5 =0
) 12 -1| 3 (Ry— Ry — Ry) 1 2 -1| 3
ii) 13 115 (Rs — 3R; — Rs) 0 -1 —-2| =2
38 4|17 ’ P 02 7|38
1 — -1
(Rl +2R2_>Rl) 0 _01 _g —92
(R3+2R2—>R3) 0 0 3 4
1 0 =5| —1 1 0 0f 17/3
Ry/3—Rs) |0 -1 —2| —2 ggligg?’:%% 0-10| 2/3
0 0 1 |4/3 2 3 2 0 0 1| 4/3
x=17/3
y=—2/3 solucién tnica

z=4/3
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Problema 1.5: Considere los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Que condicones deben de satisfacer los
parametros, ki, ko, k3, m y n, para que el sistema

a) Tenga solucién unica.

b) No tenga solucién.

¢) Tenga un ndmero infinito de soluciones.

A
\%

2x1 + 229 + 4z = 2k, r—2y+3z2=11
2x1 4+ 29 + 323 = k3 dr+y+(m—1Dz=4+n
Solucién:
21’1 + 21’2 +4£C3 = 2]€1 xr1 + o + 25U3 = kl
i) T, + x3 = ko (R1/2—>R1) T, + x3 = ko
211 + 192 + 313 = k3 2x1 + 19 + 3x3 = k3

1+ x2 + 223 = k1
—To —x3 = ko — k1
—$2—$3:k3—2k1

(R2 — R1 — Ry)
(Rs — 2R — R3)

1’1+£C2+2£L’3:k1
(R3—R2—>R3) —.Tg—l‘g:k’g—k’l
0=ks —ko—Fk

a) El sistema no puede tener solucién tunica.
b) El sistema no tiene solucién si

ks —ke—ki #0
b) El sistema tiene un nimero infinito de soluciones si

ks —ko—k1 =0

r—2y+3z=11
ii) 2r —y+32=10
de+y+(m—1z=4+n

r—2y+3z2=11
3y —3z=-12
9y + (m —13)z=n—40

(Rg — 2R1 — RQ)
(R3 — 4Ry — R3)

r—2y+3z=11
(R3—3R2—>R3) 3y—32=—12
(m—4)z=n—4

a) El sistema tiene solucién tnica si

m—4#0 y n—4#0
b) El sistema no tiene solucién si

m—4=0 'y n—4%#0
b) El sistema tiene un nimero infinito de soluciones si
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Problema 1.6: Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos usando la matriz aumentada.
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r+2y—3z+4t=2 20 +4y —2z=0
i) e +5y—2z+t=1 if) r+y—2=0
Sr+ 12y — Tz +6t =17 3x+2y+22z=0
Solucion:
_ 1 2 -34]|2 (Ro— 2Ry — Ry) 12 -3 4 1
i) |25 —21]1 (Ra— 5R) — R 01 4 —-7| -3
512 -76| 7 3 ! 3 02 8 —14| -3
(R — 2Ry — Ry) 10 —11 18 7
(Rs— 2R, — Ry) | 01 4 —7| =3
3 2 3 00 0 0 3
El sistema no tiene solucién.
24 10 11-1]0
i) [11-1]0 Ry < Ry 24 —-1(0
32 210 32 210
(Rs — 2R) — Ry) (1] % _11 8
(Rg *3R1 — Rg) 0 -1 5 0
11 —-1]0 10 -1/2]0
(R2/2 — Rs) 01 1/2(0 Egllg“':glg 01 1/2 |0
0-1 510 3 2 3 00 11/2 | 0
10 -1/2]0 100]0
(2Rs/11—Ry) [0 1 1/2 |0 Eglf%’g:glg 0100
00 1 0 27 2 001]0

=0
y =0 solucién dnica
z=0
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Problema 1.7: Encuentre el determinante de cada una de las siguientes matrices, usando el desarrollo en cofactores.
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219 %o
i) A= 4 -1 3 ii) B =
1 -1 4 2 2 4 0
—-61 2 —4
Solucién:
i) Desarrollamos en cofactores con respecto de la fila uno, esto es,
-2 1 5
-1 4 4 -1
Al=| 4 —13|=(2)| 7 -] % }+0)
-1 4 -1 4 -1 -1
-1 -1 4
=(=2)(-4+3)—(1)(16+3)+ (5)(—4—1)
=2-19—-25=—-42
ii) Desarrollamos en cofactores con respecto de la fila dos, esto es,
5 1 4 3
-30 -1 2
B[ = 2 2 4 0
—-61 2 —4
14 3 5 4 3 5 1 3 5 14
=—(=3)|24 0 |+(0)] 2 4 0 |—-(-1] 2 2 0 |+(2) 2 214
12 -4 -6 2 —4 -6 1 —4 -6 12

= @[22 + @O D]+ (2 (=7) + (2)(=2)] + (2 [(5)(0) = (1)(28) + (4)(14)]
= (3)(14) + (10) + (2)(28)

=42+ 10+ 56 = 108
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Problema 1.8: Encuentre el determinante de cada una de las siguientes matrices, usando las propiedades de los
determinantes.
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0 5

6 2z 1 2 5 -3 -2
2 1 1 -2 1 S 3 9 s
A= 1 1 2 -2 3 B=
1 3 -2 2
3 0 2 3 -1 16 4 3
~1-1-3 4 2
Solucion:
6 2 1 0 5
2 1 1 -2 1
A= 1 1 2 -2 3
3 0 2 3 -1
-1 -1 -3 4 2
2 0-1 4 3
(Ry — 2Ry — Ry) 211 -2 1 31 —113 ;’
(R3*R2*>R3) |A‘: —-10 1 0 2 —(1) 3 2 3 1
(Rs + Ry — Rs) 302 3 -1 L oo 3
1 0-2 2 3
1 -14 5
(C4—2CQ—>C4) o 5 2 3 —5 o 19 7
-1 -22 7
1 4 5
(Ry — 5R; — Ry) ‘—17 —30'
Al=|0 —-17 =30 |=(1 = -2
2 5 -3 =2
-2 -3 2 -5
Bl=|1 3 29 o
-1 -6 4 3
(R — 2R; — Ry) o 11 -6
(R2+2R3—>R2) |B|= 1 3 —2 9 2(1) 3 -2 -1
(R4 + R3 — R4) 0 73 2 5 —3 2 5
0 1 0
(Cl+02_701) _ o _ 1 —-13 _ _
(Cs 460y BI=| 1 22 -131=(=1) 5 77 1= (1)) =4

-1 2 17
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Problema 1.9: Encuentre el determinante de las siguientes matrices, usando unicamente las propiedades de los
determinantes.
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1lab+c a? a; 1
A=|1bc+a B=| a3 ay 1
1 ca+bd a3 az 1
Solucién:
1lab+ec lab+c+a la(a+b+c)-1
|[A|=|1 b c+a cs+cea—cg JAl=|1bc+a+b|=|1b (a+b+c)-1
1 c¢ca+bd 1 ca+bdb+ec 1 c¢(a+b+c)-1

lal
Columna 3 multiplicada por un factor comin = [A|=(a+b+c¢)-|1 b 1
1 cl

Determinante con 2 columnas iguales = |A|=(a+b+¢)-(0) =0

2

ai a1 1
IB|=|a3 ay 1
a3 az 1
2 2
ay a1 aj a; 1
— i —
g—f{e}% B|=|a3—aj az—a1 0|=|(az+ai)(aa—a1) az—ay 0
a3—a? az—a; 0 (a3 +a1)(az —ay) az —a; O

a% ay 1
IB|=| (a2 + a1)(az —a1) (a2 —a1)-1 (az —a1)-
) -1

0
(a3+a1 a3—a1) (ag—al) (a3—a1)~0

Filas 2 y 3 multiplicadas por un factor comin = |B|=(az —a1) - (a3 —a1) -

a a; 1
fo—fo—fs  Bl=(as—a1)- (a5 —a1)- | (az+ar) 1 0
(a3 —a2> 00

(ag —az) 00

fiefs |Bl=(az—a1)-(ag —ay) (-1)-| (a2 Jrzal) 10
afj a; 1

Determinante de una matriz triangular

= [B|=(az —a1) - (a3 — a1) - (—1) - [(a3 — a2)] = (a2 — a1) - (a3 — a1) - (a2 — a3)
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Problema 1.10: Considere el valor del siguiente determinante
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a1l G122 a3
a21 G2 a3 | =8
a31 a32 a33

en base a este resultado, encuentre el valor de

—3@11 —3@12 —3@13 2a11 — 3@21 2@12 — 3a22 2a13 — 3(123
i) 2a31 2&32 20,33 ii) a3z as9 ass
daz;  dagz  Sazs as Qg2 ass

—3a12 2a13 — a1 a2 + 3a13
lii) *30,22 2(123 — a1 Q92 + 3(123
—3a32 2a33 — az1 aszz + 3ass

Solucion:

i)

—3a11 —3ai2 —3ai3 a1l a2 Qi3 a1 a2 a3
2@31 2&32 2&33 = (—3) . 2a31 2a32 2@33 = (—3) . (2) . asi asz2 ass
5&21 5&22 5a23 5a21 5a22 5a23 5&21 50,22 5(123
a11 aiz2 ais a1l a2 ais
= (—3) . (2) . (5) | as1 A3z A3z | = (—30) . (—1) | @21 Q22 A23 | = (30) . (8) =240
a21 Gag22 a23 az1 as2 ass
ii)
2&11—3&21 2&12—3&22 2&13—3&23 2a11 2&12 2&13 3&21 3&22 3(123
a3 a32 ass3 =| @31 Q32 asz | —| G31 Aa32 Aa33
a21 a22 a23 Ga21 Q22 A23 a1 G2 A23
a1 aiz2 a13 a21 G22 G23 a1l a1z a13
=(2)-|as1 asz asz | —(3) | as1 asz2 azz |=(2)-(=1) | a2 a2 azs |—(3)-(0)
a21 Qg2 a23 Ga21 G22 a23 a31 asz ass

=(2)-(=1)(8) = (0) = —16

i)
—3a12 2a13 —ai a2 +3a3 —3a12 2a13 a1z +3a3 —3a12 a1 a2 +3ai3
—3ag2 2az3 — az1 a2 +3a3 | = | —3az2 2az3 ase +3as3 | — | —3az2 a1 azz + 3as3
—3age 2as3 —as1 asz + 3as3 —3az2 2a33 a3z + 3ass —3az2 az1 azz + 3ass
—3a12 2a13 a2 —3a12 2a13 3ai3 —3a12 a1 a2 —3a12 a1 a3
= | —3a22 2a33 a2 |+ | —3az 2a23 3as3 | — | —3a22 a2 a2 | — | —3a a1 3ass
—3ase 2a33 asz —3azz 2a33 3ass —3asz az1 ass —3azz az1 3ass
a12 a1z ai2 a12 @13 a3
=(=3)-(2)- | age a3 a2 |+ (=3)-(2)-(3)-|az azs ass
azz a3z 032 azz a3z a33
a1z ail ai2 a12 ail ais
—(=3)-|age a2 a2 |—(=3)-(3) | az a2 ass
azz azr as2 azz a31 a3

= (=6) - [0] + (=18) - [0] = (=3) [0] = (-9) [-8] = =72

11
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Problema 1.11: Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales y muestre con el resultado la ley de los

cosenos, donde a, b, ¢ # 0, son nimeros reales,
c cosa+a cosy=»b
b cosa+a cosfB=c
c cosfB+0bcosy=a

a) Resuelva el sistema usando la regla de Cramer.
b) Resuelva el sistema usando la matriz aumentada.

Solucion: Escribiendo el sistema en forma matrical obtenemos

c 0 a Cos & b
bao cosf | =1 ¢
0cbd cos 7y
a) El determinante del sistema es
c 0 a
D=1|b a 0|=cab+ abc = 2abc
0cb

Ahora, tenemos los siguientes determinantes

b 0 a
Di=|ca0 :b2a+a(02—a2):a(b2+c2—a2)
cb
Dy a(b*+c*—d*) b+ -d?
cosq = — = =
D 2abc 2bc
cba
Dy=1|bcO :c2b—b(b2—a2):b(cz—bQ—&-aQ)
0 b
D b(c? —b% + a? 242
Cosﬁ:ﬁ: ( i ):a +QCac = b =a?+ % —2ac cosf
c0b
Ds=|ba c :c(aQ—CQ)—l—bQC:c(aQ—cQ—i—bg)
0ca
D c(a®? — %+ 1v? 224
6057:—3: ( ):a ct = ¢ =a®+b*—2ab cosvy

D 2ab 2ab

= a2 =0+ — 2 cosa
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b) Escribimos ahora la matriz aumentada del sistema y la transfromamos a su forma escalonada reducida
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c0al b c 0 a b

baoOfc (cRy — bRy — R3) 0 ac —ab| ¢ —b?

0cbd|a 0 ¢ b a
c 0 a b

(aR3 — Ry — R3) 0 ac —ab c? —b?
0 0 2ab| a®—c®+b?

0 a b
2ac 0 a?+ % —b?
0 2ab| a®—c?+b?

[en R}

(2R2 + Rs — R3)

o

2c 0 0 | B2—a?+¢2
(26R; — R3 — Ry) 0 2ac 0 | a®>+c%—0b?
0 0 2ab| a®—c%+0?

(R1/2bc — Ry) 10 0] b*—a?+c?/2bc
(R2/2ac — R3) 010 a®+c*—b?/2ac
(R3/2ab — R3) 00 1| a%®—c*+0b%/2ab

de donde obtenemos los siguientes resultados

b2 + 2 — a?

R = cosa:T = a?>=b24c*—2bc cosa
222
Ry = cosﬁ:% = b =a?+c*—2ac cosf
ac
2 22
Ry = cosvza—gibc = 2 =a®+b*—2ab cosy
a

Cada una de estas ecuaciones es la ley de los cosenos.
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Problema 1.12: Determine la inversa de la matriz A, donde

V

11 1 -1
10 1 0
A=1 911 1
00 1 -1

a) Usando el método de Gauss-Jordan.
b) Usando la matriz adjunta.

Solucién: Si el determinante de la matriz A es distinto de cero, entonces A tiene inversa, calculemos su determinate.

Primero hagamoslo desarrollando en cofactores, es claro que el desarrollo se realiza considerando la fila o columna
que tenga el mayor nimero de coeficientes iguales a cero, entonces

:1(1)}—01 01 0 11 -1

4] = =(-1)|1 -1 1 |—-(-1)|1 -1 1
0 1 -1 1 01 -1 01 -1
001 -1

Ahora usemos las propiedades de los determinantes, esto es,

-11 1 -1
-10 1 0
|A|_ 01 -1 1
0 0 1 -1
-1 1 1 -1 -1 1 1 -1
0 -1 0 1 0 -1 0 1
(R2—>R2—R1> ‘A|= 0 1 -1 1 (R3—>R3+R2) |A|= 0 0 —1 2
0O 0 1 -1 0O 0 1 -1
-1 1 1 -1
0 -1 0 1
(R4—>R4+R3) ‘A| = 0 0 —1 2
0O 0 0 1

Como se trata de un determinante de una matriz triangular, entonces el valor del determinante es igual al producto
de su diagonal, asi,

Al = (=D (=D (=D() = -1

Como el determinante de la matriz A, es distinto de cero, esto quiere decir que la matriz A, tiene inversa o es
invertible.
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a) Determinemos la inversa de la matriz A usando el método de Gauss-Jordan, esto es como sigue,

(A1) — (1] A7)

donde I es la matriz identidad de tamano (4 x 4).

Entonces

|

00

-1 000
100
01

-1 -1 1
0

1 1
0

1
-1
0
0

o

-111000
0(]0100
0010
-110001

-11 1
-10 1
0 1 -1 1
0 01

|

coo—H oo A /N
coHo comHo e
c~oco oo @9~
[ [ SR —
[
11111121
| Il A~
— — — — — —
[0 1@ 1= |2 <
— — —
000 000 Ho oo
— o o
~ < ~
+ + +
o el ~
~ ~ ~
[\ [xel <
~ ~ ~

|

1

0
-1 0 0
-1 -10

1

0
1

-1
1] 1
-2 1
-1

1 -1 -1 1
0
1
0

R2 — —R2
R3 — —R3

~
—
_121
—
_111
_I_A011
—
oo o -
—
_010
—
_100
— O O O
N——
44RA1
S SN
|+ +
— AN M
SN
T17
- &N M
S

—
—— - N
01112121
coHA—~ ==
, [ o
| [
OO O
00100001
11000010
, o—- oo
— OO —HO OO
N =\
~ ~
+ -
— —
~ ~
— —
~ S

Por lo tanto la matriz inversa es,

d

-1012
01
11

-1111

0

1

g
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b) Ahora usemos la matriz adjunta para detrminar la inversa de la matriz A. Tenemos que

adj (A)

AT =
4]

Para obtener la adjunta de la matriz A, necesitamos calcular sus cofactores que se obtiene con la relacion A;; =
(=1)"*7 |M;;], entonces tenemos;

01 0 -1 1 0 -10 0
Ap=|1 -1 1 |=1, Aa=—| 0 -1 1 |=0, A;3=|0 1 1 |=1,
01 -1 0 1 -1 0 0 —1
-10 1 1 1 -1 -1 1 1
Aiy=—10 1 -1|=1, Ap3=—|1 -1 1 |=0, Ao =| 0 =1 1 [=0,
0 0 1 01 -1 0 1 -1
-11 1 -11 1 11 1
Ay3=—] 0 1 1 |=-1, Ay=| 0 1 -1 |=-1, A3;=(01 0 |=-1,
0 0 —1 0 0 1 01 -1
-11 1 -11 1 —-111
Az =—|—-11 0 |=-1, A33=|—-10 0 |=—-1, Az4=—|—-101|=-1,
0 1 —1 0 0 —1 0 01
111 -1 1 1 -111
Appy=—]0 1 0|=-2, Ago=|-1 1 0|=-1, Ay3=—|—-100|=-2,
1 —-11 0 —-11 0 11
-11 1
Apy=1-10 1 |=-1
0 1 -1
Donde la adjunta de la matriz A esta dada por
Ay Ax Az Ap 1 0 -1 -2
. o A12 A22 A32 A42 _ 0 0 -1 -1
adj(4) = Az Agz Aszz Agz | |1 -1 =1 =2
Ay Ay Azq Ay 1 -1 -1 -1
por lo tanto la inversa es
1 0 -1 -2 -1012
A—lzadj(A):L 00 -1 -11|_ 0 011
|A] -1({1-1-1 -2 -1112
1 -1 -1 -1 -1 111
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Problema 1.13: Considere la siguiente matriz A, para que valores del pardmetro k, la matriz es invertible (tiene
inversa)

A
\%

E+3 -1 1
A= 5 k-3 1
6 —6 k+4

Solucién: Una matriz tiene inversa o es invertible si su determinante es distinto de cero, entonces calculemos su
determinante

k+3 -1 1

A= 5 k-3 1
6 -6 k+4
k+2 -1 1 1 -1 1
1 — C+ 0y |A|: k+2 k-3 1 :(k+2) 1 k-3 1
0 -6 k+4 0 -6 k+14
1 0 1 10 1
Cy — Cy+ (3 |A|:(k‘—|—2) 1 k-2 1 :(k—|-2)(ki—2) 11 1
0 k—2 k+14 01 k+4
10 1
Ry —Ry— Ry |Al=(k+2)(k—-2)|01 0
01 k+4
10 1
R3—>R3—R2 |A|:(k+2)(/€—2) 01 0
00 k+4
10 O
Gy Cs—Cr A= (k+2)(k=2)|0 1 0 |=(k+2)(k=2)(k+4)
00 k+14

Necesitamos que

[Al=(k+2)(k—2)(k+4)#0

Entonces la matriz A tiene inversa o es invertible cuando

k£ —2

k#2
k£ —4
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Problema 1.14: Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo,

T+ (a—5)y—2z2=0
6x —6y+ (a+2)z2=0
(a+3)r—y+2=0

diga que volores debe tomar el pardmetro a, para que el sistema;
a) Tenga solucién unica (solucién trivial).
b) Tenga un nimero infinito de soluciones.

Solucién: Para un sistema homogeneo de ecuaciones lineales, el tipo de solucién esta definido por el valor del
detrminante de dicho sistema, calculemos entonces sea |A| el determinate del sistema, esto es,

7 a—-5 -1 a+3 -1 1
|A| = 6 —6 a+2| Ry« Rg |Al=(-1) 6 -6 a+2
a+3 -1 1 7 a-5 -1
a+3 -1 1 a+3 -1 1
Ry~ Rs |[Al=(-1)(-1)| 7 a-5 -1 |=| 7 a—-5 -1
6 —6 a+2 6 —6 a+2
a+2 -1 1 1 -1 1
Ci—-Ci+Cy |Al=|a+2a-5 1 |=(a+2)|1a-5 1
0 —6 a+2 0 —6 a+2
1 0 1 10 1
Cy — Cy + Cs |A|:(a+2) 1 a—4 1 :(a+2)(a74) 11 1
0a—4 a+2 01 a+2
10 1
Ry — Ry — Ry |A|:(a+2)(a—4) 01 0
01 a+2
10 1
R3 — R3 — Ry |A|:(a+2)(a—4) 01 0
00 a+2
10 O
C3—C3—C1 [Al=(a+2)(a—4) |01 0 |=(@+2)(a—4)(a+2)=(a+2)°(a—4)
00 a+2

Asi tenemos que,

a) Solucién tnica si |A| = (a + 2) (a — 4) # 0 entonces

a# -2
a#4

a) Solucién infinitas si |A] = (a +2)* (a — 4) = 0 entonces

a=-2
a=4
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Problema 1.15: Encuentre la forma general de las matrices A € Mo tales que conmuten con la matriz B, esto

es, AB = BA donde
2 —1
o= (1)

Solucién: Como A € Maos, significa que A es de la forma A = ( (Cl Z ), luego entonces tenemos los productos

a b 2 -1\ [(2a+b —a+bd
cd 1 1 ) \2c+d —c+d
2 -1 a b 2a —c 2b—d
BA(II)(Cd)(a+c b+d>
requerimos que las matrices conmuten, esto es

_ 2a4+b —a+b\ (2a—c 2b—d
AB_BA:<2c+d —c+d>_<a+c b+d>

A
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AB

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2a +b=2a—c¢ b+¢c=0

—a+b=2b—d N —a—b+d=0
2c+d=a+c —a+c+d=0
—c+d=b+d —b—c=0

cuya matriz aumentada es

0 1 100 110 1 1 0 —110
1 -1 0 1]0 00 0 1 1 010
10 1 1|0 1o | (GDRi=R) |5 5 1 1 |
0 -1 -10]0 0 -1 -10]0 0 -1 -1 010

(Rs+ Ry — R3) é(éi?_l‘())]béb:_c

-1 -1 0
0 1 1
)(Rl‘_’R?) -1 0 1
1
0
0 0/0) R =a=-b+d
0

o
OO OO

c=a€R N b= —«
d=F€ER c=a
d=0

Por lo tanto, las matrices que buscamos son de la forma

[ a+P -«
= (277

las cuales conmutan con la matriz B para todo valor de a y S3.

donde « y 8 son pardmetros libres.

Este resultado incluye a las matrices cero e identidad, las cuales conmutan con cualquier matriz

a=0 00 a=0 10
B=0 :>A:(o 0) YoBg=1 :“4:(0 1)
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Problema 1.16: Muestre que si A es una matriz de tamano n X n, entonces el determinante de su adjunta es igual
aldeterminate de A elevado a la (n — 1), esto es

A
\%

ladj(A)] = (A"

Solucién: Conocemos la relacién para obtener la matriz inversa, dada por

adj (4)
A

AT =

de aqui tenemos que

i) 4~ L agiay.a

A7l A=
4] Al

donde I,, es la matriz identidad de tamano n x n, como el determinate es un escalar puede pasar multiplicado del
lado izquierdo de la igualdad

A I, = adj(4) - A
obteneindo el determinate a ambos lados resulta
[[A] - I,| = |adj(A) - A| = |adj(A)| - | A]

para el determinate izquierdo

|A| 0o - 0
0 |4 -~ 0 .
[[A] - In| = . =14
o o .
0 0 A
entonces
n , , A"
|A[" = ladj(A)| - [A] = IadJ(A)\=W

por lo tanto

ladj(A)] = (A"
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Problema II.1: Sea M el conjunto de todas las matrices invertibles de tamano 3 x 3, muestre que este conjunto
no es un espacio vectorial.

Solucién: Consideremos las siguientes matrices A, B € M, esto es,

100
A=1010] =4 =1
001
y
-1.0 0
B=[0 -1 0| =|B=-1
0 0 —1

Ambas matrices son invertibles ya que sus determinantes son distintos de cero, que es la condicién que debe cumplir
una matriz para que tenga inversa. De estas matrices tenemos que

100 ~10 0 000
A+B=|010|+[ 0 -1 0 |=[000]|=]4+B/=0
001 0 0 -1 000

Esta matriz no es invertible ya que su determinate es igual a cero, por lo tanto, no se cumple la propiedad de
cerredura aditiva, esto es,

A,Be M pero A+ B¢ M

Por lo tanto, M no es un espacio vectorial, al no cumplir esta propiedad.

Problema II.2: Sea el conjunto V = {(a,b) | a,b € R} y sean las siguientes operaciones definidas
suma: (a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d)

producto: a ® (a,b) = (aa,0)

Determine si el conjunto V' es o no es un espacio vectorial.

Solucién: Se puede verificar que todas las propiedades para la operacién de suma si se satisfacen, esto es debido
a como esta definida.
Ahora, consideremos el siguiente vector (a,b) € V, donde a,b € R, entonces tenemos que

1® (aab) = (a,O) 7& (avb)
es decir, para la operacién de producto no existe el elemento neutro multiplicativo que cumpla con la condicién
1®u=wu paratodo ueV

Por lo cual, V no es un espacio vectorial.
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Problema I1.3: Verifique si los conjuntos siguientes, junto con las operaciones definidas para cada uno de ellos,
son o no son espacios vectoriales

a) V:{(xvyaz)| x,y,zER}

suma: (21,1, 21) © (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22)
producto: a ® (z,y,2) = (z,1, 2)

A
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b) W = {u |  es un nimero real positivo}
suma: u d v = uv

producto: a ® u = u®

Solucién:

a) Se puede verificar que todas las propiedades para la operacién de suma si se satisfacen, esto es debido a como
esta definida.
Ahora, consideremos el siguiente vector (a,b,c) € V, donde a,b, ¢ € R, entonces tenemos que

1© (a,b,¢) = (a,1,¢) # (a,b,¢)
es decir, para la operacién de producto no existe el elemento neutro multiplicativo que cumpla con la condicién
1®u=wu paratodo ueV

Por lo cual, V' no es un espacio vectorial.

b) Sean u,v,w € W, verifiquemos las propiedades de la suma

i) Cerradura, u®@v=uv >0 = u®d®v € W, sise cumple.

ii) Conmutatividad, u ® v = uv = vu = v ® u, si se cumple.

iii) Asociatividad, (v ®v) ®w = (w) w = u (vw) = u ® (v B w), si se cumple.

iv) Neutro Aditivo, existe 1 € W tal que u® 1 =u -1 = u, si se cumple.

v) Inverso Aditivo, para todo u € W, existe 0 € W tal que u @0 = u -0 = 0, si se cumple.
Sean u,v € Wy «, 8 € R, verifiquemos las propiedades del producto

i) Cerredura, c Qu=u*>0 = «aO®ue W, sisecumple.

ii) Neutro Multiplicativo, existe 1 € W tal que u ® 1 = u! = u, si se cumple.

iii) Asociatividad, af © u = u®® = (uﬁ)a = a (B ®u), si se cumple.

iv) Distributividad respecto a la suma de escalares
(a+B)ou=u"" =uuf = (u*) & (v¥) = (@ ®u) ® (B © u),si se cumple.
v) Distributividad respecto a la suma de vectores
a®udv)=a6 (uw) = (uw)* =u*v* =u* Pv* = (a ®u) ® (a ®v),si se cumple.

Por lo tanto, W si es un espacio vectorial.
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Problema I1.4: Cuales de los siguientes subconjuntos de P, (espacio vectorial de polinomios de grado < 2) son
subespacios vectoriales. Con las operaciones de suma y producto normales que conocemos.

a) V={ao+ait+ast?| ap=0}

b) Vz{ao+a1t—|—a2t2| a1—|—a2:a0}
c) V:{a0+a1t+a2t2| a1:2a0}

d) Vz{a0+a1t+a2t2| a2:a1—|—1}

Solucién: Recordemos que para verificar si un subconjunto de un espacio vectorial, es un subespacio vectorial,
solo tenemos que comprobar las dos propiededes de cerradura.

a) Consideremos dos vectores p(t), ¢(t) € V, donde ambos son de la forma p(t) = a1t + ast? y q(t) = byt + bat?, ya
que ag = 0 en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces tenemos

i) Cerradura aditiva

p(t) +q(t) = (art + agt?) + (bit + byt?)

(a1+b1)t+(a2+b2)t2 eV

ii) Cerradura multiplicativa

a-p(t):a-(a1t+a2t2)za-a1t+a~a2t26V

Vemos que V es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Ps.

b) Consideremos dos vectores p(t), q(t) € V, donde ambos son de la forma p(t) = (a1 + az) + ait + ast?® y

q(t) = (by + ba) + byt + bat?, ya que ag = a1 + as en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar
a € R. Entonces tenemos

i) Cerradura aditiva

p(t) + q(t) = [(al + ag) + ait + a2t2] + [(bl + b2) + b1t + bgtﬂ
= [(a1 + a2) + (b1 + b2)] + (a1 + b1) t + (a2 —|—b2)t2 eV
ii) Cerradura multiplicativa
a-p(t) = a- (a1 +a2) + art + aztz]
= (aoa1+aoa2)+a~a1t+a~a2t2 eV

Tenemos que V es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Ps.

c¢) Consideremos dos vectores p(t), q(t) € V, donde ambos son de la forma p(t) = ag + 2apt + ast?® y q(t) =

by + 2bot + bot?, ya que a1 = 2as en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces
tenemo

i) Cerradura aditiva
p(t) +q(t) = (ao+ 2aot + ast®) + (bo + 2bot + bat?)
= (a0+b0)+2(ao+bo)t+ (a2+b2)t2 eV
ii) Cerradura multiplicativa
a-pt) = a- (ao + 2a0t + a2t2)
= a-ap+2a-apt+a-at> eV

De donde V' es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Ps.
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d) Consideremos dos vectores tales que p(t), q(t) € V, donde ambos son de la forma p(t) = ag + a1t + (a3 + 1) 2
y q(t) = by + b1t + (by + 1) 2, ya que as = a; + 1 en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar
o € R. Entonces tenemos

i) Cerradura aditiva
p(t) +q(t) = [ao+ art + (ay + 1) *] + [bo + bit + (by + 1) £°]
= (ao +bo) + (a1 + b))t + (a1 + by +2)t2 ¢ V ya que az = a; + 2
ii) Cerradura multiplicativa

a-p(t) = a-[ag+ ait + (a1 + 1) 7]
a-ao+a-at+(a-a+a-1)t2 ¢V yaqueay =a; +a

Observamos que V no es cerrado bajo la suma ni bajo el producto, por lo tanto, V' es no es un subespacio vectorial
de P2.
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Problema IL.5: Determine cuales de los siguientes subconjuntos de R?® forman un subespacio vectorial o no. Con
las operaciones de suma y producto normales que conocemos.

a) W={(a,b,c)| c=a+b}

b) W ={(a,b,¢)|3a—b+2c=—-1}
c) W={(a,b,¢c)|a=—c}

d) W={(a,b,c)|b=2a+1}

A
\%

Solucién: Recordemos que para verificar si un subconjunto de un espacio vectorial, es un subespacio vectorial,
solo tenemos que comprobar las dos propiededes de cerradura.

a) Consideremos dos vectores u, v € W, donde ambos son de la forma u = (a1,b1,a1 +b1) y v = (ag, by, as + ba),
ya que ¢ = a + b en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces

i) Cerradura aditiva
u+v = (a1,br,a1 +b1) + (az,ba, as + by)
= (a1 +as,by + by,a1 +by +as+ b)) €W
ii) Cerradura multiplicativa
a-u=a-(a,b,a+b)=(a-a,a-b,a-a1+a-b)eW

Tenemos que W es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, W es un subespacio vectorial de R>.

b) Consideremos dos vectores u, v € W, en particular sean u = (0,1,0) y v = (0,1,0), en ambos se cumple que
3a — b+ 2c = —1 por definicién y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces

i) Cerradura aditiva
u+wv=(0,1,0)4(0,1,0) = (0,2,0) ¢ W ya que 3a — b+ 2c = —2
ii) Cerradura multiplicativa
a-u=a-(0,1,00)=(0,a-1,0) ¢ Wsia#1

Observamos que W no es cerrado bajo la suma y solo es cerredo bajo el producto para un solo valor de «, por lo
tanto, W no es un subespacio vectorial de R3.

c) Consideremos dos vectores u, v € W, donde ambos son de la forma u = (—c1,b1,¢1) y v = (—cg, ba, ¢2), ya que
a = —c en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar a € R. Entonces

i) Cerradura aditiva
u+v=(—c1,b1,c1) 4+ (—ca,ba,ca) = (—c1 — ¢ca,b1 + ba,c1 +¢2) €W
ii) Cerradura multiplicativa
a-u=a-(—c,b,c1)=(—a-cr,a-b,a-c1) €W

De donde W es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, W es un subespacio vectorial de R3.

d) Consideremos dos vectores u, v € W, donde ambos son de la forma v = (a1,2a1 + 1,¢1) y v = (ag, 2a2 + 1, ¢2),
va que b = 2a + 1 en ambos casos por definicién y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces
i) Cerradura aditiva
utv = (ar,2a1 +1,¢1) + (az,2a9 + 1, ¢2)
= (a1 + a2,2a1 + 2a2 +2,¢1 +¢c2) ¢ W ya que b = 2a + 2
ii) Cerradura multiplicativa
a-u=a-(a1,2a +1,¢1) =(a-a1,0-2a1 +a,a-c1) g Wsia#1

Tenemos que W no es cerrado bajo la suma y solo es cerredo bajo el producto para un solo valor de «, por lo tanto,
W no es un subespacio vectorial de R3.
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Problema II.6: Determine si los siguientes conjuntos W son subespacios vectoriales o no del espacio vectorial
M., (espacio vectorial de las matrices de tamafio n X n)

a) W={AeM,,|AT = A}
b) W ={A € M,, | A es diagonal}

c) W={Ae€ M,, | A es triangular superior}

Solucién: Recordemos que para verificar si un subconjunto de un espacio vectorial, es un subespacio vectorial,
solo tenemos que comprobar las dos propiededes de cerradura.

a) Consideremos dos vectores A, B € W, donde ambos son de la forma AT = Ay BT = B por definicién (la
transpuesta de una matriz es igual a la matriz) y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces
i) Cerradura aditiva

A+B)" =AT+B"=A+BeW

ii) Cerradura multiplicativa
(a-AT=a - AT=a-AeW

Tenemos que W es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, W es un subespacio vectorial de M,,,.

a”:()SlZ;é]

b) Consideremos dos vectores A, B € W, donde ambos son matrices diagonales por definicién
A= . .~ <y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces
aj; 70sii=j

i) Cerradura aditiva

ap 0 --- 0 by 0 --- 0 a; + by 0 0
0 ay -~ O 0 b --- 0 0 as+by - 0
A+B=1| . . . .|+ . .. . |= : . ) . ew
0 0 - ap 00 - b, 0 0 < Qp + by
ii) Cerradura multiplicativa
ai 0 --- 0 aa; 0 -+ 0
0 as 0 0 aay --- O
a-A=« . = ew
0 0 - a, 0 0 - Ay,

Donde W es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, W es un subespacio vectorial de M,,,.
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c) Consideremos dos vectores A, B € W, donde ambos son matrices triangulares
A_{aij=081i>j

Qjij #£0sii<j
i) Cerradura aditiva

A
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superiores, por definicion

y ademas consideremos un escalar a € R. Entonces

a11 @12 - Gln b1 b1z -+ bin a1 +bi1 a2 +bi2 -+ ain +bin
0 ag -+ as, 0 bag - bap 0 az2 +baa -+ agny +bop
A+B= . + L ) = . . ew
0 O Ann 0 O - bon 0 0 © Qpn + bpn
ii) Cerradura multiplicativa
a1 a2 a1n aap; aaip - Qa2
0 ag a2n 0 aag - aax
a-A=o- .. . = ) . cew
0 0 < Ann 0 0 by,

Tenemos que W es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, W es un subespacio vectorial de M,,,.
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Problema II.7: Considere el espacio vectorial Ms3. Mostrar cuales de los siguientes subconjuntos de Moz son
subespacios vectoriales.
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a) V:{AEM23|A:(?Z 8 8) ybza-i—c}
b) V:{AeM23|A=<g Z Jf),a:—zcyf=2e+d}
o) V{AeMzsA(g ! 8)}

d) V:{(Z Z Jf>| a+c=0yb+d+f:0}

Solucién: Para verificar si un subconjunto de un espacio vectorial, es un subespacio vectorial, solo tenemos que
comprobar las dos propiededes de cerradura.

a) Consideremos dos vectores A, B € V', y ademas consideremos un escalar o € R. Entonces

i) Cerradura aditiva

B ay ayr+c az Gz + C2 C2
AvrB = <d1 0 0)+(d2 0 0)
- ay+az ay+cy+ag+co c1+co cv
dy + do 0 0

ii) Cerradura multiplicativa

_ [ m a1 +c1
a-A =« <d1 0 O)

_ aa)p aap +acyp acqy
= (ad1 0 0 ) €V

asi vemos que V' es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Mag.

b) Consideremos dos vectores A, B € V, y ademas consideremos un escalar « € R. Entonces

i) Cerradura aditiva

o —261 b1 C1 —202 b2 Co
A+B7 < d1 €1 261+d1)+( d2 €9 2€2+d2>

_( —2c1 —2¢c b1+ b c1+ca cvV
B dy + do e1 +ex 2e; +dy + 2e3 +dy

ii) Cerradura multiplicativa
o 7261 b1 C1
alA_a.( di e1 2e1+d;

( —2ac; ab;y acy ) cv

ad;  wae; 2ae; + ad;

asi vemos que V es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Mas.
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¢) Consideremos dos vectores A, B € V, y ademas consideremos un escalar « € R. Entonces

_ 0 1 ag 0 1 ay
A+B_ (dl C1 0)+(d2 co O)

= 0 2 a1 + az B

a (d1+d2 c1+c2 0 >¢Vyaquea12_2

i) Cerradura aditiva

ii) Cerradura multiplicativa
_ 0 1 ail
a-A = a-(dl o O)
- 0 aaa) gy ozt
— \ad; ac 0
asi vemos que V' no es cerrado bajo la suma y solo es cerredo para el producto para un valor particular de «, por lo

tanto, V' no es un subespacio vectorial de Mos.

d) Consideremos dos vectores A, B € V| y ademas consideremos un escalar « € R. Entonces

i) Cerradura aditiva

—C1 _dl_fl 1 —C2 —d2—f2 C2
A+B =
+ ( dq e fi ) + < do €2 f2

_ —c1—cy —di— fi—da—fa2 c1+ e cv
dy +dy €1+ ez f1+ fa

ii) Cerradura multiplicativa
_ [ a —di—fi a
a-A=a ( dy el f1>

—ac; —ady —afi ac
( adq oeq afy ) €V

tenemos que V es cerrado bajo la suma y producto, por lo tanto, V' es un subespacio vectorial de Msg.
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Problema I1.8: Muestre que el conjunto de todos los puntos del plano ax + by + cz = 0 es un subespacio vectorial
de R3.
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Solucién: Para verificar si un subconjunto de un espacio vectorial, es un subespacio vectorial, solo tenemos que
comprobar las dos propiedades de cerradura.

Reescribimos los puntos del plano como el conjunto H = {(z,y, z)| ax + by + cz = 0}. Sean u,v € Hy a € R es
un escalar, entonces

i) Cerradura aditiva

u=(x1,y1,71) € H=azx1+by; +cz; =0
v = (x2,Y2,22) € H = axg + bys + czo0 =0

sumando y factorizando las ecuaciones anteriores, se tiene que
(az1 + by + cz1) + (axo + by + ¢c2z2) =0

=a(ry+x2) + by +y2) +c(z1+22) =0
= (v1+ 22,91 + 42,21 +22) =u+veEH

ii) Cerradura multiplicativa

u=(x1,01,71) € H = azx1+by1 +cz;1 =0
multiplicamos la ecuacion anterior por el escalar o, obtenemos
a-ar;+a-by;+a-czy =0

a(axy) +blayr) + c(az;)) =0
= (azy,ayr,az;)) =a-u € H

Por lo tanto, el subconjunto H que contiene a todos los puntos del plano ax + by + cz = 0, es cerrado bajo las
operaciones de suma de vectores y multiplicacién por un escalar, esto es, H es un subespacio vectorial de R3.



31

A
\%

A
\%

Problema III.1: Considere el espacio vectorial F', que consiste de todas los funciones continuas y diferenciables en
un intervalo cerrado [a, b]. Muestre que las funciones fi(t) = e’ y fa(t) = 2! en este espacio vectorial son linealmente
independientes.

Solucion:

Método 1) Usando la definicién, dos vectores u y v son linealmente independientes si tenemos que
au+oav=0=a1 =a3 =0

para este caso tenemos los vectores u = f1(t) = €' y v = fo(t) = e* del espacio vectorial F.
Para poder determinar los valores de los escalares a1 y aso, necesitamos al menos otra ecuacién, esta la generamos
derivando la ecuacién anterior, asi tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, esto es

Oélfl (t) + Oégfg(t) =
a1 fi(t) + aa fa(t)

Il
o o

al sustituir las funciones tenemos

arel + age® = 0

apet +2a262t =0
restando la primera de la segunda ecuacion, tenemos que
aze? =0 como e? £Q paratodot E R=as =0=a; =0

Por lo tanto las funciones fi(t) = e’ y f2(t) = 2! son linealmente independientes.

Método 2) Supongamos que estas funciones son linelamente dependientes, esto significa que una de ellas es un
multiplo de la otra, esto es

falt) = afift)

= 2! = ae! donde a € R
ahora dividimos la ecuacién anterior por e?, obteniendo
e =«

lo cual no puede ses cierto. Por lo tanto las funciones fi(t) = e® y f2(t) son linealmente independientes.
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Problema III.2: Sean v, = (l,a,aQ), Vg = (1,ﬁ,ﬁ2) y vg = (1,7,72) tres vectores de R3, donde «, 3 y 7 son
numeros reales distintos de cero. Que condiciones deben cumplir los nimeros «, 5 y v para que los tres vectores vy,
v9 v v3 sean linealmente independientes.
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Solucién: Dela definicén tenemos que vy, vy y v3 seran linealmente independientes si se cumple que para
V1 + v +czgv3=0=c1 =co=c3=0

sustituyendo los vectores tenemos que

C1 (1,0[,0&2) +c2 (1a6aﬁ2) +c3 (L%’YQ) = (Oa070)
(Cl,ClOé,ClOéQ) + (CQ;CQBa CQﬁQ) + (03703770372) = (Oa070)
(c1+ca+cs, 0+ caf + 37,107 + 2% + ¢37%) = (0,0,0)

de donde se obtiene el siguiente sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incognitas (c1,c2 y ¢3)

C1 +CQ+63 :0
cra+coff+c3y =0
cra? + co 52 +0372 =0

Recordemos que para un sistema homogéneo solo existen dos posibilidades para la solucién, o tiene solucién
unica (la solucién trivial) o tiene soluciones infinitas. Es claro que necesitamos que el sistema tenga solucién tnica
(c1 = ¢ = ¢3 = 0) para que los vectores sean linealmente independientes.

Asi, un sistema de ecuaciones lineales homogéneo tiene solucién unica si su determinante correspondiente es distinto
de cero, para este caso

1

71#0
2

gl

[~}

Q
\QI\JQH

El valor de este determinante es igual a (ver Problema 1.9 B)),

1
TI=B-a)(y—a)(B—7) #0

,y2

[ V)

Q -
Qwh»—

(07

de esta forma, para que los vectores vy, v2 y v3 sean linealmente independientes, los nimeros «, 8 y v deben satisfacer
las siguientes condiciones

@2 @
RN N N
2 2 9
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Problema III.3: Encuentre una base y la dimensién del subespacio W de R*, que consta de todos los vectores de
la forma v = (a +b,a — b+ 2¢,b,c) donde a, b y ¢ son niimeros reales.

Solucién: Podemos escribir al subespacio W como el siguiente conjunto de vectores de R*
W ={(z,y,z,w)| (a+b,a—b+2¢c,b,c)}

donde a, b y ¢ son pardmetros (a,b,c € R)
Ahora factorizamos a los vectores de W en términos de los pardmetros a, by ¢, esto es

(a+b,a—b+2¢,b,c) =a(1,1,0,0) +b(1,-1,1,0) + ¢(0,2,0,1),

Esto significa que el conjunto de vectores {(1,1,0,0),(1,—1,1,0),(0,2,0,1)} genera a todos los vectores que estan
en W, ya que todo (z,y, 2z, w) € W, se puede escribir como combinacién lineal de estos tres vectores.

Por otra parte, resolvamos la ecuacion
aq (17 1a 07 O) + a2 (15 _17 1a 0) + as (Oa 2) 07 1) = (0’ Oa 07 O)

la cual genera el sistema de ecuaciones

a1 +ay =0
a1 —as +2a3 =0
g = 0
a3 = 0
en donde observamos facilmente que a; = @y = a3 = 0, esto significa que el conjunto de vectores

{(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(0,2,0,1)} es linealmente independiente.

Por lo tanto, tenemos que el conjunto de vectores {(1,1,0,0),(1,—1,1,0),(0,2,0,1)} genera a W y ademas es
linealmente independiente, por lo cual es una base para el subespacio W.

Finalmente tenemos que, de acuerdo a la definicién, la dimension de un espacio vectorial es igual al nimero de
vectores que tiene una base cualquiera de ese espacio vectorial, por lo tanto, la dimension de W es igual a 3, esto es
Dim (W) = 3.
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Problema III1.4: Determine si los siguientes conjuntos de vectores forman una base para el espacio vectorial dado.
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a) {1 —2z,z — 2} para Ps.

o[ () (28 (2 4 e

Solucién: Recordemos que un conjunto de vectores es una base de un espacio vectorial, si este conjunto es
linealmente independiente y ademéas genera al espacio vectorial. Entonces para cada conjunto debemos verificar
ambas condiciones.

a) Veamos primero si este conjunto es linealmente independiente, entonces consideremos la ecuacién

a1(1—2x)+a2(x—x2):O+Ox+0x2
= a1 + (=201 + az) x — azz? = 0+ 0z + 022

esta ecuacion nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo

ap = 0
—20[1 + oo = 0
—Qp = 0

esto implica que a; = as = 0, por lo tanto los vectores {1 —2x,x — xz} son linealmente independientes.
Ahora verifiquemos si generan a P,. Para esto consideremos la forma mas general de un vector de Ps, eso es, sea
p(r) = a+ bx + cx? € Py, asf este vector se debe poder escribir como

Bi(1—2z)+ B2 (z —2%) = a+bx+c?
= f1+ (=261 + B2) & — Box? = a4 bz + ¢

la cual conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales

51 =a
—2B1+ B2 =b
—B2=c
al resolver con la matriz aumentada tenemos
1 0 a 1 0 a 10 a
-2 1 b (R2—>R2+2R1) 0 1 2a +b (R3HR3+R2) 01 2a +b
0 —-1] ¢ 0 -1 c 00| 2a+b+c

Este sistema solamente tiene solucion si se cumple que 2a 4+ b + ¢ = 0, esto significa que solamente los polinomios
p(r) = a + bz + ca® cuyos coeficientes satisfagan la condicién podran ser generados por el conjunto {1 —2x,x — xz},
en otras palabras no genera a todo Ps.

Finalmente, el conjunto {1 —2r,x — xQ} es linealmente independiente pero no genera a Ps, por lo tanto no es una
base de este espacio vectorial.

b) Verifiquemos si estos vectores son linealmente independientes, as{ que consideremos la ecuacién

11 01 00 11 00
ar{ g 1>+0‘2(1 1)*“3(1—1>+°‘4(2—2):(00)

a1 + oy a1 + oo+ oy o 00
—a1+ag+az+2a4 a1 +ag—az—2a4 )] L0 O

la cual origina el sistema de ecuaciones lineales homogéneo siguiente

a1 +ag =0

a1 +as+as=0
—a1+as+az+2a4 =0
o+ oy —az—204 =0
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Como el sistema anterior es homogéneo tenemos que, si el determinante es igual a cero entonces tiene soluciones

infinitas, si es distinto de cero entonces tiene solucién tinica (la solucién trivial), asi que calculemos el determinante
del sistema, usaremos propiedades
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0 O

1 1 10 0 1 10 0 1
11 0 1 E?:’}g?;?; 01 0 0| (RR—mRs—Rs) |01 0 0
11 1 2 (R3_)R3_R1) 01 1 3| (Ry—R,—Ry) |00 1 3
11 -1 -1 4 AT 001 -1 =2 00 —1 —2

1001

(Ri—Ri+Rs) | o1 al=1#0

0001

De manera que el sistema tiene solucién tnica, la trivial, asi que oy = ag = ag = a4 = 0. Por lo tanto los vectores

( jl 1 > , ( (1) } > , ((1) f)l ) y ( é 712 > son linealmente independientes.

Ahora veamos si estos vectores generan a Mss. Entonces cualquier matriz

7N
(SRS
u

b .
€ Msy se puede escribir como

51(_11 1)4—52(0 1)+ﬂ3(0 _0 >+ﬂ4<; _12)=<Z Z)
;>< P14+ Ba B1+ B2+ By )<a b)
—B1+Ba+ B3+ 284 B1+P2— Pz — 264 c d

de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales
fr+pBs=a
fPr+ P2+ Bs=0

—Bi+ B2+ Ps+281=c
Br+ P2 —P3—284=d

Reoslvamos el sistema usando la matriz aumentada

10

a 10 0 1 a
11 1 b szgiglg 01 0 O0|b—a
-11 1 2| c R3HR37R1) 01 1 3|c+a
11-1-1|d 4 4 1 01 -1-2|d-—a
10 0 1 a 1001 a
(R3*>R3*R2) 01 0 0 b—a 0100 b—a
R, — Ry — Ry 00 1 3|c—br2a | T BatBa) | 07 3] _pia
(
00 -1 —2 d—b 0001|c+d—2b+2a
1000| —-a—c—d+2b
(R1—>R1 R3) 0100 b—a
(Rs = R3—3R4) | 001 0| —2c+5b—3d—4a
0001 c+d—2b+2a

Esto significa que la solucién es tnica de la forma

fi=—a—c—d+2b
B2=b—a

B3 = —2c+ 5b — 3d — 4a
Bi=c+d—2b+2a

En otras palabras quiere decir que el conjunto de matrices en cuestion genera a Msys. tenemos entonces que

el conjunto {( 31 } ) , < (1) 1 > , < (1) Pl ) , < ; 32 )} es linealmente independiente y ademéds genera al espacio

vectorial correspondiente, por lo tanto, este conjunto es una base de Mss.
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Problema III.5: Consideremos los dos conjuntos de vectores en R*, A = {(1,2,—1,3),(2,4,1,-2),(3,6,3,-7)}
y B={(1,2,-4,11),(2,4,-5,14)}. Sean V = gen(A) y W = gen(B), mostrar que V = W.
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Solucién: Método 1) Recordemos que si S = {v1,vs,...,v,} es un conjunto de vectores, entonces el subespacio
vectorial generado por S esta dado por gen(S) = {u|u = ajv; + asvs + ... + @ U, }.
Para V = gen(A) tenemos,

V =gen(4) = {(z,y, z,w)| (z,y, 2z, w) = a1 (1,2, —-1,3) + a2 (2,4,1,-2) + @3 (3,6,3,—7)}
= (Z', iU,Zyw) = (ala 2(11, —0[1,30é1) + (20[2,40[2, a2, _2a2) + (30{3,60[3, 30[3, —70é3)
= (a1 + 209 + 3ag, 201 + das + 6z, —a; + @2 + 33, 301 — 200 — Taz)

ecuacion que genera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
a1 +2a9 +3as ==z
2001 +4as + 6z =y
—011+OZ2+3C¥3 =z

31 — 209 — Tz = w

resolvamos por medio de la matriz aumentada, esto es

1 2 3 T 1 2 3 T 1 2 3 x
2 4 6|y ?:%;?{{Rl 00 0 |y-20|p o [0-8-16]w-3
11 32 | P e 003 6 | st Ml o3 6 | 242
3 -2 —7|w 4 4 Y'\N0 -8 —16| w—3x 00 0 |y—2z
123 z 123 x
Ry — Ry/(=8) [ 01 2| —w/8+3z/8 | o, o 012 —w/8+3x/8
Rs — Ry/(3) 012 z/34+z/3 3 371 000 2/3+w/8—1x/24
000 y —2x 000 y—2x
10 -1 r/4+w/4
01 2 —w/8 4+ 3x/8
By = I =21 (0 0 0 | 2/3+w/8—x/24
00 O y—2x
R3,Ry = z/34+w/8—x/2d =y —2x = z/3+w/8+47x/24 —y =0

en otras palabras,
V =gen(A) = {(z,y,z,w)| 2/3+w/8 +47x/24 —y = 0}
De la misma manera para W = gen(B) tenemos

W= gen(B) = {(‘T7y7 va)| (I, y,Z,’LU) = (17 2a _47 11) + g (25 47 _5a 14)}
= (‘r?yvzaw) = (a1,2a1, —40[1, 1].0[1) + (20[2,40&2, _5a2a 14@2)
= (a1 + 209, 2001 4 4o, —4a; — ba, 11aq + 140&2)

lo que resulta en el siguiente sistema de ecuaciones lineales

a1+ 200 =
2001 + 4oy =y
—4aq — Das = z
1log + 14 = w
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Usando la matriz aumentada para resolver el sistema anterior tenemos que
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1 2 |z 1 2 T 1 2 T
R2—>R2—2R1
2 4|y 0 0 y— 2z 0 8| w—11z
IR St N NI N I I (N N
11 14| w 4 4 N0 —8| w—11z 0 0| y—2x
12 T 12 T
Ry — Ry/(—8) | 0 1| —w/8+ 112/8 B 01| —w/8+11z/8
Rs — Ro/(3) 01| 2/3+42/3 | =T =Tl ool 3 0w/s_u/
00 y— 2z 00 y—2zx
10| —7z/4+w/4
01| —w/8+11z/8
Bo= B =28 | ol /34 w/8 — x/24
00 y— 2z
Rs,Ry = z/34+w/8—zx/2d =y —2x = z/3+w/8+4Tx/24 —y =0

es decir,
W = gen(B) = {(z,y,z,w)|2/3 + w/8 + 472 /24 — y = 0}
Por lo tanto, observamos que

V=w

Método 2) Escribimos los vectores del conjunto A como renglones de una matriz, y determinamos ahora la forma
escalonada reducida de esta matriz, esto es,

12 -1 3 12 -1 3 12 -1 3
24 1 2| 27T 00 3 8 | Ry Ry 2R, (00 3 -8
36 3 —7 3 3 Y\oo 6 —16 00 0 0
360 1
Ri—3Ri +Ry | 003 -8
000 0

de tal manera que
V= gen {(17 27 713 3) ’ (27 47 13 72) ’ (33 63 3’ 77)} = gen {(Sﬂ 67 07 1) ) (07 07 37 78)}
Ahora repetimos el mismo procedimiento para los vectores del conjunto B, de manera que
12 -1 3 12 -13 360 1
(2 4 -5 14) e = Ry =28 (0 0 -3 8) o= 38 — Ry <o 03 —8)
donde tenemos que

W =gen{(1,2,—-4,11),(2,4,—5,14)} = gen {(3,6,0,1), (0,0, 3, —8)}

por lo tanto concluimos que
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Problema III.6: Mostrar que los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes, para el espacio
vectorial dado,

a) W= {2x,x3 — 3,1+ 2 — 423, 23 4+ 1822 79} en Ps

b) W = {2x,x2 +5,2+w74x2} en P,

c) W = {sinz,cosz} en [—7, 7]

d) W= {x,m%,x%} en [0, 1]
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Solucién: De la definicién tenemos que, un conjunto de vectores S = {vy,vs, ..., v, } es linealmente independiente
si an la ecuacién avy + agvs + ... + a, v, = 0, se tiene que o = ag = ... = o, = 0.

a) Para este conjunto tenemos
a1 (2z) + as (m3—3) + a3 (1—1—:10—43:3) + oy (x3—|—18x2—9) =0+ 0z + 022 + 023

= 204 + ox® — 30 + a3 + asx — dazz® + auz® + 18ayz? — 9oy = 0 + 0z + 022 + 023
(=3az + az — 9ay) + (201 + az) x + (18ay4) 2% + (g — dag + ay) 23 = 0 + 0z + 022 + 023

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo
—3as + a3 —9ay =0
20[1 + a3 = 0
18ty =0

ag —4as+as =0

Usemos la matriz aumentada para resolver el sistema

0-3 1 =910 20 1 010 20 1 010
20 1 00| RieR [0-31 90|, 5 01 —4 110
00 0 18|0]| Rs—>R, |01 -4 110 2 31 o-31 —-9|0
01 -4 110 00 0 18]0 00 0 18]0
20 1 010 20 1 010
01 -4 1|0 Ry —3R3+ Ry 018 =72 0|0
Ry = Rs+3R2 | oo _11 6|0 Ry — 18Ry +Rs | 0 0 =33 0|0
00 0 18] 0 00 0 18]|0
20 1 010 20000
Ry —R3/—33 | 018 =72 0|0 | R — R, — Rs 018000
Ry — R4/18 00 1 0/0| RR—Ry+72R3 | 0 0 100
00 0 1]0 00010

Esto quiere decir que el sistema tiene solucién tnica (la solucién trivial por ser homogéneo), esto es, a; = g =
as = a4 = 0. Por lo tanto, los vectores del conjunto W = {296, 23 —3, 142 — 423,23 + 1822 — 9}, son linealmente
independientes.

b) Aplicando la definicién de vectores independientes tenemos,
a1 (2z) + ao (x2—|—5) + a3 (2—|—x—4x2) =0+ 0x + 022

= 204 + ax? + Bas + 2a3 + asr — daszz? = 0 + 0x + 0z2
(bag + 2a3) + (201 + a3) x + (2a2 — dag) 22 = 0 + Ox + 022

ecuacion que genera el sistema de ecuaciones lineales homogéneo siguiente

Sag 4+ 2a3 =0
200 + a3 =0
20[2—40[3:0
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Ahora resolvamos mediante el determinante del sistema, asi que

05 2 -
20 1 :—2‘2 _4’:—2(—20—4):—2(—24):487&0
02 —4

Como el determinate es distinto de cero, quiere decir que la solucién del sistema es tinica (solucién trivial), por ser ho-

mogéneo, es decir, a; = as = az = 0. Entonces tenemos que los vectores del conjunto W = {Qx, 22 +5,24x— 43:2}
son linealmente independientes.

Para los siguientes incisos usaremos el Wronskiano definido como

fi f2 f3

/ / ! / df 1 d2f
W(flaf27f3): fl f2 f3 dondef :7yf = 2
" f// /1 dx dx
1 J2 J3
c) Para este conjunto de funciones tenemos
W (sinx,cosx) = S COST Y Gin2y — cos?z = —1#0
cosz —sinx

Como el Wronskiano es distinto de cero estonces las funciones del conjunto W = {sinz,cosz} son linealmente
independientes.

d) En este caso tenemos que el Wronskiano esta dado de la siguiente forma

1 1
T r3 T3 1 2V 3(¥z)°
W(x,x%,z%>: 1 %x_% %m_% Ry« Ry éW(I,x%,x%):(—l) T Wz VA
_3 _5 _ 1 _ 2
O _ix 2 —%Z‘ 3 0 4( z)’i 9(%)5
1 1 1
» A
Ry — Ry — xRy :>W(a:,x§,m§>:(—1) 0 % b vz
0 — 1 _ 2
CEHRED)
NGk
Ry — 2/(\/TRy) :>W(x,x%,x%)=(—1) 0 1 95
0 — 1 2 .
W )
A
Rs — Rs + Ry /(4(y/7)®) @W(x,x%,x%):(—l) 0 1 i |=——Ls+#£0
x 9( Jx
0 o _I* ()

. - . . 11 .
Como el Wronskiano es distinto de cero estonces las funciones del conjunto W = {m,am,xs} son linealmente
independientes.
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Problema IIL.7: Mostrar si el conjunto de vectores {(1,2,1),(2,1,3),(3,3,4),(1,2,0)} es generador del espacio
vectorial R>
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Solucién: Consideremos el vector general (x,v,2) € R, y lo escribimos como combinacién lineal del conjunto en
cuestién, esto es,

(:c,y,z) = a1(1a27 1) + a2(27 173) + C¥3(3,3,4) + a4(1a 2,0)

(1,200, 1) + (202, ag, 3az) + (3as, 3as, 4as) + (a4, 204, 0)
= (041 + 205 + 3as + ay, 2aq1 + as + 3as + 2a4, a1 + 3as + 4@3)

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

T = a1+ 200 + 3az + ay 1231|«x
y=20+a+3a3+204 = | 213 2|y
z = aq + 3as + 4as 1340] z

1 2 3 1 z 1 2 3 1 x
E§2:§f{:}F? 0-3-30|y—20|R—Ry |01 1 -1| z—2z

3 3 01 1 —-1| z—=z 0 -3 -3 0 |y—2x
(R1 — 2Ry — Ry) (1) (1) } _31 3§ : iz (R1 + R3 — Ry) (1) (1) } 8 ;ix_+yy_’j4iz
(Bs+3R2 = Hs) \ g _g|y_pa—s) BGRa—Bs—H) \ 5o 3| )5

(o5} —2x—|—y—3z—a3
= a=2r—y+4z—ag
ay=—(y—5x—2)/3

como el sistema tiene solucién (soluciones infinitas), entonces existen los escalares aq, aa, a3 y o para poder escribir
cualquier vector arbitrario de R® como combinacién lineal del conjunto {(1,2,1),(2,1,3),(3,3,4),(1,2,0)}, por lo
tanto, este conjunto es generador del espacio vectorial R3.

Problema III.8: Encuentre una base para el conjunto de vectores que se encuentran en el plano 2z —y — z = 0.

Solucién: Este conjunto se puede escribir como P = {(x,y,2)|2x —y — 2z =0}, donde (x,y,2z) € R*. Como
necesitamos una base para este conjunto, entonces el plano 2x —y — z = 0 se puede ver como una ecuacién homogénea
con tres incognitas, que al resolver tenemos

2e—y—z=0=>2=y/2+2/2

=y=ayz=/0, donde «, 3 € R son parametros libres
=z=a/2+0/2

(z,y,2) = (a/2+ B/2,0,8) = a(1/2,1,0) + 5(1/2,0,1)

asi, los vectores (1/2,1,0) y 5(1/2,0,1) generam al plano y ademas son linealmente independientes, por lo tanto, una
base para todos los vectores que estan sobre el plano es el conjunto

{(1/2,1,0),(1/2,0,1)}
de modo que Dim(P) = 2.
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Problema II1.9: Sea S = {v1,v2,v3,v4,v5} un conjunto de vectores en R* donde v; = (1,2,-2,1), vy =

(=3,3,-9,6),v3 = (2,1,1,—-1), vg = (=3,0,—4,5) y vs = (9,3,7, —6). Determinar una base para el conunto generado
por S.

Solucién: Supngamos que
W = gen(S) = {u|u = a1v1 + agvs + azvs + asvg + asvs}

entonces debemos hallar una base para W.

El procedimiento es, primero colocar los vectores como columnas de una matriz, después transformamos la matriz a
su forma escalonada reducida, y las columnas que tengan ”unos principales”, corresponden a los vectores que forman
la base. De esta manera tenemos

1 -3 2 -3 9
2 3 1 0 3
(1)1 Vo V3 V4 1)5): _9 _9 1 4 7
1 6 -1 5 —6
1 -3 2 -3 9
0 9 -3 6 -15
0 -15 5 —-10 25
0 9 -3 8 -—15

(RQ — 2R1 — RQ)
(Rg + 2R1 — Rg)
(Ry — R1 — Ry)

1 -3 2 -3 9
0 3 -1 2 -5
(R2f3—=F2) | o 15 5 10 95
0 9 -3 8 -—15
(R3+5R2—>R3)
(Ri—3R, — Ry \ 00 0 00
4 2 4 00 0 2 0
10 1 -1 4
03 -1 2 -5
(Raf2=Ra) | 5o o o 0)
00 0 1 0
10 1 0 4
(R1 + R4 — Rl) 03 —-10 -5
(R2—2R4—>R2) 00 0 0 O
00 0 1 0
10 1 0 4
01 -1/3 0 —5/3
00 0 1 0

Asi, las columnas con unos principales corresponden a los vectores vi,vs y v4.
Por lo tanto, {v1,v2,vs} es una base para W = gen(S) y entonces Dim(W) = Dim(gen(S)) = 3.

Observacion, los vectores se pueden colocar como columnas de la matriz en cualquier orden, posiblemente esto
cambie los vectores de la base, pero lo que no varia es el nimero de vectores de la base, siempre seran tres.
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Problema II1.10: Consideremos los vectores u; = (2, —2,6) y uz = (—4, 1, 6) del espacio vectorial R?. Detreminar
el espacio vectorial generado por estos vectores.
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Solucién: Debemos hallar el espacio V' = gen {uy,us} = {v|v = ayus + agus}, sea v = (z,y,2) € V, entonces

v =aiuy + agus = (2,y,2) = a1(2,-2,6) + a2(—4,1,6) = (2a1, —2a1, 601) + (—4ag, az, 6as)
= (2,9, 2) = (201 — das, —2a1 + as, 601 + 6a2)
ecuacién que genera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
2000 — 4o =
—201 oz =y
61 + 6o = 2

resolviendo por medio de la matriz aumentada, resulta

2 —4|«x 2 —4 x
= —2 1 E%f%“ﬁé)) 0 -3| y+a
6 6 3 ! 3\ 0 18| z2—3z
2 —4
(Rg + 6Ry — Rg) 0 -3 Y —|— x
0 0 | 2+3z+ 6y
2 —4
(R2/(=3) = Ry) | 0 1 y+a:/3
0 0 | 243z + 6y
20 x—4y/3
(Ri+4Ry — Ry) | O 1
00 z+3x+6y
10 (ﬂc—4y/6
(B1/2—Ri) [ 01| —(y+2)/3
0 0] 243z + 6y

De la solucién tenemos que,
Rs=2+43x+6y=0

Por lo tanto, el espacio generado por los vectores u; = (2,—2,6) y us = (—4,1,6), es el plano z + 3z 4+ 6y = 0, el
cual pasa por el origen, de otra manera

V = gen{ur,uz} = {(z,y,2)| 3z + 6y + z = 0}

En general, cualquier par de vectores en R> genera un plano que pasa por el origen de coordenadas.
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Problema III.11: Sean u; = (1,0,1,0) y up = (—1,1,—1,0) dos vectores linealmente independientes de R*.
Construir una base para R* que contenga a los vectores u; y us.

Solucién: Sabemos que una base de R* debe contener cuatro vectores, de manera que para acompletar la base
deseada nos restan dos vectores que sean linealmente independientes entre si y con los dos que tenemos.

Los dos vectores faltantes los tomaremos de la base canénica de R*, esto es, del conjunto {ej,es,e3,e4} donde
e1 =(1,0,0,0), eo = (0,1,0,0), e5 = (0,0,1,0) y e4 = (0,0,0,1).

Ahora colocamos los seis vectores como columnas de una matriz y esta la transformamos a su forma escalonada
reducida, las columnas con unos principales serdn los vectores base de R*, colocamos como primeras dos columnas a
los vectores u; y ug, y en estas columnas obtenemos un uno principal para asugurar estos vectores esten en la base.

Entonces tenemos

1 -11000
010100
(u1u261€2€364): 1 -10010
000001
1-1 1000
01 0 100
(Rs =R — R3) | 1010)
00 0001
101 100
01 0 100
(R1 + Ry — Ry) 001010)
00 0 001

esta ultima matriz es la reducida, vemos que hay unos principales en las columnas 1, 2, 5 y 6, estas corresponden al
conjunto de vectores {uy, us, €3, €4}.

Por lo tanto, una base de R* esta formada por los vectores {(1,0,1,0), (—1,1,—1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Podemos obtener otras columnas con unos principales, por ejemplo, de la tltima matriz

101 100 100 110
01 0 100 010 100
00-1010 | EtBs—R) | 4 5 (7
000 001 000 001
1001 1 0
0101 0 0
((_1)R3_>R3) 0010 =10
0000 0 1

donde ahora los unos principales estan en las columnas que corresponden a los vectores {u1, uz, €1, e4}, por lo cual, la
base en este caso esta formada por el conjunto {(1,0,1,0),(-1,1,-1,0),(1,0,0,0),(0,0,0,1)}.
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Problema III.12: Encuentre una base para el espacio solucion del sistema de ecuaciones lineales homegéneo
siguiente,
20 — 6y +42=0
—x+3y—22=0
—3xr+9y—62=0

Solucién: Tenemos que encontrar los vectores que generan a la solucién del sistema, entonces primero resolvemso
el sistema

20 — 6y +42=0 2 —6 4 0 1 -3 2 0
—r+3y—22=0 = -1 3 =210 (R1/2—>R1) -1 3 =210
—3xr+9y —62=0 -3 9 —-6|0 -3 9 —-6]0
Ry + Ry — Ry é _03 (2) 8
R34+ 3Ry — R3 00 00

de donde la solucién esta dada por

Ri=2x=3y—2z=x=3a—28 donde «, 3 € R, son parametros libres

Entonces podemos escribir la solucién del sistema como

(.’E,y,Z) = (3a - 2/6a aaﬁ) = Oz(37 17 0) + 5(_27 07 1)

esto significa que cualquier solucién del sistema se puede escribir como combinacién de los vectores {(3,1,0), (—2,0, 1)},
es decir, estos vectores generan al espacio solucién.

Checamos ahora si son linealmente independientes,

041(3, 17 O) + 042(—2, 07 1) = (O’ 0) O)
= (3a1,a1,0) + (—2a2,0,a2) = (3ay — 20, a1, as) = (0,0,0)

304172&2:0
= a1=0
a2:0

como la solucidén es unica (solucién trivial a; = as = 0) entonces los vecores son linealmente independientes.

Por lo tanto, el conjunto de vectores {(3,1,0),(—2,0,1)} genera a la solucién del sistema de euaciones y ademds es
linealmente independiente, entonces es una base para el espacio solucién.

Cualquier multiplo de estos vectores, también serd una base para el espacio solucién del sistema de ecuaciones
lineales.
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Problema III.13: Determine si el siguiente conjunto de vectores {1 —x,3 — 22, x} forma o no una base para el
espacio vectorial Ps.

Solucién: Para saber si este conjunto es base de P,, debemos probar que es un conjunto que genera a P, y ademas
que son vectores linealmente independientes.

Verifiquemos si es o no un conjunto generador, cualquier vector arbitrario ag+a;x+azx? € Py, debe poder escribirse
como combinacién lineal del conjunto de vectores {1 —z,3— 22, a?}, esto es,

ap + a1z + azz? = ay(1 — ) + (3 — 2?) + asx

= (a1 +3a2) + (—a1 + ag)x — anr?

de donde obtenemos el sisguiente sistema de ecuaciones lineales

o1 +3ag = ag a1 = ag + 3az
—a; a3 =a1 = Q= —a2
—Qg = Qa2 a3 =ag + a; + 3&2

Como el sistema tiene solucion, entonces el conjunto de vectores genera a cualquier vector de Ps.

Chequemos ahora si este conjunto de vectores es linealmente independiente, mediante el determinate tenemos

0 -1 0
l—z=| -1], 3-2a?= 0 , =11
1 3 0
entonces
0 —-10
-1 0 1|=-1#0
1 3 0

si el determinate es distinto de cero, quiere decir que los vectores son linealemente independientes.

Por lo tanto, si el conjunto de vectores {1 —x,3 — w2,x} genera a P» y el linealmente independiente entonces es
una base para el espacio vectorial en cuestion.
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Problema II11.14: Si S = {t2 +t+ 1,242t + 3,2+ 1} yT {t + 1,82, 82 + 1} son dos bases del espacio vectorial
P,, determinar las matrices de transicién de la base T a la base S (Pr—g) y de la base S a la base T (Qs—1).
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Solucién: Método A) Para obtener la matriz (Pr_g), escribimos los vectores de la base T' en términos de los
vectores de la base S, esto es,

t+1

a1 (t® +t+ 1)+ an (? + 2t + 3) + az1 (> + 1)
= (a11 + ag + az1)t* + (a11 + 2a91)t + (a1 + 3ag; + asz)

obteniendose el siguiente sistema de ecuaciones lineales, con su correspondiente solucion,

0 =a11 + a1 +as: a1 =0
1=ai1 + 2a0; = a21:1/2
1=a11 +3a21 + as1 az; = —1/2

De la misma forma

t2

ar2(t? +t+ 1) + ago(t> + 2t + 3) + azg2(* + 1)
(a12 + aza + az2)t* + (a2 + 2a22)t + (a1 + 3azs + asz)

ecuacién que origina el sistema de ecuaciones lineales siguiente, con su respectiva solucién,

1=a12+az +as a2 =1
0= a2 +2a22 = Q92 = —1/2
0 =aio + 3ass + ass a32:1/2

Finalmente también

41 = aa(t? +t+1) +agz(t® +2t +3) +ass(t* + 1)
= (a13 + ags + asz)t® + (a13 + 2a23)t + (a13 + 3az3 + ass)

de la cual tenemos

1=ai13+az3 +as3 a3 =0
0 =ai3 + 2a93 = a3 =0
1= a3 + 3az3 + ass azz =1

Por lo tanto la matriz de cambio de base o de transicién de la base T a la base S es,

a1 a1z a3 0 1 0
Pros=| a2z ax a3 | =| 1/2 -1/2 0
asy a3z Gs3 -1/2 1/2 1

Método B) Construimos una matriz doble que contenga a los vectores de ambas bases (dispuestos como columnas)
y transformamos la matriz de la base S a la identidad y la matriz de la base T sera la matriz de cambio de base

Pr_.s. Esto es,

L1011 o p o (11 1[0 1 1
(Base S|BaseT)=| 120|100 R27R1HR2 01 1|1 -1 —1
131{101 3o 5\02 0|1 -1 0
11 1] 0 1 1 10 1 |-1/2 3/2 1
Ry/2— Ry, | 01 0 |1/2 -1/2 0 g1:§2:g1 01 0] 1/2 -1/2 0
01 -1 1 -1 -1 3o B\No00 1| 1/2 —1/2 —1
100l o0 1 0 100| 0 1 0
Ri+R3—R, | 01 0|1/2 -1/2 0 | —R3—R3 | 010 1/2 —1/2 0
00 —1]1/2 -1/2 -1 001|-1/2 1/2 1
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Por lo tanto, la matriz de transicién de la base T' a la base S es,

0 1 0
Pr_s=| 1/2 -1/2 0
~1/2 1/2 1

Método A) Para obtener la matriz Qs_.r, escribimos los vectores de la base S en términos de los vectores de la
base T, esto es,
P +t+1 = an(t+1) +a(t®) +az (> + 1)
(a1 + az1)t* + (a11)t + (ar1 + as1)

obteniendose el siguiente sistema de ecuaciones lineales, con su correspondiente solucion,

1=ao +as ajp =1
1=a1 = a9 =1
l=a;; +azn az1 =0

De la misma forma

242t +3 = apa(t+ 1)+ an(t?) +azn(t® +1)
= (a2 + Clsz)lf2 + (a12)t + (a12 + as2)

ecuacién que origina el sistema de ecuaciones lineales siguiente, con su respectiva solucién,

1 =ag +as ajp =2
2 =ajys = a9 =0
3 =a12 + a3 agz =1

Finalmente también

t2 +1 = alg(t + 1) + (123(t2) + a33(t2 + 1)
(azs + az3)t® + (a13)t + (a13 + ass)

de la cual tenemos

1:a23—|—a33 Cl13:0
0:a13 = 1123:0
1=a13+ass3 azz =1

Por lo tanto la matriz de cambio de base o de transicién de la base T a la base S es,

a1l @12 a13 120
Qs—-r=| az a2 a3 | =100
asy agz ass 011
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Método B) Construimos una matriz doble que contenga a los vectores de ambas bases (dispuestos como columnas)
y transformamos la matriz de la base T' a la identidad y la matriz de la base S sera la matriz de cambio de base
Qs_7. Esto es,
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111011 120|100
(Base S|BaseT)=1120{100 ) Ri<R | 111|011
1311101 1311101
120|100 120|100
Rs — Ry — R3 1111011 Ry — R3 — R 100|010
0117001 011001
Por lo tanto, la matriz de transicién de la base S a la base T es,
120
Qs—T7=1100
011
Se debe cumplir para estas dos matrices que (Pr—g) - (Qs—7) = I, verifiquemos
0 1 0 120 100
(Pr_s) - (Qs—r)=| 1/2 =120 | [100)=]010
~1/2 1/2 1) \o11 001
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Problema III.15: Considere las siguientes bases del espacio vectorial R?, S = {(0,-2,3),(0,1,1),(1,1,0)} y

T = {(0,-1,1),(0,3,0),(1,—-1,1)}. Sean [u]; = (2,1,3) y [v]g = (—1,4,1) dos vectores escritos en términos de las
bases S y T respectivamente.
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a) Determine la matriz de transicién de la base T a la base S.
b) Encuentre [u]g.

c) Determine la matriz de transicién de la base S a la base T.
d) Encuentre [v].

Solucién: Para encontrar las matrices de transicién usaremos las matrices dobles, las cuales contienen a las dos
bases.

a) Para la matriz Pr_ g tenemos,

0 01 0 01 3 10, 1 01
(Base S|BaseT)=| -2 11| -13 -1 | Ri<R3 | 211 -13 -1
3 10101 0 01| 0 01
1 1/30]1/30 1/3 11/30| 1/3 0 1/3
R/3—R [ -2 1 1] 213 21| Re+2R —Rs | 05/3 1| -1/33 —1/3
0O 0 1] 0 0 1 0 0 1 0 0 1
11/30| 1/3 0 1/3 11/30| 1/3 0 1/3
Ro—Ry—Ry | 05/30]-1/33 —4/3 | 3Ro/5 >Ry [ 0 1 0| —1/5 9/5 —4/5
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
100]| 2/5 —3/5 3/5
Ri—Rs/3— R, | 010]-1/5 9/5 —4/5
001 0 0 1

Por lo tanto,

2/5 —3/5 3/5
Pros=| -1/5 9/5 —4/5
o 0 1

b) [u]; = (2,1, 3) significa que el vector u esta escrito en terminos de la base T, esto es,
U= 2(05 717 1) + 1(07370) + 3(17 71’ 1) = (07 72a 2) + (Oa 37 0) + (35 737 3) = (35 727 5)

ahora ya tenemos al vector u en términos de la base candnica, y lo podemos escribir en términos de la base .S, esto es,

u = (3,-2,5) = a1(0,-2,3) + a2(0,1,1) + a3(1, 1,0)
= (Ckg, —20[1 + (65 + a3,3a1 + 0[2)

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales y su solucién

3=ua3 agp =2
—2:—2a1+a2+a3 = OZQZ—].
5 =301 + as a3 =3

Por lo tanto,

[u]s = (o1, a2,0a3) = (2,—1,3)
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Otra manera de obtener este vector es, mediante la matriz Pr_. g, ya que esta transforma un vector de la base T a
la base S, de la siguiente forma

A
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2/5 =3/5 3/5 2 2
fuls = (Pros)[ulp = | ~1/5 9/5 ~4/5 | [ 1] = -1
0 0 1 3 3
c) Para la matriz Qg_7 tenemos,
0 01 0 0 1 3 101 1 0 1
(Base S|BaseT)=| =211 -13 -1 | Ri<R3 | 211 -13 -1
3 10| 1 01 0 01| 0 0 1
310101 31 -1{100
Ro+Ry—Ry | 121|030 Ri—R3s— Ry 12 11030
001|001 00 1]001
3 1 -1(100
R2/3 — Ro 1/3 2/3 1/31 010
0 0 1 |001
Por lo tanto,
3 1 -1
Qs—r=| 1/3 2/3 1/3
0 0 1

d) [v]g = (—1,4,1) significa que el vector v esta escrito en terminos de la base S, esto es,
v=-1(0,-2,3) +4(0,1,1) + 1(1,1,0) = (0,2, —3) + (0,4,4) + (1,1,0) = (1,7,1)
ahora ya tenemos al vector u en términos de la base canénica, y lo podemos escribir en términos de la base T', esto es,

u = (15 77 1) = 041(0, _17 1) + 062(0, 3a 0) + 043(1, _17 1)
= (a3, —a1 +3az — az, a1 + a3)

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales y su solucién

l=a3 ar =0
7170114’30&27043 = 02:8/3
l=0a;+as a3 =1

Por lo tanto,
[ulg = (a1, az,03) = (0,8/3,1)

Otra manera de obtener este vector es, mediante la matriz Pr_,g, ya que esta transforma un vector de la base T" a
la base S, de la siguiente forma

3 1 -1 -1 0
[u]g = (Qs—7) [v]g = | 1/3 2/3 1/3 4 1=138/3
0 0 1 1 1

Solo para verificar nuestros resultados de las matrices tenemos que

2/5 —3/5 3/5 3 1 -1 100
(Pr—s)(Qs—7)=| —1/5 9/5 —4/5 1/32/31/3 | =010
0 0 1 0 0 1 001
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Problema II1.16: Sean S = {vy,ve,v3} y T' = {wy, w2, w3} dos bases del espacio vectorial R?, donde v; = (1,0, 1),
vy = (=1,0,0) y v3 = (0,1,2). Sila matriz de cambio de la base T a la base S esta dada por
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-2 -5 —2
Pr_s=| -1 -6 -2
1 2 1

determinar los vectores de la base T.

Solucién: Método A) Sabemos que las columnas de la matriz de transicién Pr_,g son los vectores de la base T,
escritos en términos de los vectores de la base S, (ver Problema II1.7 MétodoA)), esto es,

-2 -5 -2
[wl]S = *1 s [wﬂs = *6 s [U)g]s = 72
1 2 1

por lo tanto, tenemos que

wy = (—2)(1,0,1) + (-1)(—1,0,0) + (1)(0,1,2) = (—1,1,0)
we = (—=5)(1,0,1) + (—6)(—1,0,0) + (2)(0,1,2) = (1,2,-1)

w3 = (_2)(1707 1) + <_2)(_17070) + (1)(07 17 2) = (0? 170)
Por lo tanto, los vectores de la base T estan dados por: w; = (—1,1,0), we = (1,2, —1) y ws = (0, 1,0).
Método B) Construimos una metriz doble, en una colocamos la matriz identidad y en la otra la matriz de transicién

Pr_.g, ahora transformamos la matriz identidad en la base S y la otra matriz automaticamente nos dara los vectores
de la base T, (ver Problema III.7 MétodoB)), es decir,

100 -2 -5 =2 100 -2 -5 =2
010 -1 -6 -2 | Ry« Rs3 o001} 1 2 1
o011 2 1 010 -1 -6 —2
1 -10]-1 1 O
R1*R3*>R1 0 0 1 1 2 1
01 0-1-6 -2
1 -10]-1 1 0
Rs 4+ 2Ry — Rs 0 011 21
01 21 =20
1 -10]-1 1 0
R3+ Ry — R3 0 0 1 1 21
1 0 2 0 —-10

Asi, las columnas de la segunda matriz de la matriz doble son los vectores de la base T, estos son: w; = (—1,1,0),
we = (1,2,—1) y ws = (0, 1,0).



52

>
<|>

A

Problema IIL.17: Si conocemos [u]g (al vector u en términos de la base S), donde S es una base conocida,

determine al vector u en términos de la base candnica correspondiente al espacio vectorial que se muestra para cada
caso,

-1
a) [ulg=| 1 | dondeS={(0,1,-1),(1,0,0),(1,1,1)} es una base de R>.
2
3
b) [ulg = | —1 | donde S = {2? + 1,24 1,22 + =} es una base de Px.
-2
o
Qs
Solucién: Recordemos que si [u]s = . entonces esto significa que u = a1v; + asvs + ... + apv, donde
Qp

S = {v1,v9,...,u,} es una base del espacio vectorial en cuestién. En otras palabras, escribimos al vector u como

combinacién lineal de los vectores de la base S, donde los coeficientes de esta combinacién lineal son las componentes
de vector [u]g.

a) Para este caso tenemos que,

v = (=1)(0,1,-1) + (1)(1,0,0) + (2)(1,1,1) = (3,1,3)
= (3)(1,0,0) + (1)(0,1,0) + (3)(0,0,1)

donde la C' = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} es la base canénica de R3.
Por lo tanto,

[U]C =11

Otra manera es usando la matriz de cambio de la base S a la base candnica C, colocamos los vectores de ambas
bases en la matriz doble y obtenemos la matris de transicién Ps_.c, esto es,

0
1

OO
= o= =
o O =
o = O
_o0 O

-1

transformamos la matriz derecha (la base canénica) en la identidad, la cual ya tiene la forma, y la matriz izquierda
sera la matriz de transicién. Entonces

0 11
Ps_c=| 1 01
-101
Por lo tanto,
0 11 -1 3
[ulg = (Ps—c)(lulg)=( 1 01 1 =11
-101 2 3
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b) Para este polinomio tenemos lo siguiente,

u = (3)(2? + 1)+ (=D (z+ 1)+ (=2)(2? + x) = 2% — 3z +2
= (D2 + (=3)z + (2)1

donde la C' = {xQ, x, 1} es la base canodnica de P;. Esto significa que tenemos expresado al polinomio en términos de

la base candnica.
1

Por lo tanto, [u], = | —3
2
Ahora usemos la matriz de cambio de la base S a la base canénica C', nuevamente colocamos los vectores de ambas
bases en la matriz doble y obtenemos la matris de transicion Ps_.¢, esto es,

101100
011010
110{001

transformamos la matriz derecha (la base candnica) en la identidad, la cual ya tiene la forma, y la matriz izquierda
sera la matriz de transicién. Entonces

101
Ps_.c=(011
110
Por lo tanto,
101 3 1
fule = (Ps—c)ulg) = [ 011 | [ -1 )= -3
110 -2 2
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Problema III.18: Considere el conjunto de vectores E = {e,,eq, €4}, vectores base en coordenadas esférica, y
C = {ep, ey, €.}, vectores base en coordenadas cilindricas, ambos conjuntos son bases del espacio vectorial R3, donde
er = (sinfcos ¢,sinfsin ¢, cosh), eg = (cosbcos ¢, cosfsing, —sinh), ey = (—sing,cosg,0), e, = (cos P, sin ¢, 0),
e, = (—sing,cos¢,0) y e, = (0,0, 1).determinar los vectores de la base T'.

Detreminar las matrices de transicién o de cambio de base, de coordenadas esféricas a coordenadas cilindricas y
viceversa.

Solucién: Para determinar estas matrices usaremos la matriz doble, colocando los vectores de ambas bases como
columnas, y después transfromamos una de ellas en la identidad y la otra sera una matriz de transicion.

De esféricas a cilindricas Mg_, ¢,

cos¢p —sing 0| sinfcos¢ cosfcos¢ —sing
(ep €y € ’ er €9 € ) = | sin¢g cos¢p 0] sinfsing cosfsing cos¢
0 0 1 cos 6 —sinf 0

cos?¢ —sinpcosg 0| sinfcos®¢p cosfcos?¢p —singcos
sin¢ cospsing 0| sinfsin®¢ cosfsin®¢ cos@sing

((cosp)R1 — Ry)
((Sin ¢)R2 — Rz)

0 0 1 cosf —sind 0
cos? ¢ + sin? ¢ 0 0 | sinf(cos? ¢ +sin? @) cos B(cos? ¢ + sin? p) 0
(R1+ Ry — Ry) sin? ¢ cos¢sing 0 sin @ sin’ ¢ cos fsin’ ¢ cos ¢ sin ¢
0 0 1 cos 6 —sinf 0
1 0 0 sin 0 cosf 0
= | sin?¢ cosgsing 0| sinfsin®¢ cosfsin® ¢ cos¢sin ¢
0 0 1 cos —sinf 0
1 0 0| sinf cos# 0
(Ry — (sin® )Ry — Ry) | 0 cos¢sing 0| 0 0 cos¢sing
0 0 1| cosf —sinf 0
1 00| sinf cosf 0
(Ry/(cosgsing) - Rg) | 01 0| 0 0 1
0 01| cosf —sinf 0

Por lo tanto, la matriz de transicién de coordenadas esféricas a cilindricas esta dada por

sinf cosf 0
Mg_c = 0 0 1
cosf —siné 0
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Ahora de cilindricas a esféricas Mo_ g

sinfcos¢p cosfcos¢p —sing | cos¢ —sing 0
(e,, ep e¢‘ €p €p €y ) = | sinfsing cosfsing cos¢ | sing cos¢p O
cos 6 —sinf 0 0 0 1

cos —sinf 0 0 0 1
(Ry < R3) sinfsing cosfsing cos¢ | sing cos¢p 0O
sinfcos¢ cosfcos¢p —sing | cos¢ —sing 0
1 —sinf/cosf 0 0 0 1/cosb
(R1/(cos@) — Ry) | sinfsing cosfsing cos¢ | sing cos¢ 0
sinfcos¢p cosfcos¢p —sing | cos¢ —sing 0

o 1 —sinf/cos® 0 0 0 1/ cosf
((gg - ((S}nz sin i))gl : ?;2)) 0 sing/cosf cos¢ | sing cos¢ —sinfsing/cosb
3~ \SInvcos 1 3 0 cos¢/cosf —sing | cos¢p —sing —sinfcosg/ cosb

1 —sinf/cosf 0 0 0 1/cosf
((cosO)Rz/(sing) — Rz) | O 1 cos¢pcosf/sing | cos@ cos¢pcosf/sin g —sind
0 cos¢/cosb —sin ¢ cos ¢ —sing — sin 6 cos ¢/ cos O

cos¢sinf/sing | sinf sinfcos¢/sing cosb )

. 10
((g;j((:gsli//zzzae))%:%)) (8 (13 cos¢cosf/sing | cosf cospcosf/sing —sinb

—1/sin¢ 0 —1/sin¢ 0
(Ry + (cos¢psinf)R3 — Ry) 10 0 sin 6 0 00§0
(R2 + (cos ¢ cos ) Rs — Ra) 01 0 cos 0 —sinf
2 ’ ’ 00 —1/sing| 0 —1/sing 0

1 00| sinf 0 cos@
((—singp)Rs — R3) | 01 0| cosf 0 —sind
001 0 1 0

Asi, la matriz de cambio de base de coordenadas esféricas a cilindricas tiene la forma

sinf 0 cosf
Mg_,c = | cosf 0 —sinf

0 1 O
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Problema III.19: Encuentre una base ortonormal para el espacio solucién del sistema de ecuaciones lineales
homogéneo siguiente
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21+ 22+ 224 =0

—2x1 — 2x9 + 13 — 514 =0
(E1+CE27(L'3+3(E4:0
4x1 +4x9 —x3+ 924 =0

Solucién: Reolvemos el sistema, usando la matriz aumentada

1 1 0 210 110 210 110 20
22 1 -5]0 EngéleRR)Q) 00 1 ~1|0)| (Rs+R—Ry) [ 00 —11]0
1 1 -1310 (R3_4é_);’2) 00 -1 1|0) (Ra+R—Rg) | 00 0 0|0
4 4 -1 910 4 1 Y\N00 -1 110 00 0 0|0
r1=—a—20
23222552_2% = iizgég son parametros libres = Zig
$4=ﬂ

de manera que los vectores solucion son de la forma
(z1,22,73,24) = (—a—206,,3,8) = a(—1,1,0,0) + 3(-2,0,1,1)
Entonces una base para el espacio solucién es {(—1,1,0,0), (—-2,0,1,1)}.
Ahora ortonormalizamos los vectores usando el proceso de Gram-Schmidt, esto es, sean u; = (—1,1,0,0) y ug =
(—2,0,1,1) entonces
vy = u = (-1,1,0,0)

Vs = up — <M> v =(-1,-1,1,1)
V1 - V1

los vectores v y v9 son ortogonales, esto es, vy - v2(—1,1,0,0) - (—1,—1,1,1) = 0, normalizando

w, = %:(—1/\/5,1/\/570,0)
wy = %:(71/2,4/2,1/4,1/4)
Vg

de manera que el conjunto de vectores {wy, w2} es ortonormal y es una base del espacio solucién del sistema de
ecuaciones lineales.
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Problema III.20: Counsidere el siguiente conjunto de vectores S = {(1,-2,3),(-2,2,2),(5/7,4/7,1/7)}, el cual
es una base ortognonal de R3. Escriba al vector u = (12, —6,6) € R3 como cambinacién lineal de los vectores de S.
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Solucién: Sea vy = (1,-2,3), va = (—2,2,2) y v3 = (5/7,4/7,1/7), observamos que estos vectores satisface la
condicién de que,

v1-ve = (1,-2,3) - (=2,2,2) = -2 -4+ 6=0
vy -vs = (1,-2,3) - (5/7,4/7,1)7) =5/7 —8/7T+3/7 =0
o vy = (—2,2,2) - (5/7,4/7,1/7) = —10/7 + 8/7+2/T =0

esto es, los vectores vy, v2 ¥y vs son ortogonales. Por lo tanto, podemos escribir al vector u, de la siguiente manera

U - v U - v U - VU3
U = V1 + Vg + VU3
U1 V1 V2 + V2 U3 - U3

sustituyendo los vectores tenemos

(12,-6,6) = ?f’jfg?:éf’ifé?(1,—2,3)+

(12, -6,6) - (5/7,4/7,1/7)
(5/7,4/7,1)7) - (5/7,4/7,1/7)
42

= —(1,-2
14() 73)+

(12,-6,6) - (—2,2,2)
(723 2, 2) : (727 2, 2)

(—2,2,2)

(5/7,4/7,1/7)

—24
7(_27 27 2)

. (5/7,4/7,1/7)

6
(6/7)
= 3(1,-2,3) — 2(—2,2,2) + 7(5/7,4/7,1/7)
Por lo tanto, tenemos que u escrito como combinacion lineal de v, vo y w3, tiene la forma

u = 3vy — 2vg + Tvug

Problema III.21: Sea el conjunto de vectores S = {v1,v2,v3} una base ortonormal del espacio vectorial R3, donde
=(2/3,-2/3,1/3), va = (2/3,1/3,-2/3) y vz = (1/3,2/3,2/3). Si u = (3,4,5) € R?, determinar de [u]s.

Solucién: Tenemos que determinar los coeficientes escalares oy, as y ag tales que
aq
U= 0V + vz + a3z = [ulg = | a2

ag

Usando el hecho de que S es una base ortonormal, entonces los coeficientes de la combinacién lineal estan dados por

— o= (3,4,5)-(2/3,-2/3,1 S
o w-v = (3,4,5)(2/3,-2/3,1/3) = 373 + 3= 3
6 4 10 O
— w-vp = (3,4,5)-(2/3,1/3, —2 Sy O_9_
Q2 u-v2 (37 75) ( /37 /Sa /3) 3 + 3 3 3 0
3 8 10 21
= . = 4 - (1 2 2 = — — —_— = — =
a3 Uu-v3 (37 75) ( /37 /33 /3) 3 + 3 + 3 3 7

Por lo tanto,
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Problema II1.22: Dada la base S = {v1, v2,v3} del espacio vectorial R?, donde v; = (1,—1,1), vy = (=2,3,—1)
y v3 = (1,2, —4). Determine una base ortonormal de R? usando la base de vectores de S.
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Solucién: Aplicamos el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, esto es,

Uy = vy = (1,—1, 1)

después
U2 - UL
Uz = V2 — 1
Uy - U1
(_2737 _1) . (1, —17 1) —6
( ) ) (1’_171)_(17_1’1)(a ) ) ( » s ) 3(7 s )
= (0,1,1)
finalmente
U3 - U1l V3 U2
uz = U3 — uy —
up - Uy Ug - Us
1,2,—-4)-(1,—-1,1 1,2, —4)- 1.1
= (1,27_4)_(7 ) ) (7 ) )(1’_171)_(7 s ) (0, s )(071’1)

(1,-1,1)-(1,-1,1)

-5 —2
= (1,2,-4) — —(1,-1,1) — —=(0,1, 1
(1,2,—4) = —(1,-1L1) = —=(0, 1,1)

(8/3,4/3,—4/3)

(0,1,1)-(0,1,1)

De esta manera, el conjunto de vectores {uj,us,u3} es una base ortogonal de R?, asi que solo normalizamos estos

vectores,
1 1 1 1

wp = ﬂ = 7(17_151) = (7_ )
lu| V3
U 1

wy = — =—(0,1,1) = ( — >
|z \/5 V2 V2
U3

1
ws = = g /8,478, ~413) = (fff)

entonces tenemos que el conjunto de vectores {w1,ws, w3}, es una base ortonormal del espacio vectorial R?, de modo
que satisface las condiciones

w1 - Wy = 0

wy w3 = 0

wo - W3 = 0
y también

w1 - W1 1

wa - Wy = 1

ws - ws = 1
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Problema IT1.23: Construir una base ortonormal para el espacio vectorial Py, en el intervalo [0, 1].

Solucién: Consideremos la base candnica de P, esto es, el conjunto de vectores {1, T, a:2} y tememos la siguiente
notacién u; = 1, us = z y us = 2. Entonces tenemos que

w =12 w = (ug,ur) = j(ul)(ul)d:c - /1(u1)2d1: - /1(1)2(1:5 =1
0 0 0

normalizando el vector se obtiene,

w1 w1 1
V1 )]

B w1 | B (w1, wr) 1

Ahora, para el siguiente vector,
1

Us = T = Wg = Uy — (U, V1) V] = T — /(x)(l)dac (1)21‘—5
0

para normalizar tenemos que

’()2:7:

1

_ xz;j =2V3 <x ;) =V3(2z - 1)

Finalmente el tercer para el tercer vector,

us = ® = w3y =us — (ug,v1) v1 — (uz, v2) vo
1 1

2% — /(m2)(1)dx (1) — /(:ﬁ) (\/5(295 - 1)) dz (\/3(295 - 1))

0 0

= g2 — % -3 /(23:3 — 2%)dx (\/§(2x - 1)) =22 - % -3 (é) (\/5(21* - 1))

1

2

=z —xr+ =

6
normalizando tenemos

ws ws x2fx+% gj27x+%
’[}3 = —_— = = =
|ws] (w3, ws) 1 1z 1 vz
L{(xQ—x—Fé)zdx} [Of(x4—2x3+§x2—éx+;6)dx

2 1

—z+l 1

W:6\/5(3:2—x+6) = V5(62% — 62 + 1).
65

Por lo tanto, la base ortonormal para el espacio vectorial P, estd dada por el conjunto de vectores

{1,V3(2z — 1), V/5(62% — 62 + 1).}
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Problema IV.1: De las siguientes transformaciones, verifique cuales son lineales y cuales no los son.

a) T : R3 — R? definida por T(z,y,2) = (22 +y,y — 2)

b) T : R? — R3? definida por T(z,vy,2) = (22,y — 2,22)

c) T: R? — R* definida por T(z,y,2) = (z — y,2y, —22,2 — )

d) T : R* — R? definida por T'(z,vy, z,w) = (zy, 2w)

e) T : P, — P, definida por T(ax + b) = az? + (a — b)x

f) T': P, — P, definida por T'(p(x)) = = - p(z) + p(0), donde p(x) = ax + b
g) T : P, — P, definida por T(az? + bz + ¢) = 2ax — b

h) T': P, — Py definida por T'(ax? + bx + ¢) = (a + 2)z + (b — a)

i) T : P, — P definida por T'(az? +bx +c¢) = (a + 1)2? + (b—c)r + (a + ¢)
j) T : P, — P definida por T'(az? + bz + ¢) = ax? + (b —c)x + (a — b)

Solucion:

a) Sean uj,us € R?, donde uy = (x1,y1,21) y uz = (22,92, 22), y sea el escalar o € R, entonces

T(ur +u2) = T ((x1,y1,21) + (22,92, 22)) = T(z1 + 22, y1 + Y2, 21 + 22)
= ((z1+22)° + (11 +92), (W1 +y2) — (21 + 22))
= (2] + 23 + 22122 + Y1 + Yo, Y1 + Y2 — 21 — 22)

mientras que

T(uy) 4+ T(ug) = T(x1,y1,21) + T(x2, Y2, 22) = (25 + 41,91 — 21) + (25 + Y2, ¥2 — 22)
= ($f+x§+y1 tY2,91 Y2 — 21 —Zz)
donde tenemos que
T(uy + uz) # T(u1) + T'(u2)

por lo tanto la transformacién no es lineal.

b) Sean ui,us € R3, donde u; = (x1,y1,21) y Uz = (22,92, 22), ¥ sea el escalar a € R, entonces

T(uy +uz) = T((w1,y1,21) + (22,92, 22)) = T(x1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22)
(21 +22)% (11 +y2) — (21 + 22), (21 + 22)?)

(33% + 373 + 22122, Y1 + Y2 — 21 — 22, zf + z% +22129)

mientras que

T(ur) + T(uz) = T(x1,91,21) + T(22,y2,20) = (23,91 — 21,27) + (23,92 — 22, 23)

= (xf + 33, Y1 + Yo — 21 — 22,21 +Z§)
donde tenemos que
T(’U,l + UQ) 75 T(Ul) + T(Ug)

por lo tanto la transformacién no es lineal.

60
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c) Sean ui,up € R?, donde u; = (w1,91,21) y U2 = (22,92, 22), ¥ sea el escalar o € R, entonces

T(ur +uz) = T ((x1,91,21) + (22, Y2, 22)) = T(w1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)
= ((v1+22) = (Y1 +y2), 2(y1 + y2), —2(21 + 22), (21 + 22) — (z1 + 72))
= (r1+ 22— y1 — Y2, 2y1 + 2y2, —221 — 229,21 + 22 — X1 — X2)

mientras que

T(ur) +T(uz) = T(x1,91,21) +T(22,y2, 22)
(x1 — y1,2y1, =221, 21 — 1) + (T2 — Y2, 22, —222, 22 — T2)
= (931 + Xro — yl — y2,2y1 + 2y27 722’1 — 222,21 + 29 — X1 — IQ)

donde tenemos que
T(uy +ug) = T(uy) + T(us)

Ahora

T(auy) T (a1, y1,21)) = T(axy, 0y1, az1) = (axy — ay, 201, —2az1, @z — axy)

= (a(z1 —y1), 2ay1, —2az1, a(z1 — x1))

oT(ur) = aT(z1,y1,21) = a(x1 — y1,2y1, —221,21 — 21) = (a(z1 — y1), 201, —2021, (21 — x1))
observamos que
T(auy) = oT(uy)

por lo tanto la transformacién es lineal.

d) Sean u1,uz € R*, donde uy = (w1,y1,21,w1) y uz = (22, Y2, 22, ws), y sea el escalar o € R, entonces

T(ur +u2) = T ((x1,y1,21,w1) + (@2, Y2, 22, w2)) = T(x1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22, w1 + w2)
(1 4+ 22) (Y1 +y2), (21 + 22) (w1 + w2))
(11 + T2y2 + 1Y + To2y1, 21W1 + 22w + w2 + 22wW1)

mientras que

T(u1) +T(u2) = T(x1,y1,21,w1) + T(x2, Y2, 22, w2) = (x1Y1, 21w1) + (T2Y2, 22w2)
= (21y1 + 22y2, 21w1 + 22w2)

donde tenemos que
T(’Lbl + ’LLQ) 75 T(ul) + T(Ug)

por lo tanto la transformacién no es lineal.
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e) Sean uj,us € Pi, donde u; = a1z + by y us = asx + by, y sea el escalar a € R, entonces
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T(u1 + UQ) =T ((alzzz + bl) + ((J,Q.CC + bg)) =T ((CLl + CLQ)I’ + (b1 + bg))
= (a1 +a2)z® + ((ay + az) — (b1 + b)) x
= (a1 + a2)x?® + (a1 + ag)x — (by + by)x

mientras que

T(ul) + T(UQ) T(alx + bl) + T(agl‘ —+ bz)
(alxz + (aq — bl)x) + (CLQJ?Z + (a2 — bg).’L‘)

= (a1 + a2)z” + (a1 + ag)x — (b1 + bo)x

donde tenemos que
T(u1 + UQ) = T(Ul) + T(Ug)
Ahora

T(oaur) =T (a(arz + b)) = T(aayz + aby) = aayz? + (ca; — aby)z = aayz® + a(a; — bi)z

oT(uy) = aT(a1x +b1) =« (a1x2 + (a1 — bl)x) = aa12® + ala; — b))z
observamos que
T(auy) = aT (u1)

por lo tanto la transformacién es lineal.

f) Sean p1(z),p2(z) € P1, donde p1(z) = a1z + by y pa(x) = asx + ba, y sea el escalar « € R, entonces

T (p1(x) +p2(z)) = T ((a1z +b1) + (a2z + b2)) =T ((a1 + az)x + (b1 + b2))
= x((a1 + az2)z + (b1 +b2)) + (b1 + b2)

(a1 + az)x?® 4 (b + ba)x + (b1 + bo)

mientras que

T(u1) +T(uz) = T(arx+by)+ T(asx + be)

(z(a1x 4+ b1) + b1) + (z(agz + ba) + ba)
(ale + brx + bl) + (ang + box + bg)
(a1 + az)x?® + (by + ba)z + (by + bo)

donde tenemos que
T(uy +us) = T(uy) + T(us)
Ahora

T(aur) =T (alarx +b1)) = T(aarz + aby) = z(aarx + aby) + aby = aa 1z’ + abiz + aby

aT(ur) =aT (a1 +b1) = a(z(arz +b1) + b1) = aa z? + abiz + ab;
observamos que
T(ouy) = aT(uq)

por lo tanto la transformacién es lineal.
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g) Sean uj,us € Py, donde u; = a1z? +bix +c1 v us = asx? + bax + ca, v sea el escalar o € R, entonces
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T(u+us) =T ((a1x2 + bz + cl) + (a2x2 + box + 02))
=T ((a1 + ag)l'z + (bl + bQ)iL’ + (Cl + 62))
= 2(CL1 + (12)1’ — (b1 + bg)

mientras que

T(u1) +T(uz) = T(ar2® + bz + c1) + T(agx® + box + c3)
= (2a1z — b1) + (2a2z — b)
= 2((11 + (12)1' — (bl + bg)

donde tenemos que
T(u1 + UQ) = T(ul) + T(UQ)
Ahora

T(au;) =T (a(a1x2 +bix + cl)) = T(aa1x2 + abiz + acy) = 2aa1x — aby

aT(uy) = aT(a12® + bz +c1) = a (2a12 — by) = 20412 — aby
observamos que
T(aur) = oT(u1)

por lo tanto la transformacién es lineal.

h) Sean uj,us € P, donde u; = a1z? +biz+c1 y us = asx? + bax + 2, ¥ sea el escalar a € R, entonces

T(uy +us) =T ((a1x2 + bz + C1) + (ag2?® + by + 62))
= T ((a1 + ag)x® + (by + ba)z + (c1 + c2))
= ((a1 +az) +2) x + ((b1 + b2) — (a1 + a2))
= (a1 +a2)x + 2z + (by + b2) — (a1 + az)

mientras que

T(uy) + T(uz) = T(a12® + byx + ¢y) + T(agz? + box + c3)
= ((a1 +2)z+ (b1 — a1)) + ((a2 + 2)z + (b2 — a2))
= (a1 + a2)x + 4z + (by + b2) — (a1 + a2)

donde tenemos que
T(u1 + uz) # T'(ur) + T'(uz2)

por lo tanto la transformacién no es lineal.
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i) Sean uy,us € Py, donde u; = a12? + b1z +c1 y ug = asx® 4+ bax + o, ¥ sea el escalar a € R, entonces

A
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T(ui 4+ u2) = T ((a12® + bz + c1) + (azz® + box + 2))
=T ((a1 + (LQ)ZL’Q + (bl + bQ)ZL' + (Cl + CQ))
= ((a1 +a2)+1) 2+ ((b1 +b2) — (1 + 2)) x + ((a1 + a2) + (c1 + ¢2))
mientras que
T(uy) + T(ug) = T(a12® + bix + ¢1) + T(agz? + box + ¢3)

(a1 + Da? + (by —c1) x4 (a1 + 1)) + ((az + 1)2* + (b2 — c2) T + (a2 + ¢2))
((a1 + az) +2) % + (b1 + b2) — (c1 + 2)) = + ((a1 + az) + (c1 + ¢2))

donde tenemos que

T(u1 —+ UQ) ?é T(Ul) —+ T(Ug)

por lo tanto la transformacién no es lineal.

j) Sean ui,us € Py, donde u; = a122 + b1z + ¢1 y us = asx? + bax + ca, y sea el escalar o € R, entonces

T(up +ug) =T ((a1x2 + b+ cl) + (agz?® + box + 02))
= T ((a1 + az)z® + (by + b2)z + (c1 + c2))
= (a1 +az)x® + ((by + ba) — (c1 +¢2)) ® + ((a1 + az) — (b1 + ba))

mientras que

T(u) +T(ug) = T(arx? +bix + 1) + T(agaz? + bz + ¢3)
= (a1I2 + (b1 — Cl) x + (a1 — bl)) + (agxz + (bg — CQ) x + (a2 — bz))
= (a1 + a2)z® + ((b1 + ba) = (c1 + e2)) @ + ((a1 + a2) + (1 + ¢2))

donde tenemos que

T(u1 + UQ) = T(ul) =+ T(’LLQ)

Ahora
T(au;) = T (a(a1x2 +bix + cl)) T(ozalx2 + abiz + acy)
= aa1z® + (aby — acy)z + (aa; — aby)
= aaz® + a(by —c1)z + ala; —by)
Yy

oT(uy) = aT(a12® + bz + c1)
= « (ale —+ (bl — Cl) x + (a1 — bl))

= aa12® + alby — 1)z + ala; — by)
observamos que
T(ouy) = aT(uq)

por lo tanto la transformacién es lineal.
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Problema IV.2: Para las siguientes transformaciones, verifique cuales son lineales y cuales no los son.

A
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a)T:MggﬁMQQdeﬁnidaporT(z b)—( b C_d)

d c+d 2a
. b —1b+1
b)T:Mgz—>M22d€ﬁH1d&pOfT<zd>:(a2c 3d )

c)T:MggeRdeﬁnidaporT<Z Z>za+d

Qo

d)T:MggHRdeﬁnidaporT(g )za—l—b—c—d—l—l

Solucion:

a1 b az b .
a) Sean u,us € Mag, donde u; = ( 011 dll > Vv Uug = ( 022 d22 >, y consideremos el escalar o € R, entonces

_ ay by az b _ ay+az by +by
T(u1+u2)_T<<C1 d1>+<02 d2>>_T<C1+C2 d1+d2)
_ by + b2 (c1+c2) — (di +da)

(14 c2) — (di + d2) 2(ay + a2)

mientras que

aq bl a9 b2
T(ul) + T(UQ) T < c dl > + T < Cs dg >
. by c1 —dy + bo co —do
o C1 — dl 2@1 Coy — dg 2@2
_ by + bo (c1+c2) — (di +da)
(01 =+ 02) — (d1 + dg) 2((11 + CLQ)

donde tenemos que

T(u1 4 ug) = T(uy) + T(us)
) =1 (o (20 )) =7 (0 o) = (aer™ ) "™

o al b1 o b1 C1 — d1 o Oébl 04(81 — dl)
aT(ul) =al ( C1 dl > -a ( C1 — d1 2(11 > B (O[(Cl — dl) 2&&1

Ahora

observamos que
T(aur) = o (u1)

por lo tanto la transformacién es lineal.
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b) Sean uj,us € Mag, donde u; = (

T(uy +ug) = T((‘“ by

_ ( a1+a2

Cl+C2

mientras que

T(ur) + T(uz) = T(Cl

ay by

a1 bl
a1

c1 dq

) or

Cl +02

_ < a1 +az)

donde tenemos que

/\

\/

az by
C2 d

<
an b2
)+<CQ ;

—1 (b1 +b2)

), y consideremos el escalar o € R, entonces

_T a1 +ag by + by
n c1+cp di+da

3(dy + d—;)l >

ag b2 o a1—1b1+1 + a2—1 b2—|—1
Co d2 o 201 3d1 202 3d2

—2 (by+b2)+2

3(dy + dy) )

T(ur + u2) # T'(ur) + T (uz)

por lo tanto la transformacién no es lineal.

c) Sean uy,ug € May, donde u; = (

T(U,l + UQ) =

mientras que

a1 b1
C1 dl Y

aq b1
(e

(a1 + ag) +

T(ur) + T(us) = T(

donde tenemos que

Ahora

) = (o

observamos que

T(u1 4+ UQ)

a1 b _
o))

oT (uy) =

por lo tanto la transformacién es lineal.

(a1 +dy)

wy — as by
2 co do

as b2
Jr (e

(dq + d2)

>, y consideremos el escalar a € R, entonces

_p( @ta b1 + b2
o c1+co di+do

ay bl a2 bQ
C1 d1)+T(02 d2>

+ (az + d2) = (a1 + az) + (d +d2)

= T(ul) =+ T(Ug)

aa; ab
1 ) )

ozT(a1 b ) = a(ay + dy)

1 dy

T(ouy) = aT(uq)
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| >

<

ap by as by .

d) Sean uj,us € Mag, donde u; = o d yug =\ . o |V consideremos el escalar o € R, entonces
1 a1 2 a2

_ a by az by
re) =72 ) (2 1))

_ p( @taz bit+bs
B c1 + co d1—|—d2

= (a1 +a2) + (b1 +b2) — (c1+c2) — (di +d2) + 1

mientras que

_ a1 bl as b2
T(U1)+T(UQ) = T(Cl d1)+T(CQ d2>

= (am1+b—cr—di+1)+(aa+by—ca—da+1)
= (a1+a2)—|—(b1+b2)—(cl+02)—(d1+d2)—|—2

donde tenemos que
T(u1 =+ UQ) 7’5 T(ul) =+ T(Ug)

por lo tanto la transformacién no es lineal.
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Problema IV.3: Considere la transformacién T : M,,,, — R, definida como T'(A) = ajjaz2ass
producto de la diagonal. Diga si la transformacion es lineal o no lo es.

Solucién: Sean A, B € M,,, esto es A y B son matrices de tamano n x n, A =

bi1 bi2
ba1 boo
B = | b1 bs

bnl bn2

mientras que

vemos que

big - - -
bog - -
bag - -

bz - - -

ai aiz a1z - Qip bir bz b1z -
21 Q22 G23 - G2p ba1 baa bag -
T(A+B) =T agi Gsz azz - azn | 4 | bs1 bsz bsz .-
Gpl Ap2 Gp3 - dpn bnl bn2 bn3 o
ajpr +bi1 aiz+biz a3z +biz - a1, +bin
ag1 +b21 age +ba2 agz+ba - az, +bap
— 7| asi+bs1 aze+bz2 azz+bzz - azn +bs,
an1 + bnl an2 + bn2 an3 + an cc Qpp Tt bnn

bln
b2n

ban , entonces tenemos;

bnn

= (a11 + b11) (@22 + ba2) (a3 + b3z) - - - (@nn + bun)

a11 ai2 aiz - QGin b11
@21 Q22 A23 - G2p ba1
T(A)+T(A) =T 31 Gz2 a3z *** A3n | 4T bs1
anpl Gp2 Gp3 *°° Gnpn bnl

= (a11a22a33 - - - Gnpn) + (b11b22b33 - - - byry)

T(A+ B) # T(A) + T(B)

por lo tanto la transformacién no es lineal.

b12
b22
b32

big - --
bog - - -
bag - --

bln
b2n
b3n

bln
b2n
b3n

ai2
a22
a32

an2

68

<+ Qpp, esto es, el

aiz -
a23 P
ass - --

[

A1n
a2n
a3n y

Apn
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Problema IV.4 Considere la transformacién T : M,,,, — R, definida como T'(A) = a11 + a2+ ass+ -+ ann, esto
es, la suma de la diagonal. Diga si la transformacién es lineal o no lo es. A esta transformacion se le conoce como
traza de la matriz A.

a1l ai2 @13 - QAin
a1 Qg2 G23 - A2q
Solucién: Sean A,B € M,,, esto es A y B son matrices de tamafio n x n, A = | @31 @32 433 -~ d3n | y
Apl Ap2 Ap3 -+ Anpn
bi1 b2 b1z -+ bin
ba1 bay baz --- bay
B= ba1 bzz b3z -+ ban , entonces tenemos;
bnl bn2 bnS bnn
ail a2 aiz - Ain bir b1z b1z -+ by
a21 Qa22 G23 *-* A2 bar baa bag -+ boy
T(A+B) =T asy asz a3z - Az | 4| bsi bs2 b3z --- b3y
Anl Ap2 Ap3 **° Anpn bpi bn2 bpz -+ by
a1 +bi1 a2 +bi2 aiz+biz - a, +bin
a1 +ba1 age +boo a3 +baz -+ as, +boy
— 7| as1+0b31 as2+bs2 aszz+bzz - asn + b
an1 + bnl an2 + bn2 an3 + bn?) R ¢ 77 + bnn

(a11 + b11) + (a2 + ba2) + (ass + bss) + - - - + (ann + bn)

mientras que

ail aiz2 a1z - Gin bi1 bia biz -+ bin
21 @22 Q23 -+ A2p bar bag baz -+ boy,
T(A)+T(A) = T | 91 @32 G33 " Gzn | 4T b3y bss bsg -+ bsn
Apl Gp2 Ap3 - Opp b1 bp2 bpz - bpn

= (a11+ase+ass+ -+ apn)+ (b11 +bo2 + b3z + -+ bun)
(a11 + b11) + (@22 + ba2) + (ass + bsz) + -+ + (ann + bnn)

vemos que

T(A+ B) = T(A) + T(B)



Ahora

a1l aiz2 ais
21 Q22 ag3
T(aA) =T \|al| @1 a32 as3

Anl Anp2 ap3
= a1l + aage + oazz + -

ailr a2
a1 a22
aT(A) = oT | 931 432

an1 an2

ais
a23
a33

an3

A
V
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Q1n
a2n
a3n

ann

SR 0 7 9%

A1n
a2n
a3n

ann

aaql
aa9gq
=T aasy

[a 707751

= (a1 + ag + ass +

= aa11 + Qa2 + @asz + - - -+ Qlpy

observamos que

por lo tanto la transformacién es lineal.

T(aA) =

aT(A)

aal2
aago
aas2

aQp2

aal3
aa923
aass

[07077%:3

aQ1n
[ 705,7%%
aa3ny

Qlnn

...+ann)
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Problema IV.5 Sea T : R? — R? una transformacién lineal tal que: T(1,1) = (1,-2) y T(-1,1) = (2,3), con
este resultado determinar;

A
\%

a) T(-1,5)
b) T'(z,y)

Solucién: Primero observamos que el conjunto de vectores {(1,1),(—1,1)}, es una base de R?, esto es, son
linealmente independientes y generan a todo vector de R2.

a) Tenemos que:

a; —ay=—1 a; =2
(—1,5):a1(1,1)+a2(—1,1):(al—ag,a1+ag):> ai+az:5 = a;:3

asi escribimos el vector
(_175) =2 (L 1) +3- (_L 1)
Al transformarlo obtenemos

T(-1,5) = T(2-(L,1)+3-(-,1))=T2-(L,1))+T@3-(-1,1))=2-T(1,1)+3-T(-1,1)
— 2.(1,-2)+3-(2,3) = (2,-4)
= (875)

_l_

en las igualdades anteriores se aplico el hecho de que la transformacién es lineal.

b) Tenemos que:

a—ay=x ay = (x+y)/2
ay+az =y az = (y —x)/2

r+y Yy—
(xay) = (171)+ (_171)
2 2
Al transformarlo obtenemos

T(z,y) = T((g’;y) (1,1) + (y;x> (-1,1)) _

(,y) = a1(1,1) + az(—1,1) = (a1 — az,a1 + az) =

asi escribimos el vector

en las igualdades anteriores se aplico el hecho de que la transformacién es lineal.
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Problema IV.6 Sea T : P, — P; una transformacién lineal para la cual sabemos que: T(1) = 1, T(z) = z* y
T(x? — x) = 2% + x, con esto determinar;

A
\%

a) T(22% — 5z + 3)
b) T(ax? + bz + )

Solucién: Observamos que el conjunto de vectores {1,x,m2 — :E}, es una base de P, esto es, son linealmente
independientes y generan a todo vector de Ps.

a) Tenemos que:

22 — 5543 = a1~( 2—,7:)+a2-x+a3-1:al-x2+(o¢2—a1)~x+a3-1
a1:2 011:2
= a—a1=-95 = ay=-3
a3:3 a3:3

asi escribimos el vector
20> =5z +3=2 (2" —z)—3-2+3-1
Al transformarlo obtenemos

T(2z* =52x+3) = T(2-(¢*—2)—3-24+3-1)=T(2-(2*—2)) -T(B-2)+T(3-1)
=2T(@*—2)-3T(x)+3-T(1)=2-(2*+2) —3-2°+3-1
= 20% - 322 +32+3

en las igualdades anteriores se aplico el hecho de que la transformacién es lineal.

b) Tenemos que:

ar’ +br+c = al-( 2—x)+a2-x+a3~1:a1-m2+(a2—a1)-x+a3-1
a1 = a a1 = a
= ay—a1=b = ay=a+b
Q3 = C Q3 = C

asi escribimos el vector
ar’+br+c=a- (2> —2)+(a+b)-z+c-1
Al transformarlo obtenemos

T(az® +br+c) = T(a (2°—z)+(a+b)-z+c-1)=T(a (z°—2))+T((a+b)-2z)+T(c-1)
=a-T(@*—2)+(a+b) - T(@)+c-TA)=a- (z*+z)+(a+b)-z>+c-1
= az® + (a+b)z* +azx+c

en las igualdades anteriores se aplico el hecho de que la transformacién es lineal.
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Problema IV.7 Dada la siguiente transformacién lineal T : Mys; — P3 definida como;

A
\%

T(i Z) —a+b+ct(b+c+daz+ (a—d)a®+ (a+2b+ 2+ d)z?

determine,
a) El nicleo o kernel de la transformacion, diga si la transformacion es uno a uno.
b) La imagen de la transformacion, diga si la transformacién es sobre.

Solucién:
a) Un vector u € ker(T) C Mas si T'(u) = 0, entonces

esto genera el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo

a+b+c=0
b+c+d=0
a—d=0

a+2b+2c+d=0

cuya matriz aumentada es

111 010 11 1 07160
011 1|0} (Rs—Rs—R) [0 1 1 11]0
100 -110 (Ry — Ry — Ry) 0-1-1-1]0
122 110 01 1 1160
111010 100 -110
(R3—>R3+R2) 01110 _ 011 1 0
(Ri—Ri—Rs) | 0000|0 | =Bl 540 00
0000]0 000 01O
entonces
a=—-a—pf
Ri=a—-d=0 ia:d :>b:oz€R:>b:oz
Ro=b+c+d=0 d=—-b—c c=pB€ER c=p0
d=—-a—-p

Asi, el kernel o ntcleo de la transformacion contiene a todas las matrices que tienen la forma anterior, es decir,

kwuj={<‘i;5_;iﬁ)

una base para el kernel se determina de la siguiente manera

(57 )= (W) ()

entonces una base para el kernel es: { ( _01 _11 ) , _11 _01 ) }, asi tenemos que Dim (ker(T)) = 2.

Una transformacion lineal es uno a uno si Dim (ker(T)) = 0. Por lo tanto, la transformacién lineal aqui considerada
1O €S uno a uno.

a,ﬂeR}
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b) Un vector v € im(T) C Ps si existe un vector u € Mas tal que T(u) = v, entonces

A
\%

T(Z Z) =a+b+tc+(b+ct+dz+ (a—daz*+ (a+2b+2c+d)a® € im(T)

entonces tenemos que encontrar un base para los vectores que estan en la imagen, esto es,

a+bdct+(b+ct+dz+ (a—d)z®+ (a+2b+2c+d)a?
= a(1+x2+x3)+b(1—|—x+2x3)+c(1+3§+2x3)—|—d(sc—1:2—|—1:3)

esto significa que el conjunto de vectores {1 +a?+ 231+ +223 2 — 22+ x?’} genera la imagen de la transfor-
macién. Ahora necesitamos solo los vectores que son linealmente independientes.

Colocamos los coeficientes de cada uno los polinomios, de mayor a menor grado, en columnas dentro de una matriz
y reducimos la matriz, es decir,

12 1 1 2 1 1 2 1
10 -1 Ry — Ry — Ry 0 -2 =2 Rs — R3+ 2Rs 0 -2 =2
01 1 Ry — Ry — Ry 0 1 1 Ry — R4 — 2R, 0 0 O
110 0 -1 —1 0 0 O
1 0 -1 10 -1
0 —2 =2 01 1
R — R+ Ry 00 0 Ry — RQ/(_2) 00 0
0 0 O 00 O

las columnas con unos principales, corresponden a los polinomios que son linealmente independientes, en este caso los
polinomios son: {1 +22 423142+ 2173} . Asi, esta seria una base para la imagen de la transformacion, entonces
Dim (im(T)) = 2.

Una transformacién lineal T': V. — W es sobre si Dim (im(T)) = Dim (W). Para la transformacién que estamos
considerando tenemos que Dim (im(T)) = 2 # Dim (P3) = 4, por lo tanto la transformacién lineal no es sobre.

Ademaés se cumple que

Dim(ker(T)) + Dim(im(T)) = Dim(Mag)
=2+2=4



(0]

A
V

Problema IV.8 Considere la siguiente transformacién lineal T : R® — R3 definida como;

A
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T r—y+2z
Ty | =1 3x+y+4z
z 5 —y + 8z

determine,
a) El nicleo o kernel de la transformacién, diga si la transformacion es uno a uno.

b) La imagen de la transformacion, diga si la transformacién es sobre.

Solucién:
a) Un vector u € ker(T) C R3 si T(u) = 0, entonces

T r—y+2z
Ty |=|3x+y+42 | =0
z dxr —y + 62

esto genera el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo

r—y+22=0
3r+y+42=0
o —y+62=0

cuya matriz aumentada es

1-12]0 1 -1 210 1 -1 210
31 4]0 E%:?:ggl; 04 —2|0| (Re—Rs—Rs) | 0 4 2|0
5 160 3 3 YN0 4 —4]0 00 —2]0
1-1 210 1-10]0
R1—>R1—2R3)
(Re—Ry/(=2)) [0 4 —2]0 | ! 0 4 0|0
00 1 |0) BoBat2B) (o |
1-10]0 1000
(R2—>R2/4) 01 0]0 (R1—>R1+R2) 0101]0
00 1]0 0010

el sistema tiene solucién tnica, esto es,

z=0
y=20
z=0

estas son las condiciones que se deben cumplir para que el vector se transforme en cero, esto es,

0
T10]=0
0

en otras palabras, el tinico vector que se transforma en cero es el vector cero, asi,

0
ker(T)=4¢ 0
0

esto implica que Dim (ker(T)) = 0.
Una transformacién lineal es uno a uno si Dim (ker(T)) = 0. Por lo tanto, esta la transformacién lineal si es uno a
uno.
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b) Un vector v € im(T) C R3 si existe un vector u € R3 tal que T(u) = v, entonces
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T r—y+2z
Ty |=|3x+y+4z | €im(T)
z or —y + 62

entonces tenemos que encontrar un base para los vectores que estan en la imagen, esto es,

T —y+2z 1 -1 2
3r+y+4z | =z 3 | +y 1 +z| 4
5 —y + 62 5 -1 6
1 -1 2
esto significa que el conjunto de vectores 31, 1 .| 4 genera la imagen de la transformacion. Ahora
5 -1 6

necesitamos solo los vectores que son linealmente independientes.
Colocamos los vectores como columnas de una matriz y encontramos el determinante de la matriz, es decir,

1 -1 2 1 -12
31 4|=[314 :1‘ _11 é’—3‘ j §‘+5’ _11 Z‘:lo+12—30:—8¢0
5 —-16 5 —-16
como el determinante es distinto de cero, entonces significa que los vectores son linealmente independientes. Asi, una
1 -1 2
base para la imagen de la transformacion es 31, 1 ;| 4 , esto quiere decir que Dim (im(T)) = 3.
5 -1 6

Una transformacién lineal T : V' — W es sobre si Dim (im(T)) = Dim (W). Para la transformacién que estamos
considerando tenemos que Dim (im(T)) = 3 = Dim (R*) = 3, por lo tanto la transformacién lineal si es sobre
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Problema IV.9 Considere la siguiente transformacién lineal 7' : R? — R tal que;
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xr+y
T| y+z | =6x—y+=z
T+ z
T
en base a esto, determine al valor de T (z,y,0) =T | y

0
Solucién: La matriz asociada a esta transformacion lineal es de tamanio (1 x 3), esto es Ay = (a1, a2, as) tal que;
r+y r+vy r—+vy
T|y+z | =Ar| y+2 | =(a1,a2,a3)- | y+2z | =6z —y+2
T+ z T+ z T+ z
esto genera la siguiente ecuacién:
a1 (z+y)+ax(y+z)+az(r+z) = 6xr—y+=z2
(a1 4az)z+ (a1 +a)y+(ax+az)z = 6z —y+z
donde tenemos que resolver el sistema de ecuaciones lineales
ay; +az = 6
a1 +as =-—1
as+az =1
cuya matriz aumentada es
101] 6 10 1 6 10 1 6
110 -1 R2—>R2—R1 01 -1 -7 R3—>R3—R2 01 -1 -7
011 1 01 1 1 00 2 8
10 1 6 100| 2
Ry —Ry/2 [ 01 =1 =7 21:21;? 010| -3
00 1| 4 2 2T o0 1] 4

Asi tenemos que los elementos de la matriz asociada a la transformacién, respecto a la base canénica de R, son

CL1:2
CL2:—3
a3:4

por lo tanto la matriz es de la forma

AT = (ala az, a/3) = (25 _334)
Si deseamos transformar el vector (z,y,0) de R?, tenemos que,

xT T x

AT Yy = (27 7374) : Y =2x — 3y
0 0 0
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Otra manera de obtener T (z,y,0) =T | y |, es como sigue.
0

Renombremos a las componentes de vector que deseamos transformar, esto es, sea T (z,y,0)

ai
T | a2 |, ahora igualamos esta con la transformacién que conocemos, esto es,
0
ai r+y
Tl ay | =T | y+=
0 T+ 2z

de donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

r+y=a
Yy+z=az
r+2=0
cuya matriz aumentada es
110 al 1 1 0 ay 110 al
011 as R3 — R3 — Rq 0 1 1 a9 R3 — R3+ R» 011 a9
101] 0 0 —-11{| —ay 002 a—a
110 aj 110 al
R3—>R3/2 011 ag RQ"RQ*R:} 010 (a2+a1)/2
001 6@—&1)/2 001 (ag—al)/2

de manera que tenemos la solucién

De esta menera tenemos que

T ai — —
|y | =7 a :6x—y+z:6((“1QGQ))—(GQ;GI)+(G22GI>
0 0

= 3@1—3@2—%—%4-%—%:2&1—3&2

recordando el renombramiento de las componentes tenemos que

x
T|y | =2x—3y
0
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Problema IV.10 Encuentre la representaciéon matricial de la siguiente transformacién lineal T : R? — R2, la cual
esta definida como

con respecto a las bases By = By = {(—1,1),(4,3)}.
Determine el kernel o niticleo de la transfromacién, asi como la imagen.

Solucién: Para encontrar la matriz asociada a la transformacién, primero transformamos los vectores de la base
B, esto es,

T(~1,1) = (4(~1) = (1),3(=1) +2(1)) = (=5, ~1)
T(4,3)=(4(4)—(3),3(4) +2(3)) = (13,18)
ahora, estos vectores los escribimos como combinacion lineal de la base Bs, es decir,
T(-1,1) = (=5,-1) = a11 (—1,1) + a21 (4,3) = (—a11 + 4az1,a11 + 3az1)
T (4, 3) = (].3, ].8) = aig (—]., 1) + ag92 (4, 3) = (—a12 + 4dasgo, aio + 3@22)
de donde obtenemos los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

—5 = —aq1 + 4ao N aiq 211/7 13 = —aj2 + 4ags N a12:33/7
—1 = a1 + 3as asy =—6/7 Y 18 = ajo + 3am az = 31/7

Por lo tanto, la matriz de la transformacién es

My — ai1 ai2 o 11/7 33/7 71 11 33
T=\ag an )~ \ —=6/7 317 ) — 7\ -6 31
Otra manera de obtener esta matriz es mediante la matriz doble, de un lado colocamos a los vectores de la base

Bs como columnas y del otro lado a los vectores de la base B; transformados, también como columnas, después
transformamos la matriz de la base By en la identidad y la otra matriz es Mr, en otras palabras, tenemos

~1 4| -5 13 ~1 4| -5 13 ~14| -5 13
( 1 3’ -1 18) (B2 + By — Rs) ( 0 7‘ -6 31) (F2/7— Rs) ( 0 1’ —6/7 31/7)

o —ma =) (5] 2 ) coom (03] 1 5

(11 33
:>MT:7(—6 31

Esta matriz satisface la relacion, [T’ (u)] 5, = M7 -[u] 5, . Consideremos un vector arbitrario de R, digamos u = (2, —4)
y transformemoslo usando T' y usando Mr. Entonces

T(2,-4)=(12,-2) = a1 (-1,1) + a3 (4,3) = (—a1 + 4z, a1 + 3az)

12 = —Q +4042 - 1 :44/7
—2=a1 + 3as Qg = 10/7

=il =(0) =4 ( 1)

Ahora, usando la matriz tenemos,

u=(2,-4) =01 (=1,1) + 32 (4,3) = (=1 + 402, 51 + 32)

2= -3 +406; - B = —22/7
—4 =B+ 302 B2 =—2/7

=0, = () =1 (%)

11 33 —22
ﬁMT'MBl_i(G 31)'%< 2>_

=

==

=

(1)

=
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Determinemos el kernel de la transformacién, un vector u € ker(T) C R? si T(u) = 0, entonces
T(‘ra y) - (4I - Y 3z + Qy) - (07 0)
esta ecuacién produce el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo

dr—y=0 N x=0
3r+2y=0 y=20

=)

es decir, el unico vector en el kernel o nicleo es el vector cero, por lo tanto, Dim(ker(T)) = 0, entonces la transfor-
macién lineal es uno a uno.

por lo tanto

Para la imagen de la transformacién tenemos que, un vector v € im(T) C R? si existe un vector u € R? tal que
T(u) = v, entonces

T(x,y) = (4o —y,3z + 2y) € im(T)

tenemos que encontrar un base para estos vectores, esta se obtiene factorizando al vector de la siguiente manera
4z —y,3z + 2y) = 2(4,3) + y(—1,2)

asi los vectores de la imagen son generados por el conjunto {(4,3), (—1,2)}, y ademds tenemos que

4 -1
3 2

‘:n#o

por lo que el conjunto también es linealmente independiente, entonces los vectores {(4, 3), (—1,2)} son una base para
la imagen de la transformacién lineal. De esta forma tenemos que Dim(im(T)) = 2 = Dim(R?), lo cual implica que
la transformacién es sobre.

Recordemos que se debe satisfacer la siguiente relaciéon

Dim(ker(T)) + Dim(im(T)) = Dim(R?)
—042=2
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Problema IV.11 Sea T : P, — P, una transformacion lineal definida por

A
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d2

T (o(x) = 2 (o) + Qx%p(x)

a) Verifique la transformacién es lineal.

b) Si By = {2,z + 1,22 =1} y By = {—1,2 — 1,2? — x + 1} son bases de P,, determine la matriz asociada a la
transformacién lineal respecto a estas bases.

Solucién: a) Sean p(z), ¢(x) € P3 donde p(z) = a122 + b1 +c1 y q(x) = asx® + bax + c2, y sea a € R un escalar,
entonces

T (p(z) +q(z)) = T ((a12® +biz + ¢1) + (a2z® + baw + ¢3))
=T ((a1 +az)x? + (by + b))z + (c1 + 02))

22(2(a1 + a2)) + 22(2(ay + az)x + (by + by))

2(ay + a)x? + 4(a; + az)x? + 2(by + by)x

por otra parte

T (p(z)) + T (q(z)) = T (a12® +biz+c1) + T (az2® + boz + ¢2)
= (2%(2a1) + 22(2a12 + by)) + (22(2a2) + 22(2a02 + by))
= 2(a1 + a2)z® + 4(ay + az)x® + 2(by + bo)x

de donde
T (p(x) + q(x)) = T (p(x)) + T (q(x))
También tenemos que

T (ap(z)) = T (almz® +biz+c1)) =T (car12® + abiz + acy)
(2 (20a1) + 2x(20a12 + aby))

= 2aa12% + daa z? + 2ab1x

oT (p(z)) = o (a12® + bz + 1) = (2®(2a1) + 22(2a1 2 + by))

= 2aa122 + daa z? + 20b1x
entonces
T (ap(z)) = oT (p(z))

Por lo tanto la transfromacion es lineal.
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b) Para obtener la matriz de la transformacién, primero transformamos los vectores de la base By

T(2) = 2L @ +2022) =0
dx? dx
T(z+1) = xQd—Q(m D) 420 (1) =22
dxz? dz
T(22% — 1) = x2d—2(2x2 1) toed (202 2 1) = 1202
dxz? dx

ahora escribimos estos vectores en términos de la base

BQT(2) =0= an(—l) + agl(l‘ — 1) + a31(x2 —x+ 1) = (—CLH — a9y + a31) + (a21 — a31)$ + a31x2

de donde
—a11 —ag1 +az; =0 a1 =0
agl—a;ﬂ:() = a21:0
aszp = 0 azy = 0
tambien

T(x + 1) =2x = alg(—l) + agg(x — 1) + a32(x2 —x+ 1) = (—a12 — a9 + CL32> + (a22 — a32)x + 0,32332

asi
—a12 — a2 +agz =0 ap = —2
a22—a32=2 = CL22=2
agzg = O azg = O
finalmente
T(2$2 — 1) = 12.132 = 0,13(—1) + a23(x — 1) + a33(x2 — T+ 1) = (—0,13 — ao3 + a33) =+ (a23 — a33)l‘ + a33x2
resultando
—ai13 —ag3 +azz3 =0 a2 =0
az3 —azz =0 = a9y =12
azz = 12 azs = 12

Por lo tanto, la matriz asociada a la transformacién lineal resulta ser

ail a2 ai3 0 -2 0
MT = a21 G292 Q23 = 0 2 12
as1 G32 433 0 0 12
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Otra manera de encontrar a My es, construir una matriz doble, en una matriz colocamos a los vectores de la base
Bs como columnas

A
\%

0 0 1
1= 0 |,z—1=| 1 |,22—z+1=| -1
—1 —1 1

y en la otra colocamos los vectores transformados de la base By,

0 0 12
T2)=0=|0]|,Ta+1)=22e=[2], 722> -1)=1222=| 0
0 0 0

luego convertimos la matriz que contiene a la base Bs en la matriz identidad y la otra matriz serd My, esto es
entonces

0 0

00 12 -1 -1 1|00 0 11-1]00 0
0 1 02 0 | (R < Rs) 0 1 —-1{02 0 DRy —Ry) [ 01 -1{02 0
-1 -1 00 0 0 0 11]00 12 00 1|00 12

11000 12 100]0-20

Egligi”:gl; 010/0212| (Ri-Re—R)|[010]0 2 12

2T 2 00100 12 001{0 0 12

Por lo tanto,
0 -2 0
My 0 2 12
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Problema IV.12 Considere la siguiente transformacién lineal T : R?* — R? dada por

A
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T(x,y,z) = (m+y73x—z)
a) Sean By = {(1,1,2), (—3,0,1), (2,4,3)} y Bo ={(4,1), (3,1)} bases de R® y R?, respectivamente. Encontrar
la representacion matricial de T repsecto de las bases anteriores.

Verificar la relacién [T (u)|p, = Mr - [u] 5, para el vector u = (—1,2,-2).

b) Determinar la matriz asociada a la transformacién respecto a las bases canénicas de R® y R2.
Verificar la relacién [T (u)]|p, = Mr - [u] 5, para el vector u = (—1,2,-2).

Solucién: a) Para determinar la matriz asociada a la tranformacién lineal seguimos el procedimiento siguiente,
transformamos los vectores de la base B1, y estos los escribirlos en términos de la base Bs, esto es,

T(1,1,2) = (2,1)
T(—?)7 0, 1) = (—37 —10) = Q12 (4, ].) + ag2 (3, ].) = (4&12 + 3@22, ajg + a22)
=(6,3)

con lo cual se generan los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, con sus correspondientes soluciones,

2 =4aq; + 3a9; a1 = —1
1=ai1 +axn a1 = 2

-3 = 4a12 + 3&22 . a1 = 27

—10 = a19 + as2 as; = —37
6 = 4aq3 + 3as3 N a3 = —3
3 =a13 + ass azz =6

Por lo tanto, la matriz de la transformacién respecto a las bases By y Bs es,
Mo — a11 Q12 413 o -1 27 -3
T= a21 Q929 ag3 B 2 =37 6

Verifiquemos que se cumple [T (u)] 5, = M7 - [u] 5, para el vector u = (—1,2,—2). Primero encontremos 7'(u) en
términos de la base B, esto es

Tw)=T(-1,2,-2)=(1,-1) = a1 (4,1) + a2 (3,1)
= (40&1 + 3a, a1 + 042)

1:4011+3042 = a1:4

—1:a1+a2 0[2:—5
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Ahora usemos la matriz My, es decir,

= (_]—727 _2) = ﬁl(]w 172) + /62 (_3707 ]-) +/83 (27473)
(81 — 302 + 283, B1 + 433,201 + B2 + 3033)

—1=01-36+208s  f=—-50/17
= 2=0 +48; = (2 =3/17
—2=281+P2+33  [3=21/17

=

By —50/17
Sl = 6 | = 3/17
Bs 21/17

entonces

MTWEZ<;13}?> 5%{ :(i>

b) Usando las bases canonicas de R® y R?, C; = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} y Co = {(1,0), (0,1)}, respectivamente
tenemos que, usando el procedimiento del inciso anterior,

T(1,0,0) = (1,3) = a11(1,0) + a21(0,1) = (a11,a21)
7(0,1,0) = (1,0) = a12 (1,0) + a2z (0,1) = (a2, az2)
T(070, ].) = (0, —1) = a3 (1, 0) + ass (0, ].) = (a13, a23)

observamos de forma inmediata que la matriz asociada a la transformacién lineal respecto de las bases candnicas es
_ (a1 a2 a3\ _ (110
Mr = <a21 a22 CL23) N <3 0 -1
Para verificar la relacién [T'(u)] 5, = M7 - [u]z, con el vector u = (—1,2, —2), tenemos que

T(w) = T(~1,2,—2) = (1,—1) = ar(1,0) + as(0,1) = (a1, as)
=l = (o) = ()

U= (_L 2’ _2) = /61(1,070) + 62(07 ]-7 0) + 63(0a 0; ]-) = (ﬁla/@2753)

por otra parte

I3 -1
= [U]Bl = gg = 22
A _

de donde
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Problema IV.13 Sea T : Msy — Mso una transformacién lineal definida como

A
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T(A) =AM - MA
12
donde M = (0 3>.
a) Determinar el kernel y la imagen de la transformacién.
b) Encontrar la representacién matricial de la transformacién, respecto a la base canénica de Mas.

Solucién: Primero tenemos que A = < Ccl Z > € Msq, entonces

b 12 12 b
T(A):AM_MA:<Z d)(() 3)‘(0 3) (ch d)
_(a 2a+3b a+2c b+2d
:>T(A)_<c 2c+3d>_( 3c 3d )

—2c¢ 2a+2b—2d
=T(4) = ( —2c 2c )

a) El kernel o niicleo se obtiene igulando la transformacién con cero, esto es,

(=2 2a+2—-2d\ (00
T(A)—(—zc 2 >—<o 0>

—2c=0
N 20+2b—-2d=0 N c=0
—2c=0 a=-b+d
2c=0
a=—-a+p

b=a€R N b=«
d=pB€R c=0
d=0

ker(T) = { ( oy g)

Una base para este conjunto se obtiene factorizando la matriz, es decir,
—a+0 a\ -11 10
(7 5) = (o) o at)

El conjunto de matrices {( _01 é) , ( (1) (1) )} ademds de generar al ker(T) es linealmente independiente, por lo

tanto es una base para el kernel o nicleo de la transformacién. Asi, Dim(ker(T)) = 2.

entonces tenemos que

«, ﬂER}
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La imagen de la transformacion la obtenemos factorizando las matrices ( —2¢ 2a+2b-2d >, o bien

—2c 2c

—2c 2a+2b—2d\ _ (02 0 2 —2 0 0 —2
(—20 2 )‘a(o 0)“’(0 0)“(—2 2)+d(0 0)

de manera que el conjunto {(8 (2)) , < :g g) , (8 _02 )} genera a la imagen de T, pero se puede observar

directamente que, solo dos matrices de ese conjunto son linealmente independientes, asi una base de la imegen es

{( 8 (2) > ; ( :3 g >} Por lo tanto, Dim(im(T)) = 2.

Podemos verificar tambien que

Dim(ker(T)) + Dim(im(T)) = Dim(Maz)
b) Tenemos la base canénica de Mao, 01202:{((1) 8),(8 (1)),((1) 8),(8 ?)},transformamos estos
vectores y los escribimos en términos de la misma base, esto es,
107027 10 01 00 00 a1 ao1
T(oo)(00)“11<00>+“21(00)+a31(10)+a4l<o1> (agl a41)
01y (02Y)\ 10 01 ) 00 00\ [ a2 ax
T(o 0)‘(0 0)_“12<0 0>+“22(0 0)*“32<10>+“42<0 1>_(a32 a42)
00\ _ [(-20)\ _ 10 01 00 00\ [ a3 ass
T(1 o)—(—z 2)_a13(0 0)+a23(0 0)+“33<1 0>+“43<0 1>_<a33 a43)
00\ [0 -2\ 10 01 00 00\ [ au ax
T(o 1)‘(0 0 )““4(0 0)+a24(0 0>+a34(1 0>+“44<0 1>_<a34 a44>

a11 Q12 13 Al4 00 -2 0
MT _ 21 Q22 A23 0424 _ 2 2 O -2

as31 Q32 a33 as4 00 -2 0

41 Q42 Q43 Q44 00 -2 0
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Problema VI.14 Considere la transfromacion lineal T : P; — P» definida como T (p(z)) = x - p(x) + p(0).

a) Determinar el kernel y la imagen de la transformacién, y diga que dimensién tienen cada uno de ellos.

b) Encuentre la representacién matricial de la transfromacién respecto de las siguientes bases By = {x + 1,2 — 1}
y By = {a:2—|—1,x— 1,1‘+1}.

c) Verifique la relacién [T'(u)|p, = Mr[u]p,, donde v = 3z — 2.

Solucién: a) Tenemos que para el kernel o nicleo, igualamos la transfromacién a cero, donde p(x) = ax +b € Py,
entonces

T (p(z)) =z -p(z) +p0) = T(ax+b)=z(ax+b)+b=ar®+bx+b=02>+0r+0 = Z:(())

por lo tanto
ker(T) = {0z + 0}

esto es, el tnico vector del kernel es el vector (polinomio) cero, asi que Dim/(ker(T)) = 0.

Para la imagen tenemos que

T (p(x)) =z -p(x) + p(0) = T (axz+b) =x(ax +b) +b=ax®+bxr+b
de donde factorizamos
ax® + bx +b=az® + bz + 1)

entonces los vectores {xQ, T+ 1} generan a la imagen de la transformacién y ademas son linealmente independientes,
por lo tanto, son una base de la imagen, de est manera Dim(im(T)) = 2.

Donde se satisface la relacion

Dim(ker(T')) + Dim(im(T)) = Dim(Py)
b) Transformamos los vectores de la base B; y los escribimos como combinacién lineal de los vectores de la base

Bs, esto es,

T(x+1) = 2°+2+1=a1 (2> + 1) +ao1(z — 1) +asy(z + 1)

= (a11 — a21 +as1) + (a1 +as1)x + a1 x?

de donde
a1l —ao1 +agy =1 a1 =1
az1 +az; =1 = ag =1/2
a1 =1 azy =1/2

igualmente para

T(x—1) = 2> —x—1=ap(z? + 1)+ aga(x — 1) + ass(z + 1)
= (a12 — ag2 + asz) + (az2 + ag2)x + aroz”

resultando

a1z —agy +az = —1 ajz =1
a22—|—a32:—1 = a22:1/2
a1 = 1 asy = —3/2
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Por lo tanto la matriz asociada a la transfromacién esta dada por

A
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ajp ao1 1 1
MTZ ao21 a2 = 1/2 1/2
asi ase 1/2 =3/2

c) Para el vector u = 3z — 2 tenemos que

T(u) = TBx—2) =32 -20 - 2=01(2° + 1) + aa(z — 1) + az(z + 1)

= (g —as+a3) + (a2 + as)x + a2

entonces
ap —as +az = —2 a; =3 o 3
az +az = —2 = a=3/2 =[T(p=|a |= 3/2
o =3 ag = —T7/2 o3 —7/2

Por otra parte tenemos que

u=3x—2=p0i(x+1)+B(x—1)= (61 — f2) + (61 + B2)x

r=Pr==-2 _ bi=1/2 (B (12
B+ =3 :>52=5/2:>[U]Bl_(ﬁ;)_(5/2)

de donde obtenemos

entonces
1 1 3
1/2
My [uls, = | 172 1/2 (5§2) — | 32
1/2 -3/2 —7/2
Por lo tanto, se satisface la relacién

[T(uw)|B, = Mr - [u] B,
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Problema IV.15 Considere la transfromacion lineal T': P3; — Moyo definida como

2 3\ a+c+2d 2a+b+c+4d
T (a+ bz +cx Jrdm)_<2a+b+c+3d a+b+2d

A
\%

a) Determinar el kernel y la imagen de la transformacién.
b) Encontrar la representacién matricial de la transformacién, respecto a las base canénicas de P3 y de Mas.

Solucién: a) Para obtener el kernel tenemos que

) 5 a+c+2d 2a+b+c+4d\ (00
T (a+be+cx +dx)_<2a+b+c+3d a+b+2d ~\00

de donde resulta el sistema de ecuaciones lineales homegéneo siguiente

a+c+2d=0 a+c+2d=0
2a+b+c+4d=0 (Rg—R2—>R3) 2a+b+c+4d=0
2a+b+c¢c+3d=0 (R4*R1*>R4) —d=0

a+b+2d=0 b—c=0
ngigdzo a+c+2d=0 a=—c
(R2—2R1—>R2) _7 (R4—R2—>R4) b—c=0 = b=c
—d=0
b =0 —-d=0 d=0
a=—«
= izg donde « € R, es un parametro libre
d=0

por lo tanto,
ker(T) = {—a + az + az’|a € R}
si factorizamos los polinomios que se encuentran en el kernel o nticleo tenemos:
—a+azx+ oz’ = a(-1 4z + 2?)
entonces {—1 + x4+ x2} es una base para el kernel de la transfromacion, asi

Dim(ker(T)) =1

Ahora la imagen la obtenemos de la forma siguiente

2a+b+c+3d a+b+2d
12 01 11 2 4
o)1) e(i0)+0(32)
de donde observamos que el conjunto {( ; ?),(? 1),(1 é) ,(; ;L)} genera a la imagen de la transfro-

macion lineal, pero no todas estas matrices son linealmente independientes ya que ( L2 ) = ( 01 > + ( Il >,

T (a+ bz + cx? + da?) = atct+2d 2a+b+c+4d)

21 11 10

ker(T)={<(1) })(} é)(é ;‘)} — Dim(im(T)) = 3

entonces
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Podemos observar que se satisface la relacién

Dim(ker(T')) + Dim(im(T)) = Dim(Ps)

b) Consideremos la base canénica del espacio vectorial Ps, C; = {1, x, 22, m?’} y la base canédnica del espacio vectorial

10 01 00 00 _
Moo, Cy = {( 00 ) , ( 00 ) , ( 10 ) , ( 01 )} Transformamos la base C7, y estos vectores los escribimos en

términos de la base Cs.

a11:1

o 12 o 10 01 00 00 o ailp ag1 a21:2
T<1)_<2 1>_a“<0 0>+a21<0 0>+a31<1 0>+a41<0 1)_<a31 a4l>$a31:2
ag =1

CL12:O

o 01 o 10 01 00 00 o a12 G99 a22=1
T(x)(ll)a12<0 0>+a22(0 0)+a32(10)+a42<0 1>(a32 a42>§a321
CL42:1

a13=1

2\ 11 . 10 01 00 00 o a13 Q23 a23=1
T(x)_<1o)_al3(0 O)M%(o 0)*“33<1 0)”“3(0 1>_<a33 a43)j“33—1
a43:0

a14:2

s (24) 10 01 00 00\ (as ax azq =4
T(x)_<32 =l )t go )T\ 10) T 01) T \ass a ) ™ aza=3
a44:2

Por lo tanto la matriz asociada a la transfromacién lineal, respecto de la bases canénicas estda dada por

a1l G2 G13 G14 1012

Mo — | @21 G22 G23 a24 | _ 2114
r a31 32 G33 (34 2113
a41 Q42 Q43 Q44 1102
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Problema V.1 Para la siguiente matriz, calcule sus valores caracteristicos, sus vectores caracteristicos y diagonalize
la matriz con los resultados anteriores,

A
\%

3 -1 -1
A=11 1 -1
1 -1 1

Solucién: Primero encontramos el polinomio caracteristico para poder determinar los valores caracteristicos de la
matriz, esto es,

33— -1 -1 2—-Xx -1 -1
p(\) =[A—X| = 1 1-x -1 (C1+Cy—C1) pA=|2=-X21-X -1
1 -1 1-=2A 0 -1 1-A
1 -1 -1
(C1/2=A)—=C1) p(A)=2-1 |1 1-1 -1
0 -1 1—-2A\
1 -1 -1
(Ro— Ry~ Ro) p) =@ N[0 2-4 0 |=@- 221
0 -1 1-2AX

Por lo tanto, los valores caracteristicos de la matriz A son: Ay = Ay =2y A3 = 1.

Ahora sustituimos los valores caracteristicos anteriores para encontrar los vectores caracteristicos asociados a cada
uno de ellos, de manera que,

Para A\ = Ay = 2 tenemos

3—2 -1 -1 10 1 -1 =110
(A=XM2D)X12=0= 1 1-2 -1 |]0)=(1-1-1|0
1 -1 1-2]0 1 -1 -1]0
B 1 -1 -1]0 r=a+p
Egz_gl::gz; 00 0|0 Ri=x=y+2 =>y=a€R
s N0 0 010 z=B€ER
es decir, la solucién de la ecuacién caracteristica esta dado por
x a+ 1 1
X172 = y = « =« 1 + 6 0
z I6] 0 1
1 1
Por lo tanto, los vectores caracteristicos asociados a A1 y Ay son 11,10
0 1
Para A3 = 1 tenemos
3—-1 -1 -1 10 2 -1 -1]0
(A=) X5=0= 1 1-1 -1 |0|=(10 =10
1 -1 1-11]0 1 -1 010
1 0 —-1]0 1 0 —-1]0
(Ri>R) [ 2 =1 =10 E%:%&:RR)Q) 0-1 110
1 -1 010 3o 3 0 -1 110
1 0 -1(0 Ri—= 7 —2 T=o
(Rs — Ry — R3) 0-1 110 R1:> :Z:>y:a
00 0]0) ?7Y" z=a€R
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Es decir, la solucién de la ecuacién caracteristica ahora esta dada por

T « 1
Xs=|ly|=la]l=all
z « 1
1
Por lo tanto, el vector caracteristico asociados a A3 es 1
1
1 1 1
Como los vectores caracteristicos asociados a la matriz A, dados por 1]1,{0],11 , forman un conjunto
0 1 1

de vectores linealmente independientes, entonces significa que la matriz A es diagonalizable. La matriz que diagonaliza
a la matriz A, es C cuyas columnas son los vectores caracteristicos encontrados anteriormente, entonces

111 1 0 -1
C=|101])=C'=(1 -10
011 -1 1 1
Finalmente diagonalizamos
1 0 -1 3 -1 -1 111
D=cC'AC=| 1 -1 0 11 -1 101
-1 1 1 1 -1 1 011
1 0 -1 221 200 A 000
= 1 -1 0 201 ]=1020]=10 X O
-1 1 1 021 001 0 0 X

Los coeficientes de la matriz diagonal son los valores propios de la matriz A, como se esperaba.

El orden en el que aparecen los valores propios en la matriz diagonal D, depende del orden en el que coloquemos
los vectores propios en la matriz C, esto es, la posicién del valor propio corresponde a la columna del vector propio
correspondiente. Por ejemplo, si

entonces
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Problema V.2 Diagonalize ortogonalmente la siguiente matriz simétrica,

A
\%

0 0 -2
A= 0 -2 0
-2 0 3

Solucién: Primeramente determinemos los valores caracteristicos de la matriz usando el polinomio caracteristico,
es decir,

-2 0 -2
pA)=|A-X|=| 0 —-2-X 0 =-A-2-XNB-XN+2(-2)(2-X)
-2 0 3—A

PN =A+2)AB =N +22)]=A+2)(=A2+3Xx+4) = —-(A+2)(A\2 =3\ —4)
p(A)=—A+2)(A+1)(A—4)

Por lo tanto, los valores caracteristicos, p(A) = 0, de la matriz A son: Ay = =2, Ay = -1y \g = 4.

Ahora sustituimos los valores caracteristicos anteriores para encontrar los vectores caracteristicos asociados a cada
uno de ellos, de manera que,

Para Ay = —2 tenemos
2 0 -21]0 20 —2]0
(A—=\DX;=0=| 0 0 0|0 | (Rs+R —R3) | 00 0|0
20 5|0 00 3|0
10-1]0 100[/0\ Ri=2=0
glg:g‘g 00 0[0] (Ri+Rs—R) [ 000[0]| Re=y=0acR
! ! 00 1|0 001{0) Ry=2=0

entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como

T 0 0
Xi=ly|=la]=a]l
z 0 0
0
Por lo tanto, el vector caracteristico asociados a A; es 1 o cualquier multiplo de este.
0
Para Ay = —1 tenemos
1 0 —-2(0 1 0 —-2(0
(A=) X =0= 0 -1 0|0 | (R3+2R;y — R3) 0-1 010
-2 0 410 0 0 010
Rima—2:=0 L7720
Ro=y=0 = y=0
2 z=a€R

entonces la solucion de la ecuacion caracteristica la podemos escribir como

Xo=|y =] 0 | =al| 0
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Por lo tanto, el vector caracteristico asociados a Ay es (

Para A3 = 4 tenemos

-4 0 210 1 01/210
(A= A3D)X3=0=[ 0 —6 0 |0 E%;E:g :glg 01 010
-2 0 —1/|0 2 2\ =20 -1(0
101/2]0 B z=—af2
(Rit2Ry—Ry) [ 01 0 o) M=rte2=0__,
00 0 |0) 7Y™ z=a€R
asi, la solucién de la ecuacion caracteristica la podemos escribir como
x —a/2 -1/2
X3=[y | = 0 —a 0
z e

Por lo tanto, el vector caracteristico asociados a A3z es, para a = 2,

De esta manera tenemos el conjunto de vectores ortogonales

o = O
_ O N

0 2 /\f 1 V5
estos vectores obtenemos el siguiente conjunto 1], ,

0 1 /\f 5
ortonormales de la matriz A, con los cuales construimos la matriz P, que tlene la propiedad de que P~! = P7T, de
esta manera

, los cuales son vectores propios

) , ahora normalizando

0 2/V5 —1//5 0 1 0
P=|1 0 0 >prPt=pPT'=| 2/VV5 01/\V5
0 1/v/5 2/\V/5 —1/v/5 0 2/V/5
Finalmente diagonalizamos la matriz que diagonaliza a la matriz A como sigue,
0 1 0 0 0 -2 0 2/v5 —1/V5
D = PltAaP=| 2/V5 0 1/V5 0 -2 0 1 0 0

~1/v/5 0 2/V/5 -2 0 3 0 1/v5 2/V/5

0 -2 0 0 2/vV5 —1/V5
= [ -2/v/5 0 -1/V5 1 0 0
—4/v5 0 8/\/5 01/v5 2/V5

-2 0 0 A0 0
= 0 =10 |=1]0 X O
0 0 4 0 0 As

Los coeficientes de la matriz diagonal son los valores propios de la matriz A, como se esperaba.
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Problema V.3 Para la siguiente matriz A, determine sus valores y vectores propios o caracteristicos, y determine

la matriz que diagonaliza a la matriz A,

A
\%

7T -2 —4
A=13 0 -2
6 -2 =3

Solucién: Tenemos el polinomio caracteristico de la matriz A, de donde calculamos los valores caracteristicos de

la matriz, esto es,

T—XA -2 —4 T—\A -2 —4
pAN)=[A=Al[=| 3 X =2 (R3 —R1 — R3) p(\) = 3 - =2
6 —2 —3—2\ 14X 0 1—-2X
T—\ =2 —4
(Rs/(=14+AX) — R3) p(N)=(1—-X)]| 3 —Xx =2
-1 0 1
3—\ -2 —4
(Cr+C3—C) pA)=—-A=1)| 1T =X =2|=—-A=-1(A\2=31+2)
0 0 1

pA) =—-A-1DA-1)(A-2)
las raices de este polinomio p(A) = 0, son los valores caracteristicos de la matriz A, de manera que: A\y = Ay =1y
Az = 2.

Sustituimos los valores caracteristicos anteriores en la ecuacién homogénea (A — \;I)X; = 0, para encontrar los
vectores caracteristicos asociados a cada volor propio, entonces,

Para \{ = Ay = 1 tenemos

7T—1 -2 —4 0 6 —2 —4]0
(A=X2D)X12=0= 3 -1 =2 0O|l=|(3-1-2]0
6 -2 -3-1]0 6 -2 -4 0
3 -1 -2]0 3 -1 -2]0
(R1i/2—Ry) [ 3 -1-2]0 E?:%_’_}Rg) 00 010
6 -2 —4|0 3 ! \0 0 010
1 -1/3 =2/3|0 —
(Ri/3—R) [0 0 0 |0]|=a=y/3+22/3 sigzﬁ cona,B €R
0 0 0 0 o
la solucién de la ecuacién caracteristica esta dado por
x a/3+28/3 1/3 2/3 ol 3 2
Xieo=1vy | = « =« 1 + 4 0 =—|3|+=10
2 3 0 1 3\ o 313
1 2
31,10

Por lo tanto, los vectores caracteristicos asociados a A1 y Ao son
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Para A3 = 2 tenemos

7-2 -2 —4 |0 5 9 —4]0
(A — )\3I)X3 =0= 3 -9 92 0 = 3 -2 —210
6 -2 -3-2(0 6 -2 —5|0
2 0 —2]0 10 —-1]o0
§§1:§2:§?§ 3 -2 2|0 | (Ri/2—Ry) | 3-2-2]0
TR s 0 =30 30 —3[0
10 —-1]0 10 -1 10
E%jﬁl:%}; 0 -2 110 (R/(-2)—Ry) | 01 -1/210
’ ' Y \0 0 0]o0 00 0 |0
Ri=>zx==z2 B
Ro=y=2/2 donde z =a € R

es decir, la solucion de la ecuacion caracteristica ahora esta dada por

z « 1 o 2
z le} 1 2
2
Por lo tanto, el vector caracteristico de la matriz A asociado a A3 es 1
2
1 2 2
Tenemos que los vectores caracteristicos asociados a la matriz A, 31,10),11 , forman un conjunto
0 3 2

de vectores linealmente independientes, por lo que la matriz A se puede diagonalizar mediante una matriz C, cuyas
columnas son precisamente los vectores caracteristicos encontrados anteriormente, entonces

122 -1 2/3 2/3 L3 2 2
C=|301]|=Cc'=(-22/35/3]=-|-6 2 5
032 3 —1 —2 3\ 9 -3 -6
Verificamos la relacion
L3 2 2 7 -2 —4 122
D=cCc1'4c==| -6 2 5 3 0 -2 301
3\ 9 -3 -6 6 —2 —3 032
-3 2 2 124 L1 (300 100
= -6 2 5 302]|==(030]=(010
9 -3 —6 034 3\oo0s 00 2
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Problema V.4 Si A es una matriz simetrica de tamano 3 x 3, diagonalizela ortoganalmente

A
\%

-1 2 2
A= 2 -1 2
2 2 -1

Solucién: Determinemos los valores caracteristicos de la matriz usando el polinomio caracteristico, es decir,

“1-X 2 2
PN =A== 2 —1-X 2 |[=X4+3)2-9\-27
2 2 —1-A

p(A) = A +3)(A+3)(A-3)

Los valores caracteristicos de la matriz A son la raices de la ecuacién p(A) = 0, de modo que: A\; = Ao = =3y
A3 = 3.

Ahora sustituimos los valores caracteristicos anteriores en la ecuacién (A — \;1)X; = 0, para encontrar los vectores
caracteristicos de A, para cada valor propio, entonces

Para A\ = Ay = —3 tenemos
-1+4+3 2 2 0 2220
(A=X2D)X12=0= 2 -1+3 2 0]l=1222]0
2 2 -1+310 2220
111]0 111]0
(Ri/2—Ry) | 2220 Eg?:ggljg?g 0000
222(0 3 ! 3\000|0
>rx=-y—2 siy=ayz=0donde a,B € R
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
T —a—0 -1 -1
Xio=y | = o =« 1 +481 0O
z I} 0 1
-1 -1
Por lo tanto, los vectores caracteristicos asociados al valor propio A2 = —3 son 1 , 0 o cualquier
0 1

multiplo de este. Ahora ortonormalizemos a estos vectores usando el proceso de Gramm-Schmidt, esto es, sea u; =
(-1,1,0) y ug = (—1,0, 1) entonces

V1 = Up = (—1,1,0)
vy = Uy — (“2 : ”1) v = (=1/2,-1/2,1)

V1 V1

donde los vectores vy y v2 son ortogonales, esto es, vi-vy = (—1,1,0)-(—1/2,—1/2,1) = 0, finalmente los normalizamos
v
w1 = ﬁ = (_1/\/571/\/570)
1

wy = |Z—;:(—1/\/6,—1/\/6,2/%%)
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Para A3 = 3 tenemos
-1-3 2 2 0 -4 2 210
(A= X)X =0= 2 -1-3 2 0| = 2 -4 2|0
2 2 —-1-3|0 2 2 —41]0
2 -1 -1]0 2 -1 -1]0
Ri/(-2)— R [ 2 -4 210 E%:?:%; 0-3 310
2 2 —40 5 N0 3 =3]0
2 -1 -1]0 2 -1 -1]0
R3+R2—>R3 0 -3 3 0 RQ/(_].)_)RQ 0 1 -1 0
00 010 00 010
20 -2|0
Ri+ Ry — Ry 01 -1]0 | = Z siz=a€R
00 010
entonces la solucién de la ecuacién caracteristica la podemos escribir como
T « 1
Xs=|ly |=|a]|=all
z a 1
1 1/V3
Asi, el vector caracteristico asociados a A3 es 1 , normalizado tenemos que 1/ V3
1 1/V3
~1/v2 -1/V6 1/v3
De esta manera, tenemos el conjunto de vectores 1/ V2 | =1/ Ve |, [ 1 / V3 , los cuales son vectores
0 2/\/6 1/v3

propios ortonormales de la matriz A, que usamos para construimos la matriz P, que tiene la propiedad de que
P! = PT vy que diaganaliza a A, esto es

—1/vV2 —1/V6 1//3 -1/vV2 1/V/2 0
P= ( V2 —1/V6 wg) =P 1=pP= (—1% ~1/V6 wa)
0 2/V6 1/V3 V3 13 1/V3

Finalmente diagonalizamos la matriz que diagonaliza a la matriz A como sigue,

(—1/\@ 1/v2 0 ) (—1 2 2 ) (—1/\/§ -1/V6 1/\/3)
D = P'AP=PTAP=| -1/v6 —1/V6 2//6 2 -1 2 1/vV2 —1/v6 1/V3
1/vV3 1/V3 1/V3 2 2 -1 0 2/v6 1/V/3

-1/vV2 1/v2 0 ) 3/vV2 3/V6 3/V3

-1/v6 —1/V6 2/V6 -3/v2 3/V6 3/V3
1/V3 1/V3 1/V3 0 —6/v6 3/V3

-3 0 0 A1 00
0 0 3 0 0 X
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Problema V.5 Identifique la seccién conica cuya ecuacién es,

A
\%

522 — 2xy + 5y =4

Solucién: La matriz simétrica asociada es esta ecuacién tiene la forma siguiente

5 -1
cuyo polinomio caracteristico esta dado por el determinante

5—X -1

s =la-an=| P70 7

‘:(5—)\)2—1:24—10>\+>\2

donde las raices de la ecuacién p(\) =24 —10A+ A2 =0 son: A\; =4 y Ay =6, que son los valores propios de la
matriz A.

Determinamos ahora los vectores propios ortonormales correspondientes,

Para A\ = 4 tenemos
1 -1|0 1 =110
(A)\lf)Xloé(l 1 ‘0) (Ra+ Ry — R2) (0 0 ‘0)
Ri=zrx=y = y=a€R

entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como

w=(3)=(2)==(1)

1/v2

Por lo tanto, el vector caracteristico ortonormal asociado a A1 es { ( 1 V2 > } o cualquier multiplo de este.

Para Ay = 6 tenemos

-1 -110 -1 -110
(A—)\QI)XQ—0:><_1 _1‘0) (RleﬂRg)( 0 0 ‘0>
Ri=2z=—-y = y=a€R

de manera que podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como

e (5)- () ()

-1/v2

Entonces, el vector caracteristico ortonormal asociado a Ay es { ( 1/v3 ) } o cualquier multiplo de este.

La matriz ortonormal correspondiente es,
0= 1/vV2 —1/V2
T\1NV2 12
de donde

1/vV2 —1/V2

Q|:‘1/\/§ 1/\/5 =1/24+1/2=1
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Por lo tanto, podemos escribir la forma cuadratica en términos de las nuevas coordenadas como sigue,

@ (5 0) (5)=1= aron () =160 +ot) =4

reescribiendo la ecuacién anterior nos resulta,

1P o =4 = (3) @0+ (§) 0=

o bien

=1
TR
la cual corresponde a la ecuacion de una elipse
@ v
a2 b2

cuyos radios son, el menor a =1 y el mayor b= ./4/6 .
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Problema V.6 Considere la siguiente ecuacién cudrética,

A
\%

w2 oy 222+ 20y =2
determinar la seccién cénica correspondiente.

Solucién: La matriz simétrica correspondiente a la ecuacién anterior tiene la forma,

A=

e R I
O ==
OO

el polinomio caracteristico asociado a esta matriz, es el determinante,

1-x 1 0
PN =][A-X|=] 1 1-X 0 [=-(\—4\2+4)\)=-)A(\-2)?
0 0 2-2)

donde las raices de la ecuacién p(A\) = —A(A—2)2=0 son: A =0 y A23=2, que corresponden a los valores
propios de la matriz A.
Obtenemos ahora los correspondientes vectores propios o caracteristicos

Para A\ = 0 tenemos

110]0 110]0
(A-MDX;=0=|[ 1100 E?/—QE;)R” 0000
0020 8 3 001[0
Ri=xz=—y
R3=2=0
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
T «Q 1
Xi=ly =] —«a]|=al -1
z 0 0
1
Por lo tanto, el vector caracteristico asociado al valor propio A\ = 0 es -1 o cualquier multiplo de este.
0
Para X2 3 = 2 tenemos
-1 1 00 -110]0
(A=X3)Xo3=0= 1 -10|0 (R + Ry — R2) 0 00|O0
0 0 0]0 0 00}O0
Ri=x=y=a€cR
Ro=2z2=0€R
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
T «a 0 1 0
X2’3 = Yy = (6% —+ 0 =« 1 + 5 O
z 0 16} 0 1
1 0
Por lo tanto, los vectores caracteristico asociado al valor propio A2 3 = 2 son 11,10 o cualquier multiplo
0 1

de estos.
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Aplicamos el método de Gramm-Schmidt al conjunto de vectores -11,111],10 , para obtener un
0 0 1
1/v2 1/v2 0
conjunto de vectores ortonormales, los cuales resultan ser -1/ V2,1 /ﬁ ,1 0 . Ahora con estos
0 0 1

vectores construimos la matriz,

1/vV2 1/3/2 0
Q=1 -1/vV2 1/v2 0
0 0 1

de donde

1/vV2 1/v2 0
Q=] —1/v2 1/v2 0| =(1)(1/2+1/2) =1
0 0 1

Por lo tanto, podemos escribir la forma cuadratica en términos de las nuevas coordenadas como sigue,

000 ' z’
(z',y',2)[ 020 y | =2 = (02/,2¢,22) | ¥ | =0(a")? +2(y)? +2(2)? =2
00 2 z 2

si reescribimos la ecuacion anterior tenemos,
0@@)?+2(y")?+2(')* =2 = 0(@")?+(y)* + ()’ =1

ecuacién que corresponde a un elipsoide.
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Problema V.7 Reescriba la siguiente ecuaciéon en términos de nuevas variables, de tal manera que solo esten
presentes los términos cuadraticos,

322 4+ day + 2% + 4wz 4+ 422 =0

Solucién: La matriz simétrica correspondiente a la ecuacién anterior esta dada por,

A:

NN W
O NN
= O N

el polinomio caracteristico asociado a esta matriz, es el determinante,

3—X 2 2
pN=A=X|=] 2 2-X 0 |=XXA=9A+18)=AA—-3)(A—6)
2 0 4-—2X

donde las raices de la ecuaciéon p(A) = A(A—6)(A—3) =0 son: Ay =0, A3 =3 y A3 =6, que corresponden a los
valores propios de la matriz A.

Los vectores propios o caracteristicos asociados a estos valores propios se obtienen resolviendo los siguientes sistemas
de ecuaciones lineales,

Para A\ = 0 tenemos

322|0 10 210
(A-MDX1=0=| 2200 = 01 -2]0
2040 00 010
Ri=xz=-22
Ry = y=2z2
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
T —2a -2
X1 = Yy = 2a = 2
z « 1
-2
Por lo tanto, el vector caracteristico asociado al valor propio A\; = 0 es 2
1
Para \y = 3 tenemos
0 2 210 101/2]0
(A=XD)Xe=0=| 2 -10|0 = 01 110
2 0 1|0 00 0 |0
Ri=ax=-2/2
Ro=y=—2
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
x —a/2 -1/2
XQ = y = —Q = —1
z o 1
—1/2
Por lo tanto, el vector caracteristico asociado al valor propio Ao = 3 es -1

1
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Para A3 = 6 tenemos

-3 2 210 10 -1 1]0
(A= X3)X3=0= 2 —4 0|0 = 01 -1/2]0
2 0 =20 00 O 0
Ri=z=z2
Ry =y= 2/2
entonces podemos escribir la solucién de la ecuacién caracteristica como
T «a 1
Xs=|ly |=|0a/2|=af 1/2
z «a 1
1
Por lo tanto, el vector caracteristico asociado al valor propio A3 = 6 es 1/2
1
-2 —1/2 1
Ortonormalizamos el conjunto de vectores 2 , -1 | 1/2 mediante el proceso de Gramm-
1 1 1
—2/3 -1/3 2/3
Schmidt, con lo cual obtenemos el nuevo conjunto 2/3 |, -2/3 1, 1/3 , con los cuales formamos
1/3 2/3 2/3
la matriz,
-2/3 —1/3 2/3
Q= 2/3 —2/3 1/3
1/3  2/3 2/3

cuyo determinate es

~2/3 ~1/3 2/3| || -2 12
Q=] 2/3 —2/31/3|=-]2 —21|=1
/3 2/3 2/3] 3|1 2 2

Por lo tanto, la ecuacién en términos de las nuevas coordenadas se escribe como,

/ /

000 x T
(z',y,2")[ 0 30 y | =0 = (02/,3y,62") | v | =0(2')? +3(y)?+6(2)2 =0
006 2 z!
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