UNIDAD 1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden.

L.I. Definiciones bésicas y terminologia.

Definicién, Si una ecuacién contiene las derivadas o difereniciales de una o més variables
dependientes con respecto a una o més independientes, se dice que es una ecuacion diferencial.

Las scuaciones diferericiales se clasifican de acuerdo con las propiedades siguientes:
- Clasificacion segtn el tipo.
- Clasificacién segtin el orden.
- Clasificacion segun la linealidad.

Definicidn. Si una ecuacion contiene solo derivadas ordinarias de una o mas variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente, enionces se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria. Una ecuacién que corntiens las derivadas parciales de una o mas
variables dependientes de dos o més variables independientes se llama ecuacion diferencial
parcial.

Ejempio: Son dos ecuaciones diferencizles ordinarias:

2
4y &
abcz dx

(x+y)ae—dydy =0

=3y=1

Son ecuaciones diferenciales parciales:

ou S
Xt Yo =y

Definicién: El ordén de la mas alta derivada de una ecuacion diferencial se llama orden de la
ecuacion.

Ejemplo. Es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden;

Puesto que la ecuacion diferencial.

xidy 4 yde =0



Puede llamarse de ia forma:

2ab
) SR -—0
dx

dividiendo entre dx, es un ejemplo de una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. La
ecuacion:

4 2
a img-+—q—- ]
ot

8s una ecuacion diferencial parcial de cuarto orden,

Definicion, Una ecuacion diferencial ordinaria general de orden n se representa a menudo
mediante la scuacion:

Fx, y,%,...,y("'”)

o tambien

¥ = [y
Definicidn. Se dice que una ecuacién diferencial es lineal si tiene la forma:

ne~i
a0 2L Y ra, () @ L saoy =)

Ejemplo. Las ecuaciones

xdy + ydx = 0
Y4 -2y+y=0
3 2
3d +x2g~—-‘}-)-+3xg£~§~5y=e"
PR ™

son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de primero segundo y tercer orden,
respectivamente. Por ofra parte.

Xyn__zylxx
3y

-d——— +y2 =0

£f€3

son ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de segundo y tercer orden respectivamente.

Definicion. Se dice que una funcién f cualquiera, definida en algan intervalo 1, es solucion de una
ecuacion diferenciat en el intervalo, si sustifuida en dicha ecuacion, a reduce a una pidentidad. Se
distingue ademas entre soluciones explicitas.

y = f(xyoimplicitas G{x, y) = ¢ de ecuaciones diferenciales




Ejemplo. Verificar que
x=1%+ef
¥ ::;“-13 +({t—1)e’

Es una solucidn de la ecuacion diferencial.
yi+er =x

Para esle problema

@
A
dt
cCOoMmo:;
_ffy}_ =22 ve' +(1-De’ = 2% 41!
ay :
=2
ar ¢
entonces:

2wt yre! t[21+e’]
2t +ef 2t+e’

Sustituyendo y' en la ecuacién diferencial obtenemos:
yieeY =1t el =x
Eiemplo. Verificar que:
arc tan {»«}i) - in(c\;xz + yZJ =0
x

cada C una constante es una solucion implicita de la ecuacion diferencial
(x+yydxe —(x~ y)dy =0

Derivando implicitamente obtenemos:

er'-y}_w c 2x-2p _0

il

]
.’:\f:c2 +y2 Z\sz +y2



Simplificando:

Yoy Xy .
x2+y2 x? -i-yz

W-y-x-3y'=0
WE,.. o X .._.._fzo
x y ¥

multiplicando por dx

xdy ~ ydx — xdx— ydy = 0
=(y+x)de+{x-y)dy =90
(x+y)de~(x—y)dy =0

Definicién. Al resolver una ecuacién de n-ésimo orden F(x,y.Y', ..., y‘"’)=0, esparamos obtener una
familia n-paramétrica de soluciones G (x.y, ¢,...,Cy)=0

Elemplo. Demostrar que ia familia biparamétrica y = ¢1 cos (4x) + c2 sen (4x) es una solucién de la
ecuacion.

Y416y =0
Derivando obtenemos:

¥'=—dc;sen{4x) + dc, cos(4dx)
Y'=~16¢, cos(4x)—16¢c, sen(4x)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene:

Y'+16y = ¥'=~16¢; cos(4x) - 4¢, cos(4x)
16¢, cos{4x) —16¢, sen(4x)
0

i

fl

Definicién. Una solucién de una ecuacion diferancial que neo contiene parametros arbitrarios se
llama solucidn particular.

Una manera de obtener una solucion particular es elegir valores especificos de parametro
o de los parametros de una familia de soluciones.

Eiemplo. Para |la ecuacién diferencial

2
4 o 16x=0
df

una familia biparamétrica de soluciones es
x(t) = ¢ cos (4t)+c, sen (4¢)

obtenga una solucidn particular que satisfaga



0y=10 — =0
X( ) Y dti =0
como:
x = ¢cos(d4r)+ c,sen{4ds)
%jx? = ~4¢, senf{4¢) +4c, cos(4¢)
entonces

10 = ¢cos(0)+ ¢, sen(0)
0  =-4¢ sen(0)+ 4c, cos(0)

entonces

=10 y 4d¢,=0
Asi la solucion particular es
x(t) =10 cos (4r)

Refinicién. Si una ecuacidn diferencial tiene una solucion que no puede obtenerse dando valores
especificos a los parametros en una familia de soluciones, a tal solucion se le llama solucién
singular,

Ejemplo. Demostrar que

brd
HES
O

es una familia uniparamétrica de soluciones de

b

¥

y-xyt =0

Demostrar que y = 0 es una solucion singular de la ecuacion.
como :

.o x? 2xJ x?
V=2 Lt = Sege
4 4 4

Entonces sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos



Ahora observamos que y = 0 es solucién de la ecuacion diferencial, pues y' =0y

ST

Y-xy? =0-x(0)=0

Por ofro lado no existe un valor para C en la ecuacion

2
RE
=1

tal que
) 2
X
=| —+ci =0

Definicién. Si todas las soluciones de F(x,y,y',...,y*)=0en un intervalo |, pueden obtenerse de
G(x,y.C1.....cn)=0Omediante valores apropiados de las C,, ..., C,, entonces decimos gue {a familia n-
paramétrica es la solucién general o completa de la ecuacion diferencial.
1.2. Problema de valor inicial y teorema de existencia y unicidad.
Definicidn. El problema.
Resuelva:
% = f(x, »}
Sujeta a:
Y(x,)=yo
se llama problema de valor inicial. A la condicién y(xo)=ygse le conoce como condicién inicial.

Eismplo. La figura 1 muestra que el problema de valor inicial.

L
& 0
¥0)=0

tiene al menos 2 soluciones en al intervalo

-0 <X <+

Y= 16
-y 0

Fig. 1



Las gréficas de ambas funciones

2

X
=0 - J——
Y y o ¥ 16

pasan por (0,0}

Al considerar un problema de valor inicial surgen dos preguntas fundamentales:

(0 LEXiste una solucién del problema 7
(2) Si es que una solucion existe, ¢ Es la unica?

Geométricamente, la segunda pregunta es: De todas las soluciones de una ecuacion diferencial
que existen en un intervalo 1, ¢ Hay aiguna cuyo grafico pasa por (X, Yo)?

A menudo es deseable saber antes de atacar un probiema de valor inicial si es que existe una

soiucién y, cuando existe, saber si es la Gnica solucion del problema. El siguiente tearema da
condiciones suficientes para la existencia de una solucién Onica.

Teorema. Sea dada una ecuacidn diferencial y' = f(x,y), desde la funcién f(x,y) esta definida en una
region D del plano que contiene el punto (Xo,¥a). Si la funcion f(x.y) satisface a las condiciones:

a) f(x,y) es una funcién continua en la regién D.
b) &ffcy es una funcién continua en la regién D.

entonces, existe una, y solo una, solucion de la ecuacion diferencial que satisface a la condicion
y{Xo)=Yo.

Ejemplo. Aplicando ef teorema de existencia y unicidad sefalar en los problemas que siguen las
regiones en las que las ecuaciones dadas admiten solucién Unica.

(a)

.yl
Xy

y

En este caso

f(x,y)=—“-t"l
X-y

y esta funcion es continua cuando x-y = 0. Por otra parte:

?f_z x~y—(y+1(=1 _x-y+y+1)

& (x-y)? (x-»)?
_@{: x+1
& (x-y)°

es continua cuando x-y = 0. Por Jo tanto Ia region donde se cumple el teorema de existencia y
unicidad es;
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(b)
y‘*\;xz —y-x

En este caso

Jxp=y= xf;z ~y-X,

y esta funcién es continua cuando x° — y = Q. Por olra parte

¥__ -1
ay 2'\[1’2 bl 4

es continua cuando x> — y > 0. Por lo tanto la region donde se cumple el teorema de existencia y
unicidad es:

1.3. Campos de direcciones.

La ecuacitn

Y'=f(x,p)




determina en cada punto (x,y) donde existe ia funcion f(x,y), el valor de Y, 0 seg, ia pendiente de la
tangente a la curva integral en ese punto.

La terna de numeros (x,y,y') determina la direccién de una recta que pasa por el punto (x,y). Si
dibujamos un pequefic segmento de esas rectas en e punto {x.y), el conjunto de los segmentos de
esas rectas en la representacion geométrica del campo de direcciones.
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Ei problema de integracién de la ecuacién diferencial.

L = fen

se puede interpretar asi: hay que hallar uan curva cuya tangente en (x.y) tenga el valor f(x,y).

Frecuentemente, el problema de la construccion de las curvas integrales se resuelve
infroduciendc las isdclinas.

Definicién. Se ilama isaclina el lugar geométrico de puntos en los que las tangentes a la

ecuaciones integrales consideradas tienen una misma direccion. La familia de las isoclinas de la
ecuacion diferencial;

dy _
= =f(x)
se determina por la ecuacion:
J(x, )=k

Donde K es un paréametro. Dando al parametro K valores nimericos proximos dibujamaos una red

bastante compacta de isoclinas, de las cuales se pueden trazar aproximadamente las curvas
integrales de la ecuacién diferencial.



La isaclina nula f(x,y)=0 proporciona las lineas en las que pueden estar situados los puntos
maximos y minimos de las curvas integrales. Al trazar las curvas integrales, para mayor exactitud,
se hallan también el lugar geométrico de los puntos de inflexién. Para esto se halla y'dela
ecuacion:

y=1(xy
coma;
o IF___a-_f; gf_ 1
ym&+@y
n &
Y= ax+f@

- Elemplo: Sirviéndose de las isoclinas, trazar aproximadamente las curvas integrales de las
ecuacionas diferenciales dadas.

(a) y =2x-y

Laisoclinaenque y' =0 esy =2x Las curvas integrales, cortandose con la recta y = 2x, pasan de
la region de decrecimiento de la funcion a la regién de creciemisnto. Por lo tanto, en esta recta se
frecuentan los puntos minimos de las curvas integrales.

y=2x

y'<o y>0

Hallaremos ahora la segunda derivada;

Yl=2-p'=2-Ix+y

Larectay = 2x - 2, en la que y" = 0 es una curva integral. de lo que puede unoc convencerse
sustituyendo en la ecuacion diferencial. Como f (x,y) = 2x - y. satisface las condiciones del teorema
de existencia y unicidad en todo ef plano XY, las demas curvas integrales no se cortan cony = 2x -
2 (se pierde unicidad). La recta y = 2x - 2 divide el plano XY en dos partes, en una de las cuales y"
> 0, y por lo tanto, las curvas integrales tienen dirigidos hacia arriba sus concavidades, y en ia otra,
y" <0, y por consiguiente, las curvas integrales tienen sus concavidades dirigidas hacia abajo.



y=2x~2

y“:‘ﬁ ynl<0

La investigacién realizada nos permite trazar aproximadamente la familia de Ias curvas intergraies
de la ecuacién.

Y=sen(x+y) para —%stbr

{b)
Las iséclinas en que y' = 0 son;

x+y=0, x+y=m, x+y=2x
Tomando en cuenta el signo de sen (x+y) se




obtiene el signo de vy, v por lo tantc las regiones:

y=-1+Y72

en las cuales las curvas integrales son crecientes o decrecientes. De esto se deduce que en y=
=X - n/2 hay puntos minimos, mientras que en y = -x - = hay puntos maximos.

Hallamos la derivada segunda:
y'=(1+y)oos(x+y)={1+sen(x+y)jcos(x+y)
.-La. de;ivéda y’ .se énula si 1 ;*- sen( x‘+ y) = O; c; $ea c&-and.d B
X+y= . y X+y= 3
2 2

También cuando cos(x+y ) =0, o sea cuando

Xty=L X+ L
Y2 Y y 5

Tomando en cuenta que el signo de y” depende de cos(x +y ), (pues 1 +sen(x+y )2 0)
, 8€ obtienen las siguientes regiones:



w+y=fr2 w+y=2

\3~-
3 y D
14

4 -9 -? \Q i D 8
14
N y i
2\
a0\
X+y=Y/2 w+y=3%/2

Es facil comprobar que x + y = -2 y x + y = 3n/2 son soluciones de la ecuacitn
diferencial y como f(x , y) = sen { x + y ) satisface las condiciones del tecrema de existsncia y
unicidad, las soluciones no pueden tocar a tales rectas.

* Los datos obtenidos permiten trazar aproximadamente |a familia de las curvas integrales
de Ja ecuacion dada.

1.4. Ecuaciones con variables separables y ecuaciones reducibles a ellas.
Definicién. Las ecuaciones de la forma
i x )Wy )dx+ Wy xiWiyidy=0

en fas que los coeficientes de las diferenciales se descomponen en factores que dependen
solamente de x 0 solamente de y, se llaman ecuaciones con vaniables separables.

Dividiendo por el producto W:( y } Wa( x ) éstas se reducen a ecuaciones con variables
separadas:



Fi(x) ¥a(y)
"PZ(X)dx Pi(y) dy =0

La integral general de esta ecuacion tiene la forma:

Yi(x) Yaly)
I‘Pz(x) dx+ Py =€

l.a ecuacion diferenciat de la forma

(—i—}imf(ax+by+c}
dx

donde &, b y ¢ son constantes, se reduce a una ecuacién con variables separables haciendo la
sustitucidn
Z=ax+hby+c
Ejempio. integrar las ecuac:ioﬁes:
@ (X -y +x-1)dx+(Xy-2xy + X2+ 2y -2x + 2 ) dy = 0
Factorizando y2 en los términos ds dx y ordenando los términos en dy obtenemos:
[¥(x-1)+(x-1)]dx+[x}y +x*-2xy-2x+ 2y +2]dy = 0
(-1 (Y +1)dx+ [ (y+1)-2x(y+1)+2(y+1)]dy=0
(Xx-1) (V¥ +1)dx+(y+1)(x* -2x+2)dy=0

Dividiendo por ( y* + 1) (x* - 2x + 2 ) obtenemos:

Yix) o Pay) L
Sey dx + Friy) dy =0

integrando:

(x-1 (y+1)
'[ 2x+2 Iy +1

Haciendou=x*-2x+2 y du=2({x-1)dx se tiene:
é—‘i-i-j—zl——dy-i-j ,dy =C
u vy +1 yo o+l

Haciendov=y*+1 y dv=2ydy obtenemos:

1 1 pdv
Ein[ui + -z-f —+ arctan(y) = C



%k}lu] + % In|v] + arctan(y) = C
Injuv| + 2arctan(y) = C

Inl(xz - 2x+2)(y? + 1) + 2arctan(y) = C
Exponenciando:

e[ni(xz—zx+2)(y=+:)j+zarctan(y) _

C

elsz](x2 -2 D7+ 1) glaenay) _ o

(x* = 2%+ 2)(y? +1) e=m®) - ¢

(b) (1 +x°y* )y + (xy -1 ) xy’ = 0. Hacer la sustitucion xy = t.

t
De la ecuacién xy = t obtenemos y = — y ademds
X

(lwt»tz)-tw»(twl)2 }_[_;_jt__l) =0 )

X X

Multiplicando por x
(1-1—1{2)t-+-(t——1)2 ~(x~9j~mt) =0
dx

dt
t+t3+xt~—12———tt~12=0
(t-1) --tt-1

dt
t+ —t{t? -2+ e xt-12 =0
( J+xa-n? =

t+t3mt3+2t2—t+x(t+1)3§f—=0
dx

1 dt
2t? t-1) —=0
+x( )dx



26%dx + x(t - 1)°dt = 0

2
2o (t-1)

X {

dt=0

zj_- j«-——&ﬂildt-ﬂc
2lnfx| + jdt-2j-+ -=+1c

2Injx| +t- 2ln[t] - —t— = +InC

Multiplicando por -1

nC+2mt =11
X f

InC + 2lny = xy — 1
Xy

InCy? = xy — 1
Xy

I
XY = e

‘Cy’=e ¥

I.5. ecuaciones homogéneas y reducibles a ellas.

Definicién. Una funcién {'x, y) @s homogénea de grado n en sus argumentos si se cumple la
identidad

flbgty)=t"f(x y)

Eiemplo, La funcién f { x, y ) = x* + y* - xy es una funcion homogénea de segundo grado, puesto
que
Pl ty )= ()P + (ty Y- (x) (ty)

=t (" +y*-xy)

=2f(x,vy)

Ejemplo. Para f(x,y) = -—-—--YT se tiene una funcién homogénea de grado cero, pussto que:

x* +y



(%’ ~ () _C(*~¥?)
(%) +(ty)’ tz(xz +y2)

f(te,ty) =
= t"f(x,y)

Definicidn. Una ecuacion diferencial de ta forma gi. = f(x ,y) se llama homogénea sif (x, v)

es una funcidn homogénea de grado cero en sus argumentos.

Si la funcién viene expresada en la forma
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0

serd homogénea si P (x,y) y Q(x, y) son funciones homogéneas de un mismo grade.

La ecuacidén homogénea siempre se puede representar en la forma

24

. d du _
Introduciendo una nueva variable y = ux y -&l = U4 x—c-i——, la ecuacion se reduce a la
X X :
ecuacion con variables separables:
du
x—=¥(u)-u
dx

Siu=uy esunaraiz de la ecuacion ¥ (u ) - u = 0, la solucién de la ecuacion
homogénea es, u= Uy, 0bien y = ugx.

[_as ecuaciones de la forma

dy ax+by+c]
dx ax + By + v

se reducen a homogéneas trasladando el origen de coordenadas al punto ( Xo, Yo ) de
interseccion de las rectas

ax+by+c=0
ox+Py+y=0

Esto se consigue haciendo ta sustitucion de fas variables x=u+x,, y =V +Yp.
El método indicado no es aplicable cuando las rectas

ax+by+c=0
ax+By+y =0

son paralelas. Pero en este caso,



y la ecuacion

dy f(ax+by+c)

dx ox+ By + ¥
se puede escribir de ia forma;
dy ax+by+c }
— = = Flax +b
dx Max + by) +y ( y)

Elemplo. Resolver la ecuacidon

X}"'z XZ___yZ +y

Escribamos la ecuacion en la forma

Como la ecuacidn es homogénea, hacemos . -u = X o bien, y = ux. Entonces,
X

y' = xu'+u. Sustituyendo en la ecuacion las expresiones para y e y, obtenemos

du
X— =yl —u’
dx
Separamos las variables
du  dx
1-u?

integrando hailamos:
arcsen({u) = Infx| + Injc,|
O bien

arcsen{u) = Injc, |

Sustituyendo u por ¥ obtenemas
X

arcser{f—) = Inic.\;
X



Al separar las variables dividimos ambos miembros de la ecuacién por &l producto
f 2 . , .
x¥1—u” | por lo cual, se pedrian perder las soluciones que convierten en cero sus factores,

Pongamas ahorax =0 y vl—u® =0.Perox=0 no es solucién de la ecuacion, debido a io

2

cual resulta, 1- %—- = (} , dedondey=+x Conuna prueba directa nos convencemos de que

X
las funciones y = -x e vy =x son soluciones de la ecuacién. Estas son soluciones singulares

de la ecuacion dada.
Eiemplo. Resolver la ecuacion
(x+y-2)dx+(x~y+4)dy =0

Examinamos el sistema de ecuaciones algebraicas lineales:

X+y~2=0
X-y+4=0
El determinante de este sistema
A b 2#0
=L _®

E! sistema tiene solucion Unica; X, = -1, yo = 3. Hacemos la sustitucion
Xx=u-~1
y=V-+ 3
Entonces la ecuacion diferencial tiene Ia forma:
(u+v)du+(u-v)dv=0
Esta es una ecuacion homogénea. Haciendo
V= wi
obtenemos

{u+ wa)du + {u - wu){udw + wdu) = 0

de donde

(1+ 2w - w)du + (1l ~ w)dw = 0

separamos las variables

g-l-l—-f-—————l—:—w——;dw =0

B 142w - w"



Integrando hallamos:
1 2
Injul + —Z—In'I +2W—-w ! = Injc]
uz(l + 2w - wz) =

Volviendo a las variables x, y obtenemos:

2
(x+1)21+2y-3__(y 3)2 =c
X+1 (x+1)

O bien
x? +2xy-—y2 +4x + 8y :é
Elemplo. Resolver la ecuacién
(x+y+Ddx+(2x + 2y - )dy = 0
El sistema de ecuaciones algebraicas lineales

X+y+1=0
2x+2y-1=90

es incompatible. El determinante del sistema

Para integrar la ecuacion hacemos la sustitucion
X+y=2z,dy = dz~dx
La ecuacion toma la forma
(2-z)dx +(2z-1)dz=0
Separando las variabies obtenemos

2z -1
z~2

dx ~ dz =0

De aqui que
X-2z-3Inz- 2 =c¢

Volviendo a las variables x, y, obtenemos la integral general de la ecuacién dada:



x+2y+3nfx+y-2|=c¢
Eiempio. Resolver [a ecuacion
(xzy" - l)dy +2xy’dx = 0

haciendo la sustitucion y = 2%

Hacemos la sustitucidn y = 2%, dy =« z™' dz donde por ahora « es un namero arbitrario
gue se elegira a continuacién. Sustituyendo y y dy en la ecuacién por sus expresiones,
obtenemos:

(2% - Jaz*"'dz + 2x2*dx = 0
o bien
(.'r(zz%"i - z“"l)adz«f- 2xz°%dx = 0

Obsérvese que el gradode x*2™' es 2+3a-1=3a+1, elgradode z*°' es «o-

1 yel grado de xz™ es 1+ 3a. La ecuacién obtenida sera homogénea si los grados de todos
los términos resultan iguales, es decir, si se cumple la condicion 3o +1=a-1. De aquique «
=-1,

o 1 .
Por consiguiente, tenemos vy = — y la ecuacién inicial toma la forma:
S/

1 x° X
— dz+2——3-dx== 0

2
z b4 Z
o bien,
2 2 _
(2 - x*)dz +22xdx = 0
Pongamos ahora z = ux, dz = udx + xdu . Entonces, esta ecuacién toma la forma
(v - 1)(udx + xdu) + 2udx = 0
De donde

u(u:’ + l)dx + x(u2 - l)du =0

Separando las variables en esta ecuacién, obtenemos:



dx u®-1
..1,.

X u;+u

Integrando, hallamos
Injx| + Inlu2 + 1{ — Infu| = in|C]

o bien

' 1
Sustituyendo u por —- , obtenemos la integral general de la ecuacion considerada:

Xy
1+x*y? = Cy
La ecuacion tiene ademas la solucién trivial y = 0 , que se obtiene de la integral
X L+xy?
escribiendola en fa forma y = ——--5~¥-—— y pasando después al limite para C — .

1.6. ecuaciones diferenciales exactas. Factor integrante.
Definicién. La ecuacion diferencial de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

se llama ecuacion diferencial exacta si su primer miembro es la diferencial total de una funcién
U(xy)

Mdx+Ndy=du= @dx+—a—l}-dy
ox oy

Teorema. Sean M (x,y) y N(x y) continuas y con derivadas parciales de primer orden
continuas en una regién R del plano XY. Entonces una condicion necesaria y suficiente para
que

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

sea una ecuacion diferencial exacta es que



Demostracion.( => } Supdngase que M {xy) N(xy) tienen derivadas parciales de primer
orden continuas y que M(x,y) + N(x,y)dy es exacta. Entonces existe una funcién f para la

cual

M(x,y)+N(x,y)dy = gdx + %d}r
Por lo tanto

M(x,y) = %,N(x,y) = g—yf—

o _o(or), S _o (o) an

By oy\ax) oyox  ox\oy) ox

La igualdad de las derivadas parciales mixtas es consecuencia de la continuidad de las
derivadas parciales de primer ordende M(x y) y N(x y).

N
( <=) Supongamos que —a? = - Queremos encontrar f tal que

%=M(x,y) y %mN(x,y)

of )
= M(x,y) integramos con respecto a x mientras se mantiens a y constante,

De —
ox

se escribe:
f(x,y) = IM(x,y)dx +g(y)

en donde la funcion arbitraria g (y) es la constante de integracidén. Derivando la ecuacion

. of
anterior con respecto a y  y suponga que é; = N(.\',y):

ﬁ:%IM(x,y)dXﬂ%'(}')

oy
N(x,y) = %fM(x,y)d\i -ely)

De esto resulia
g(y)=N{x,y)~ ?:—J Mixovdx

Es importante observar que la expresion anterior es independiente de x pussto que






Sustituyendo la ecuacién diferencial obtenemas:
X dz . 2
AT hvink =1 Inx

1 y=y

multiplicando por ™ tenemos;
— X+ y'=Inx

-xm— 4z =lInx

dx

Ahora resclvemos la ecuacion lineai:
dz  z
de x x

Muitiplicando por el factor integrante e
1dz

z Inx
S LT
X x

Entonces

r Inx 1
— e——

Calculando por partes con o = Inx y dff = — obtenemos
X

X X

c=nx+1+cex

Por o tanto



1
Come z = —, cbtenemos:
¥

—=lnx+1+cx
y

1

r= 1nx+1+;:;

1.8 Método de aproximaciones sucesivas.

Teorema (Método de Picard). Supongamos que en dierto rectdngulo
D={{x.y} | [x-x0| < @y |y-yo| < b}

Y 4

ynlx)

v

con centro en el punto (xo,yo), el problema del valor inicial:
Y =f(xy)
y{x0) = yo

satisface las condiciones del teorema de existencia y unicidad. Entonces la solucién del problema de
valor inicial se puede hallar por el método de aproximaciones que consiste en lo siguiente;

Se toma una sucesin de funciones {Yn(x)}, determinadas por ias relaciones reiteradas

W(xe) =y, + _{f(f,ynﬂl(f))df,ﬂ =1,2,...

o

Por aproximacion nula yO(x) se puede tomar cualquier funcidn que sea continua en un entorno del punto
x=x0; en particular yO(x)=y0. Las aproximaciones sucesivas {yn(x)}convergen hacia la solucién exacta en
cierto intervalo xo-h<x<xo+h, donde



= min(a,—
mmm(a,M

M = max| f(x,y)|
(x,)eD

La cota del error cometido al sustituir ia solucién exacta y(x) por la aproximacion n-ésima yn{x) es;

M- N‘n—]hn

V() - 3, (1)l —=
Hl

(x,y)eD

donde

Ejemplo. Empleando el método de las aproximaciones sucesivas, hallar la solucion aproximada de la
ecuacion

y=x+y
que satisface la condicién inicial y(0)=0 en el rectangulo:

~-<Lx<1l-lgsysl

Setiene |/ (x,y) = x"+3° <2 o sea M=2. Tomamos por h el menor de los nimeros a=1
y ¥y

b1
YR

1 1
osea = *2~ Las aproximaciones sucesivas convergen en el intervaio — — < x < -5 Estas son:
Yolx) =0
]

we) = [+ =

x x tﬁ x} x7
2 2 2 PO,
yz(_x):J;[t + ¥ (t)]dt::_([([ +"§")dt=?+ 63
x x rﬁ 2(10 i4 )(3 x';' 2xl! xl5
2 2 2
= = — )t = — +
(%) {[’ A0 {“ Yt e e T T 63 207 39533

El error absoluto de ta tercera aproximacion no supera a la magnitud

() = v < %G) o



En este caso

N = max‘%' = max{2yl= 2
D D

1.9 Método de Euler y Euler modificado.

Una de las técnicas mas simples para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales &s
conocida como métode de Euler 0 método de las tangentes. Supongamos que gueremos aproxnmar la
solucién del problema valores iniciales

y'=f{x.y)
y(x0)=y0

(xt.plx1))

A

]
1]
t
1
t
t
3
13
t
t
i
1
[}
[}
]
]
1

NO x1 = xo+h ' x
L ———

8i h es un incremento positivo sobre el gje X, entonces podemos encontrar un punto {x1, y1)=(x0+h,y1)
sobre la tangente en (x0,y0) a la curva solucién desconocida

De ia ecuacion de una recta, tenemos:

Y= Yo

el 20 = pr(0)e =y, +hy'
G )= y'(0)é Yi = Yo Ty (%)

en donde y (x0)=f(x0,y0). Si denotamos x0+h por x1, entorces el punto (x1,y1) sobre la tangente es una
aproximacién del punto (x1,y(x1)) sobre la curva solumon Estoes . Por supuesto, la exactitud de la



aproximacién depende mucho del tamafio del incremento. Usualmente debemos elegir ef tamano de esta
medida de modo que sea << razonablemente pequeria >>.

Suponiendo que h tiene un valor uniforme (constante), podemos obtener una sucesién de puntos
{x1,y1}, (x2,y2}, ..., {xnyn}
gue sean aproximaciones de los puntos
(x1, y(x1)), (x2,y(x2)}, ... (xn,y(xn}))

Ahora bien, usando (x1,y1) podemos obtener el valor de y2 que es |a ordenada de un punto sobre una
nueva tangente. Tenemos: - ‘

Yo =W . Yo=Y+ (x)
=y (x o bien
h Y'n) Y=+ A (x.0)

En general se obtiene que

yn+l = yn + hy' (xn) = yn + ,?f(xn!yn)

endonde x, = x, + nh

{23, 5(x3))

—
™
Lo
kS
——

xR e et e T e

Eiemplo. Considerar el problema de valor inicial

y'=2xy
y(1)=1

Usese el método de Euler para obtener una aproximacién de y{1.5) empleando h=0.1.

Primero identificamos f(x,y) = 2xy de modo que



yn+1 = yn +hf(‘xn’yn)

se fransforma en:

yn+l = yn +h(2‘xnyn)

Entonces, para h=0.1 cbtenemos

y1=y0 + (0.1)(2x0yQ}
=1 +(0.1)(2)(1)(1)

lo cual es una estimacion del valor de y(1.1). Sin embargé, si usamos h=0.05 se necesitan dos
iteraciones para llegar a x=1.1. Tenemos, asi

y1=1+(0.005)(2)(1)(1)=1.1

y2=1.1+{0.05)}{2)(1.05){1.1)=1.2155

Método de Euler con h=0.1

xn yn

1.00 1.0000
1.10 1.2000
1.20 1.4640
1.30 1.8154
1.40 2.2874
1.50 2.9278

valor real

1.0000
1.2337
1.5527
1.9937
26117
3.4804

error

0.0000
0.0337
0.0887
0.1784
0.3244
0.5625

error relativo

0.00
2.73
571
8.95
12.42
16.12

2 -— .
Los valores verdaderos se calcutaron a partir de la solucién y = ¢ ' Ademas, el error relativo

porcentual se define como

[Valnrverdadero—— Aproximacién! <100

valorverdadero



Definicidon. La formula

f(xn,)'u) +f(xn+lsyn+i *)
2

Vsl =Y, +h

endonde ¥, *=y, +4f(x,,¥,) se conoce como formula de Euler mejorada o férmula de Heun.

Los valores f(xn,yn) y f(xn,yn*} son aproximaciones de la pendiente de la curva en (xny(n)) y
(an+1,y(xn+1) y en consecuencia ¢ cociente

f(‘xu > My ) +f(xn+l =yn+l *)
2

puede ser interpretado como una pendiente promedio,

Observe que f(xn+1,yn+1*) y f(xn,yn) son las pendientes de las rectas indicadas que pasan por los puntos
{(xn,yn} y (xn+1,yn+1*). Tomando un promedio de estas pendientes obtenemos la pendiente de las rectas
oblicuas de {razo punteado. En lugar de requerir ia recta de pendiente m=f(xn,yn) hasta el punto de
ordenada yn+1* obtenida mediante ! método de Euler usual, seguimos |a recta por {(xn,yn) con pendiente
mprom hasta llegar a xn+1. Examinando la figura, parece plausible admitir gue yn+1 es una mejora de
yn+1*,

Ademas podriamos decir que el valor de
yn+l*$ yu +hf(xnayn)

predice un valor de y(xn+1), en tanto que

f(xmyn) +f(xn+hyn+l*)
2

Y=Yy th

corrige esta estimacion.

Eiempio. Usar la formula de Euler mejorada, para obtener el valor aproximado de y(1.5) para la solucion
del problema de valor inicial

y '=2xy

y(1)=1

Comparar ios resultados para h=0.1 y 0.05.
Para n=0 y h=0.1primero se calcula

W¥=yy +(0.1)(2x,v,) = 1.2



luego

2x0¥s +20 3 * 1932

Y=y, +(0.1)

Los valores comparativos de los calculos para h=0.1 y h=0.05 se dan en las siguientes tablas:

Método de Euler mejorado con h = 0.1

XN yn valor real error error relativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2320 1.2337 0.0017 0.14
1.20 1.5479 1.6527 0.0048 0.31
1.30 1.8832 1.9937 0.0106 0.53
1.40 2.5808 26117 0.0209 0.80
1.50 3.4509 3.4904 0.0394 1.13

Método de Euler mejorado con h =0.05

xn yn valor real error error reiativo
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.05 11077 1.1079 0.0002 0.02
1.10 1.2332 1.2337 0.0004 0.04
1.15 1.3798 1.3806 £.0008 0.086
1.20 1.5514 1.5527 0.0008 0.08
1.25 1.7531 1.7551 0.0020 0.1
1.30 1.9909 1.9937 0.0029 0.14
1.35 2.2721 22762 0.0041 0.18
1.40 2.6060 26117 0.0057 0.22
1.45 3.0038 3.0117- 0.0079 0.26
1.50 3.4795 3.4904 0.0108 0.31

.10 Ecuaciones diferenciales con MAPLE.

El comando dsolve calcula |las soluciones de una ecuacién o de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

La notacidn que deberd emplearse es:
dsolve (ecua, var)
donde ecua corresponde a la ecuacion o sistema de ecuaciones que desea resolver y a los valores
iniciales, en caso de ser conocidos, y var es la variable o conjunto de variables con respecto a la que se

resolvera.

Para introducir la expresion correspondiente a la primera derivada y'en la que y es funcion de x,
escribiremos:

diff(y{x},x)



y para representar Ias funciones derivadas de orden superior utilizaremos el operador $; asi, Yy se
representara por

diff(y(x),x$2)
y"", mediante la expresién:

diffly(x),x$3)
y asi sucesivamente,

Al resolver una ecuacion diferencial, apareceran distintas constantes, representadas por ~¢1,-c2,
etc. Que corresponden a las infinitas soluciones cuando no se establecen valores iniciales.

Eiemplo. Resolver la ecuacion diferencial:

3y +16x = 12x°
!ntr‘oduc'imos el comando dsolve con |a notacién siguiente:
>dsoi_ve(3‘y*diff(y(x),x)+16*x=1Z‘x‘y“z,y(x));

Al pulsar |a tecla enter, obtendremos la solucion de esta ecuacion:

(4x') _

4
y(x)* :-3-+e o

Para obtener fa solucidn de forma explicita debera incluirse la opcién explicit como argumento del
comando dsolve:

dsolve(ecua,var, explicit)
En el ejemplo anterior:

>dsolve(3*y*diff(y(x),x}+16*x=12"x*y*2,y(x},explicit);

1 .
Y1 = Ve +hf(xn!yn)y(x)="§J12+9e(d )+CE

Cuando se conozca una condicion inicial, la ecuacion se resolvera introduciendo, junto a la
expresion de la ecuacion y a las variables, las condiciones iniciales, tal y como se realiza en el ejermnplo
siguiente:

Ejlemplo. Resolver:

X+ i

Y=+t
y(0)=20

Para resolver esta ecuacién diferencial, introducimos et comando dsolve con la notacién
siguiente:

>dsolve({diff(y(x),x)= exp{x+y) + exp(x-y), y(0)=0};

obteniendo como solucién:



s 1
y{x)=In{tan(e +:1- -1
De manera analoga, se resuelven ecuaciones diferenciales de orden superior.

Ejemplo. Resolver las ecuaciones diferenciales:

a)y'''Senx = Senlx

r

b)y”—-l?mx(x—-l),y(a)m Ly'(a)=-1

Para resolver la primera de las ecuaciones, introducimos la expresién:
>dsolve(diff(y(x),x+3)*sin{x)=sin(2*x),y{x));

obteniendo como solucién:

y(x)=-2sin(x)+_cl+_c2x+ c3x*
Para resolver la segunda ecuacién, definimos las variables ec y cond para representar a la
ecuacién diferencial y a las condiciones iniciales, respectivamente.
Al introducir las condiciones iniciales, la segunda condicion:
y(2)=-1
se expresara utilizando el operador diferenciacion D:
Dy(2)=-1
Escribimos:
>ec = diff(y(x),x$2) - diff{y(x),x) / {x-1} = x*(x-1};

>cond := y{2)=1, Dy(2)=-1;
>dsolve({ec,cond},(y{x));

y(x)= —-é-x3 +é~x“ +%—~—3—x2 +3x

que coresponde al polinomio solucién de la ecuacion diferencial.

MAPLE tiene también unas funciones muy eficaces para el tratamiento numérico de las ecuaciones
diferenciales. Se hace afadiendo a dsolve ia opcidn type=numeric. Un ejempio es el siguiente:

>ec6 := Cos{x)"diff(y(x),x)+y(x)*sin{x)=(cos(x))*2;
ech = Cos(x)<- i—y(x)) + y(x)sin(x) = Cos(x)?
ec® ;= Cos{x) *diff{y{x),x)+y{x)sin{x)={cos(x})*2;

>dsoive(ect,{y(x});
v(x)=Cos(x)x+Cos(x)-C1



>P1 1= dsoive{{ec6,y(0)=1},y(x},type=numeric);
P1 := proc{rKf45-x}...end

En las lineas anteriores hemos tomado una ecuacion, la hemos integrado de forma exacta, y
luego ndmericamente. La entrada de |a integracién ndmerica debe definir univocamente una curva
integral, introduciendo las apropiadas condiciones iniciales. Las safidas de |a integracion nimerica es un
procedimiento Hamado Runge - Kutta de cuarto - quinto orden {rkf45_x). Hay mas procedimientos
namericos disponibles. Una vez que se ha creado un procedimiento nimerico de integracién, se pusads
usar para calcular valores numeéricos:;

>evalf(p1(2});
[x=2. .y{x)=-1.248665825 ]
También se puede usar la resolucion numérica para dibujar graficos de las curvas integrales.

El paquete plots contiene una funcién, odeplot, que sirve para representar una curva integral de
una ecuacion diferencial, habiéndola calculado numéricamente con anterioridad. Damos un ejemplo con

" la ech anterior

Las érdenes

>whit{plots):
>odepiot{p1,] x,y(x)], -2. .2, -5. .5};

producen el resultado siguiente:

Se pueden representar distintas curvas integrales en el mismo gréfico:

que esta producido por {as ordenses

~>with (piots):

>P1 := dsolve({ec8, y{0)=1), y(x), type = numeric):
>P2 := dsolve({ec§, y{0)=2}, y{x), type = numeric):
>P3 = dsolve({ec®, y(0)=3), y(x), type = numeric):
>G1 := odeplot{p1.[ x,y(x)], -2. .2, -5. .5}

>q2 ;= odeplot{p2,] x,y{x)}, -2. .2, -5. .5}

>q3 := odeplot{p3,[ x,¥{x)], -2. .2, -5. .5):

>display {[ q1, 92,93]);

Vamos a estudiar ahora otra funcién de gréficos en el plano: fieldpiot. Esta funcién dibuja un campo
vectorial, y su sintaxis bésica es

fieldplot ({f(x,y), g(x,y)], x=xmin. .xmax, y=ymin. .ymax);



El campo viene representado por el vector (f(x,y), g(x,y)) y lo restante son los limitesdel cuadro en el que
se dibuja el campo.



EJERCICIOS
1.~ Demoalres en los siguiodes ejervivios que las funcivnes dadas son soluciones de las ecusciones
indicadas: '
a)y-c,x+¢axf%~m

¥y -(fex)y+{x+1)y=0

byx=t{(2int-1)+¢,
yefint+c,
y’(1 +2iny)et,

o) x+c, mhsen(y+c, )
Yuy(14y®)

dyiny=x+|e’m
y{1+iny)y +y" = 2xye”
e)y-Ie"gfmid
I |

i v

2~ Trazar las curves imegrales por e mélodo de lss isoclinas de las ecuaciones diferenciales
iouierdes:
QY= +2a-y

b}y =cos(x-y)

Y=

3.« Hallar tres eproximaciones suceaivas:
gy =x+y, y0)=0
bly=x+y,y0)=1

)Yy w2y-2¢.3, y{0)m2




4.- integrer las ecuaciones: ( separables )

)y esen(x-y)ixecmcg("03)

BY(X® «2X° +2%* «? - Ay Jhit 4 (0" - 4% Sy = 0
Hacery = ix; -§~-x"+2.r+(2xhy+1)’ ¢

O {xy+yin*y+tiny xix + {2 Iny+x)dy=0
Hecerxinyei 2+ {2dny+1 F=c

d)y+ mx;y =senx“¥;h{Tan1]=c—2m§

5 m&sm { homogeness )

a) (x- yms—-)(h+mos-dy =08

b)Y = Ty 4 YT = e
c)@uy-&yﬁf(-&uzxyq-ﬂ-o;(x+y)(x’+ﬂn¢
D421 4y (kry-2m0; x4y moe T

) e ?évg,xﬁlxhy'ze

6.- Integrer las ecudciones : (exacias)
(—E_w+l+l%+[_!uﬁ+l“iy=e
SR R U
VR b+ =

. Y+eenxcos®xy (x )dy—
b) o8y a+ oy T3V =0

mey-ousx'-mync




c}{n cos{mebmy)-m sen{mx+ny)ldx + [m cos{meemy)- n sen(mx+ny)jdy = 0
sen (me + myyroos (e nyjj e ©
(1sen-§——¥;m~¥-+1]m+(-1—cos—¥——-’f-seni+-!—]dy=0;
y y ¥ X x y* y ¥y
49
¥y X 1
eN——C03—+X~-—=C
X y y
?.-thtremyf(x)dum(xy)dynﬂnoﬁMmMperolegaasefem_e_!rmﬁipmm

por el factor integrante [xy({(xy)- glxy))|”

0. Muestre que si la eouacion Mk +Ndy = 0 es tal que

1 (anm

xM-yN 3;“5;]=f(xn

enfonces un faclor integrantees & donde U= Xy,
10.- Muestre que 57+ y*(xdx+ ydy)-:-%c{(xhy‘)%] Ahora , resuelva
(y-xfxTry? -+ {x - yy¥ 177 Jdy=0

11.- Muestre que ————= ~—

(y—x'y'Jabc+{x-x'y*)dy=0



12.- Integrar las ecuaciones : (ineales)
xhxy'~(1+hx)y+%&(2§hx)=0;
y=cxinx +4x .

b) y-y=2xe"":y=e"";ce"

Rt
1-x7)y®
" 2 (1-xmy

Y 2 - x s
c) WA+ (w2 x4 1)

1 ]
= TN — e
y S+t

2JxXy'~y=—senyX —cos+X y es acotada cuandox —» +owo
y=cosyx
13.- Integrar las ecuaciones si tienen un factor integrante de ta forma indicada; -

(x2+y*+1)dx - 2xydy=0, p=8(x+y%);

D yroxrm 1
1+y*-xT=0x , i.l.='(—1-:y—;-:;;j;

(3y"-x)dx—(2y* - Bxy)dy=0, p=8(x+y*) ;
b}

22 p_y ..yt =
(x+y?)fe=x-y*, u oy

{x* I~ 2xy*) d+ 3x2y? dy=0 , p=8{x):
¥+ x¥inx —1) = ox®,
14.- Dudos los problemas de valor inicid, use k2 formula de Euler y Euler mejorada para oblener una
aproximacién de los valores indicados con h = 0.05
Ays2-Iy+1 ,y(1)»5; Wi5),
by =x+y, Y(O)'O_ i %0.5).



Y =Ly =1 ; 118)
15.-M&WQMVWWWMMMWMMWM
B)y=Jx-y.

By =1-cotfy).

cjy=x/y.



RESPUESTAS
UNIDAD |

i
1a. V“QX*G&XI%"(!

Ry -(@+x)y+(x+1)ymd
Caiculernos la derivada utilizando e teorema funda,ental del célculo:

Ox fit)R=1(x)
y tomando en cuenta que f'-? =-L'-?£-d.

y=c,x-c,x,['-'-:-‘-cl

‘t
y'=¢,-¢, L'—i-d-c,x-—
X

. "‘ x
y=c‘—~o,j;-!—dt-c,o

¢, 20
y,u_':___g___*”_ezal
x
sustituyendo enla e.d

oy ,{_&fi o ]
—{ "+ xy"'= (%" + x{c, - o,f: ft—d- c,e‘]

(X+y={(x +1{c,x -c,x,[: 3;—:!}



Entonces
L N1
¥'y''=-c xe" -0 x'e’

i {
. a e L] e
~{X*+1)y'= -xe, +c,x=J; T & +c x%e" -xc,-i-c,xj; T a+ex

z i
(x+1)y=c,x*-o,x*f: f{—d +o,x-a,xf: -?i—-tl

Sumendo los rengiones oblenemos :

TRy pE Y $ e 1)y =0

1bh.x=t{2nt-1)+Ct
y=Fint+C2
Y(1+2iny)ut,
o)

pa_ o 2nt+t
———ua-'_ b
& X 2m~1)+t(3] 2in(t-1)+2
™ t

W2t}

2int+1

o)

y"‘—"‘—d—(-gyw):d L = 1

delde/ B 2ipt+t

ot

Entonces
(1) 1 2“ L) - =
y'(1+2iny) [2M+J(1+2Int) 1



16 xtc, sinsen{y+c, )
Y=y (1+y")

Dmmmm
)°°‘(Y +e)y

(y+c

y= 2RI G, =Tan(y+o,)

cos{y+e,)
yumml(y_’_c’).y‘
Sustituyends en I e.d.
" y'{!+y")=y‘(1+1‘an’(y+c,])
=y'sec*(y+c,} (1+ Tand = sec6)
= y"

14, yny=x+]e'a
]
y(t+iny)y+y"aaye”,

Derivando implicitamente
y'hy+y--:-’-y’z1+e"

ykhy+y'=1+e”
Volviendo a derivar

y"hy+-§--y’+y”= 2xe"”

ok

y"[hy+1]+-¥;-=2xc"
Multiplicando por y
yiny+1)y"+y'?=2xye”



le y= Te"‘-——-—d
1

y’nmm

1+ ¥
Utilizamos la sigulente formula para derivar ; Si

ymj:” H(x,t)dt
entonces
f aH{x,1) &
. 2%

aplicando fa formuta a nuestro problema
y=-[" ¢ sentar
Mmpqmdmmhkmf' e " sentdt se obtiene :

f' e sentdk= —-e"‘oostl;'*xe‘“sontﬁ'-x‘r e sentat
Entonces

{14%7) f‘ e sentdi=1
1
(t+x3)
1
(1+x7)

_[ e sentdl=—

Por lo tamo y'=—



28 yeuxX+2.y

YR0 a» 4 2.y= m> ymxT s 2
Y>>0 m> ¥ 4dx-y>0 u> yd ¥ 2
V<0 => X #0x-y<0 => y> x4 2

....

YN+ 2-Y =D N (DY) = -+ 24y
y'=0 > B424yal =2 ym@. 2
Y'>0 => W42+y=0 => y>y_.2
Yi<0 => 3@ 424+y=0 => yayt_2



2b. yscos{x-y}, Osx-y<2x
Y20 =>» cop (uy) =0 => x.ym /2 »> ym.g/24x

Xey=3x/2 mr yn3x/24x%

Y>>0 => cos(0y}>0 => 0= <x.y<x/2

. _ Ix/2ex-y<2x
y'=-gen(x-y) {1 -y]=-sen {x-y)[1 - cos (x-y}
y'=0=> -gen(x-y)[t-cos (x-y)}=0=>
X-y=0 & X-y=x & X-y=2x

Tambidn 1-coe (X-y) =0 => cos (X-y)= 1 =>

X-y=0 & X-y=2x
¢ Quidn es soluckinde la 0.d. 7

Para las tres rectae y' = 1 misniras que
18l x-y=0
cot{X-y)=% -1 8l X-y=x
18l X-y=2x

Porlotantox-y=0 y x -y =2x son solucién



2c y'=
x—y
X+
...... y':(} = r-j: =0 x+y =0 yY=-x
X+
y'>0:>‘ Y 50 = X+y>o0 y x—y >0

X—y
y>-x y y<x
x+y <0 y x-y <0

y<-x y y>x

y=+4+e = x-y=0 = y=x



4.a. ¥y = sen (x-y)

u=x-y ==» 'dﬁz "’"ag}" = ﬂ::I—gl_l

dx dx dx dx

Sustituyendo en la e.d.

it du
]-— =3senuw = l-seny =— =>
dx dx
du dit
dx = == I dx = J =
l—senu i~senu
(1+sen w) du (I+senu) du
X+e = J => X4+C = |
(1—sen u) (1+sen u) I—-sen” u
I+-sen sen u
X+¢ = j( ) dy = x+cm'[sec ndu + j- du
cos® u cos” u
sen 1
X+C = lanu + secu => + = x40

Cos u cos i

I+senu I+sen (x—y)
—_— = X4 = =X+
Cos u cos {x~y)

l+sen (x—y) — yte o> \/(H«sen {(x—=yN{1+sen{x— y))
\/1— sen” (x—y) (1-sen (x-y))(l+sen(x—y))

X+ =>

l+sen (x—y) _ 3 I~sen (y—-x) - pec
I-sen (x—y) 1+sen{y - x)}

= X+



1+cos(y—x)cos—11—-sen (y~x)sen§~
HZ = x+c
1-cos (y—x) cos—z—+sen (y—2x) sen?
1+cas(y~—x+~I1)
I%[ = x+c¢
I-cos (y=x+—)
2
\/1+cos(y—x+%)
2 = X+¢C
\/l—cos(y—x+g—)
— 2
2
V=X
cor 2 yoeall
< = x+c¢ => cot ( 2)=x+c
yox+—
sen(—————=)




46 (x°-2xX7+2x° -y  +4x?yydr + (xp° ~4x ) dy = ©

y =X
dy = xdr +tdx

(x® 27 +2x° = Px +4x°1) de + (1F —4x7) (xdt +tdx) = 0

(=20 +2x Y - O +4x P -4 ) de + x (1P -4) dt

(x°-2x" +2xMdx + x* (P-4 dt = 0

(x®-2x* +2x*) dx

x»‘t

+ (P -4ydt =0

J.xzdx——Zdexﬂw 2jdx +J!2dt—4jdt =c



de. (xy+2xyln’y + ylny)dx + 2x*lny + x)dy = 0

xiny = ¢
—@L*—"ln}»*+—x—_g}i => dt=lnydx+£dy
dx y o odx ¥y

dy = 2 (di—Iny dx)
X

(xy+2xyIn’ y+ylny) dx + (2x*Iny+x) (ivw(dt—iny dx)) = 0
X

] 2x*lny ylny
(xy+2xyIn” y+ylny - ————"r"———yiny) dx Qxylny+3)dt = 0
x

{xy +2xyln’° y+ ylny-2xyIn’* y— ylny) de + Quylny + p) df = 0
xvdy + y(xlny+1)dt =0
xdx + (2xlny+1)dr = 0

xxe + (U+Ddt =0

jxdx + [ @r+nar = c

2

x k3 a
E x*Infy + xlny = ¢ = 2x* + 4x’ln’y + 4xlny = ¢

2x + 2xlny + 1)? = ¢ + 1



+ j—
4d. ¥y + senx2 LA senx 24

y o+ sem—{c-vcosgi + sen—']-}—c:os—Ji = senfcosimsen—}icosi
2 2 2 2 2 2
¥ X
"= 2 sen=~cos—
Y 2 2
dy, = —2cos£dx
senw‘h 2
2
b7
j AN —I cos«»f»dv + ¢
23enmy~ 2
2
4 = ¢ —2sen~;~
2*Zsen2~cos£
4 4
1 cos—zx .
- J‘————i——mdy = ¢-2sen—
4 Yy 2 2

ln!fanll = -2 seni
4 2



S5.a. (x—ycosiv—) dx + xcosZ dy =0
X x

V= ux dy = xdu + udx
(x—uxcosﬂ) de + xcosi (xdu + udx) = 0
x x

x (~wucosu)dx + xcosu {xdu + udx) = 0
(I-wucosu) de + cosw (xdu + wdx) = 0
(I—ucosu + wcosu) dx + xcosudu = 0

dx + xcosudu = 0

dx
— + cosudu = 0
X

x
j—— + jcosudu = ¢ = Inx +senw = ¢
x

Inx = —senuw + ¢ => x = g *"°

x =e(e™ ) = x=ke *

56 xy

I
=
!
%

Yy=ux Yy =xu'+u

xxu' + u) = Ju'xt—x = x(xi + u) = JX @k -1




x(xu' + uy = xJu' -1 = xu +u = gt -1
' S du T
xu' = 1m'ml—u > X— = ,/z.-"—-l—u
dx

O_f——i-c

-

H

Inkl + ¢ => —J- (Ju' =1 +u)du = Inkxl + ¢

It

j (_...._,.,.MM) dn = lInlkl + ¢ = - j(Juz -1 + w)ydu = Infxl + ¢

"“"_[ Ju® =1 du -—I udu = Inlxl + ¢

k)

i - 1 ; W
_7_3_"‘/” ~1 + amlnfu + Ju -1 Iwwiw- =Inixl +¢
In fu+yu’ =11 -2InIx/~Inc = uyut -1+t

2
u + 1;‘11 -1
In/ ———— 171 =u Ju' -1+

cx”

iJ




y —-X
Z -+ - v fy?. _xZ y?.
X X =
..... In 2 = 2 T E
cxX X X
2 2 T2
Yy —-x MYy —x" +y
In 7 = 3
[ondg X
AP e T
3 = e
cx
ylvefyi-x)
2 b .
y + y- -X" = ¢x e *

S5c¢ 4x" + xy —- 3y + Y (=527 + 2xy + 7= 0

V = ux &

du
=W + x—
- dx
, ) au ) 2
4x” + x(ux) — 3(ux)” + {(u + xd—) (=S¢~ + 2x(ux) + (ux)*) =0
Ix
5 3 1 2 di T 2 2.2
4x7 + ux” — Juxt + (w + xT) (=5x + 2ux” + w'x’)y=0
dx

(4 +u - 37 + (u + x%) (Y~ 5+20+u’) =0

(4 +u — 3u*) + (zm«gxli) (-5 +2u+ w)=0

) s . . du
4+ u =3 - Su+ 2+’ o+ x(—5+2u+n')d— =0
ix




2 L d
4 —4u - + o + x{(-5 + 2n + H")——Ii: 0
dx

dx (=5 + 2u + uz)

x wo— - 4u + 4

dx (#* + 2u -5)du
+ |

3 7 =
X w— nw — 4u + 4

W - wr - 4w+ 4= (u-1) W -4)
= -Duw-2)u + 2)

o+ 24— 5 A B ¢
+

W o— ot —du + 4 u—-1 u-2 u+2

o+ 2u - 5= AW-2)(u+2) + Bu-D(u+2) + c (u-1 (u~2)

St u = 1 entonces

-2 = =34 = A4 2
3
Si u = 2 entonces
3=48B = B =2
4
Siu = -2 entonces
-S = 12¢ = c:~—-~5m



Por lo tanto

du
u+2

Y+2u -5 4 zjd”+“j“_l‘du "”é—j'

el
f
w — u - 4u + 4 3 #-2 12

u—-1

= Ein(rf—i) +§~»En(u—-2) > In (v +2)
3 4 12
Asi la solucion general de laed. es
2 3 5
In Ix/ + Ein (u—-1) + Zln {(4~2) T In (u+2) = fuc

12Infxl +8In{u-1) + 9In(w~2)-SIn{u+2) = Inc

X, (=1 (u-2)°
(u+2)

! = Inc

COMmo u = “)i enlonces
X

X&' (F-2)°
X X

I = |ne¢
(:‘f +2)5
X
-X. . V=2x
¢! (:V__)E)?s (M)g
o ¥ X = lne
(Z_ig_{)s
P -0 (y-2x)
¥7
1 - :11’]5'
();-{»—23()-
¥

(y—-x)(y-2x)
(y+2x)°




5.d 2x+2y-1+y'(x+y-2) = 0

z = X+y f{-‘z:1+§i = _‘?ngf_l
dhx dx dx dxv

2z2-1 + (E-ii—l)(z—Z) = 0
dx

z—1-2 + 2 + (2—2)95 = 0
dx

z+1 + (z~2) i =0
dx

(z_z)dz
z+1

dx + = 0

3

dx + (1-
z+1

bz = 0

Idx + J‘(lmwj—)dz =¢ =» x+z-3ln(z+1) =¢
z+1

¥+x+y-=-3lnx+y+1) = ¢ = 2+y-3ln(x+y+) = ¢

Eiflgéféi;éi = xf+.);.f 1 = e—' 3

In{x+y+1 =

Ixey

x+y+l = ke 3

ﬂ/x~+_y + \/x-—_y

Jr+y—ix-y

4 - Y 7
& \f;(\/l+x +\/1 x) ) \/1+x +Jt ‘

}

- X

N x/;(\/i+~}i —\/1—-—’1) Jnﬁ —\/1—""
X X X X

S.e.




dy du
y =ux —— =y +x—
dx dx

v+ xdzt _ Wl+u + Nl-u
dx Nitu— J1—u

du Vitw + Jl-u Vitu +\/1-~u—u(\/1+u-—\/l-u)

x = -u =
dx M+ -J1-u Vit —Afl~-u
(VI+u—l—u) du dx

Jl+u +~J1—u--u«/l+u +udl—u N x

f (W1+u -J1=u) _ f_q?_

(-wWl+u +(1+w1-u - X

J- (V1+u —\/lwu){(l —uNl+u ——(I+I¢')m

(1—uw) (1 +u) - (1+)* (1—u)

+ ¢

= lax + ¢

j- (=w)1+w)=(+w)Vi-uvl+u—(1~w)Jl-uvl+u +(1+u)(1-u)

(1-2u+u* Y1+ u) = (1+ 20+ u* Y1 — 1)

= Inx + ¢

I 1o’ —Jl—ulvuw —u1=uT+u TN+ u +uT~tTvu +1-2°

= 2u—u +u=20" +1° —(1+ 20+ 0" —u 20" =)
= lnx + ¢

2-2u -2 /1-u*

I TR s—=du = Inx + ¢
l—u—u’ +u ~(l+u—-u’-u’)

2—2u* =2 t~u?
I T — e = dnx + ¢
-0 %+u"=1-wu+u +u

2-2u” -2 01-u*
J. 7 du = lnx + ¢
=20+ 2u




3 = Inx +¢
—t+u
TR e
I 3 dr = Inx + ¢
—ufl—u~)
1—u
[ ——dn = Inx + ¢
U u(l—u")
L+ J1-u’
~lnx - In———— - Inx

2 _ — Myl -
In(x(1+ J1-4)) = Inc = x(1+ }1 xZ) c

x(fmj.—.._w)_:(::} x+m=c
J ,H—n

j cosé cosd d & _ J cos® @

/ el
u(l-u’ )C ! sen(l - sen” &) senfcos” 8
u= send 46
di =cos0do f wend f cscfd = -In(cscd +cotd)

- “ln(l"'_]:i) = ~~~in(nl_-{n_*.._"l_u2

u u 1"

)



6.- Integrar las ecuaciones:

a)
..____.f__"_..{_._l_..;..l_ e -+ m_y_.___.{._j{..._ X; d};:(}
x*+y? x y x*ayt oy oy
T J;, -

Xy 1
TR

' 3
Lo+ ) “"L)(ZX)——I:E -
ox 2 ¥y 2 2
o
slaed. es exacta
Como
n x
e T = +—+ -~
x  JxP4ypt o x oy
entonces

11~I\[_m+j~+fm+c(y)
—~1———-—M+ln[x|+f—+c(y)
y

= 7

2

=4fx* +y? +In|x1+£+c(y)
Y

Para encontrar c(y) usamos el hecho de que u debe cumplir

oo _ ¥y 1 x
& JxP+y ¥y oy
entonces
2y \ ¥ 1 x
T e S 0 EP AL
2dxt+yt oy Jeisyrt oy oy



entonces

()= 1
y
¢y =~
y
_[¥
ey =] S
se(y)= ]nl y{

Asi

# =%+’ +In{x!+£+ln|y]
Y
u=qx’+y° ~+vlnfxy|+-)£
Y

Por lo tanto la solucién general es:

Jxi+y? +1n|xy|+—{: c
B4

b}
2
y+Semc2Cos xya’x»{»( x1 +Seryz}aﬁf =0
Cos*xy Cos*xy
2
p = 2ESemCos xy ySec®xy + Senx
z
Cos*xy
N = xSec’xy + Seny
M = Sec’xy + 2ySecxySecxy Tanxy = Sec* xy + 2xySec® xyTanxy
aN 2 J + M 2
P Sec”xy + 2xySecxySecxyTanxy = Sec”xy + 2xySec” xyTanxy
LEM oY
- &y fx
~laed. es exacta
Como

— = ySec xy - Nenx



entonces
u= y.[Sechngx + fSenmfx +c(y)

u mM—Cosx+c(y)
i 4

u = Tanxy — Cosx + ¢ y)—
Para encontrar c(y) utilizamos el hecho de gue:

cu 2
-— = xSec”xy + Seny
&

xSec*xy +¢'(y) = xSec’ xy + Seny
c'(y) = Seny

c(y)=—Cosy
Por lo tanio
u = Tanxy — Cosx — Cosy
Asl la solucion general es:
Tanxy — Cosx - Cosy =c¢

c)
[nC os(nx + my)— mSen{mx + ny)lx + [mC. os{nx + my)~ nSen{mx + )y =0
M = nCos(nx + my) - mSen(mx + ny)
N = mCos(nx + my) — nSen(mx + ny)
como
M = ~mnSen{nx + my) — mnCos(mx + ny)
oN

— = —mnSen(nx + my) ~ mnCos(mx + ny)

entonces la e.d. es exacta. Asi

%l:w = nCos(nx + my) — mSen(mx + ny)

U=n I Cos(rx + mydx - m_{Sen(mx +ny)dx + c(y)

u = Sen{nx + my) + Cos(mx + ny) + c(y)
Para encontrar ¢(y) utilizamos el hecho de que

o = mCos(nx + my}) — nSen(mx + ny)

mCos(nx + my) —nSen(mx + ny) + ¢'(y) = mCos(nx + my) — nSen(mx + ny)

Le(y)=0
Asi la solucién general es:
Sen(me +my) +C{mx +ny)=c¢



d}
1
-—Seniw—yz—Cosay—«H dx + iCosz—wwf-z—Sen—x—+ 1, dy =0
y oy x x X x )y yoy
M =—}-S€II£~£2-COS"‘E+1
¥ y x x
N :lCosZ—mf;Senf»&L,
X I y oy
M. l, Ser:i——{;Cosfm—izCosl+—¥?Senz
& ¥y oy y oy x x yooox
N __ 1,, Cos—J—}~+w‘}~;Senl—~1,,—Sen£mi3Cos—{
ox x* X x x y° y vy y
M _av
B a
~a ed esexacta
como
cu 1 x oy ¥y
—=—8en——-—Cos=+1
x y oy x x
entonces
U= ~1—_[Sen£cir m}fjwz;CosZcbc +fdx +e(y)
y y x* x
entonces
u=—Cos£+Serr~)—j~+x-§~c(y)
¥ x
Para caicular c(y) utilizamos el hecho de que:
?ﬁ:lCos—me x,Sen£+—17~
x x oy y oy
Es decir,
-—-~J£2-Sen£+lCosZ+c'(y) = —I—Coséi—i’Senza-——lz-
Y y ox x x x oy y ¥
\ 1
Le'(y)=—
Y
i
c(y)y=-~—
y
Asi la solucidn general es:
«Cos£+LS’er:i+x~i:c
Y X y

7.- Muestre que yf(xy)dx + xg{xy)dy = 0 no es exacla en general pero llega a ser exacta al
multiplicaria por el factor integrante [xy{f(xy) - g{xy))} *.



Como M = yf(xy) y N = xg{xy)
entonces

%’{ = F() + 3 ()
—’g = g() + %2 ()
oM N

o ¢ [
Y | o
Si ahora multiplicamos por el factor integrante obtenemos:

ey () - gl ) o)+ ey (F (o) - g o)) g )y = 0
2 {(f()-glo))" FOode+ 7 (F () - g(0)  g)dy = 0

Ahora tenemos que

i M =x"(f()- gl ) f )N =y (1 ()~ g(xv))” £000)
¥y se (iene

=5 L 1()-5) 67 ()~ D 09)+ 5 (1)~ 80 ) o
= (1 ()- gl )] (F (0)- g' (o (o) + ()~ gl ) £ ()
__ ) e le)-g o) )
fl)-glwy) (f()- gy )
_ Lo )rb)-glo))- 11 00)f Go)+ g (o Xey)
(f)-glo)y
I ) ) £ (en)elooy) - £00)f (ov)+ ' Gev)f (o)
(fly)- b))
_ g (w)-ro)ely)
(f ()2l
N

bl [ (o)~ g(0)) 2 (07 () ye' (o )+ ™ () - gl ) vg' (%)

=-(f()- g (F () g' (0 )g () + (f ()~ g () ' &' (o)
__U0)-gw)ely),  gl)

(Flo)-glol  flw)-glo)
_g'@X/()-go)-((w)-g' ()l

(F0ey)- gl
_ g'w)fbo)-g'(0)e(o)- 1 ()glo)+ £ (0)g(xy)
(f()- glw))

_ &' ()rbo)- 7' (o))

(f ()~ g))




oM _ON
“ay ax

~1a e.d. es exacta

. P 80 P a0 g
8.-S5i —=—+ y — =-——=muestre que la ecuacion Pdx + Qdy = 0 no es exacta en

ox &y oy &x

general pero lega a ser exacta al multiplicarla por 1/(P2 + Q).

P 0
ak —
P2+ Q7 +Q2aj)
L..........E;.._....z \._‘,_....,.4
apP 80
P +0) X _piap 0%
aM:( Q)c?fy { %Y Qay}
&y (P + 02
X0 opr P opp X
& oy d oy
(P2 +0?)
, &P &0 . 0P
Qe —2PQ "% - P2
__ dy
(P> +07f
80
L0222, 20-=
v (P +0*)2 Q[ ~ 5x}
O (PZ+02)2
P,GQ QQOO ?_POW—ZO’(’O
- &x ox ax
(P2+Qlf
A 1cP » OP
P& _oppll . - p? 2P0m +0*
_ & Q Q _ &y %y
(p +QT (P2+Q)
9.- Muestre que si la ecuacién Mdx + Ndy = 0 es tai que
1 N am
e -
M — yN(Bx ayJ ()
entonces un factor integrante es ej o donde u=xy.

Sea u el factor integrante entonces
Naln,u_M&Ejay nr“-iwwfﬁ
ox y oy ox




Si z = xy entonces

N

Olnpdr , lnpdr_oM N
&z o &z &y dy ox

M BN oM N N M
Slap & & &y o x &y
& 0 0z yN-xM xM-yN

NEZ_pm2E
ox oy

oN M

.

como M = F(xy) entonces
xM — yN

din

= F(u)

Inu= 'fF(u)du

v eJ’F(u)du

3
10.- Muestre que  /x* + y* (xdx + ydy) = é—d((x3 + y2)5 J . Ahora resuelva

(y-—x,/x2 +y2}15c+(x-y1/x3 +y2}2§am0
yax —x\x* + yid+xdy - yJx' + yvidy =0

yax + xdy — | x* + y* [ede + yay]=0

a’(xy)w—éd((x2 +y3)_ J =0

TEEAR

BTN

leo oy
Xy—"’:';'( "+y~)2:(,’
11.- Muestre que M = —ld[(xy)’J} - Ahora resuelva.
() 3

(y—x5y4)c!x~+(.r v k=0
yde -xX’ylde+xdv v dv =0
v+ xdy - x*y v - vdv]=0



YA et yay]=0

(o)’

Loy =

oo
wg(ry) —Xy=c

12.~ integrar las ecuaciones;

a)

Por partes

xlnxy'~(1+In x)y+%\/;(2 +inx)=0

(+hnx)y  Jx(2+inx)

xlnx 2xinx
-~“+1nz)dx _ E:-:_)dz _fdz_ g
=g 'I z =€ ‘[Z ‘[

e xlhhx

z=inx

&z = &

X

—'fln]:f—z — e-»ln]!n x;emi_n x

kL
=g ilnx

eln.r — 1
xlnx

Multiplicando Ia e.d. por
xlnx

y ~(Ian)yz.«f,\j(zﬂi-inx)

xInx  x*in*x - 2x'Inx

D{ y }____\E@an)
xlnx 2x’In’ x
IJ“(Zan

2x°In*x

xinx

obtenemos:;

J-\/—(2+1nx) I 2 xdx +I Jxlnx

2x°In?

2x*In’ x 2x°In" x
dx dx dy | dx
o e el B | :
x* 2x2 x x xiln"x
3 1
1
x*Inx

X



Por lo tanto

1
= +c
xlnx \Elnx

xinx
y= +ecxlnx

\/;Inx

y=~‘/;+cxlnx




b) Y-y = 2xetT
e—_fdx :e"x

multiplicando fa e. d. por ¢° tenemos

e y'—ye ™ = 2xe™

Dx[ye""‘ = 2xe”

=]

Ny
il
-

Il

ye™ =[2xede+c d= = vy

ye T =ev 4o

C)

W ’ 2 _ (lmx:) 2

Y =73 373
X +x+1 (x" +x+1)

Sea

entonces

dz ol

Zzi:_ydx

multiplicando la ecuacion diferencial por  ~ y

1
By, SRAT T (B S
dx  xT+x+1 (x> +x+1)
L
A T (L O I

dc xtax+l (x* +x+I)"‘"5

e x4l R
-f 5 = dv *—_,-j :)' ~edx »«Ehx!x' ER
g Yl — g Mateasl o 2 -




|
vf:‘;z:x-f-l

multiplicando la ec. dif. por

i
1 dz Y (-x%)

Jxlexalde (K Hx+D)?T 0 (P rx+])?

Dx{ X }: (I—x%)
Yxiax+l| (O +x+1)°

z I—-x*
s ::I f ) ~dX +¢
NxP x4l T x4y
d)  2+/x)y'—y=-sen~/x —cos~/x y es acotada cuando
N y . _sen Jx —cosx
-j_@f_ N
R

Multipticando por € *° obtenemos

ye - ye s _sen~x —cos~/x S
I - —
2x 2 x
I -
Dx[ye_,j; ]: ~Sen+'x —cos+/x o
2+x

yemJ; _ ”_{ Sen -/ X + CoS~ X
2 x

2 Ty + ¢

X — w0



Calculamos fa integrak:

== "
sen~/x +cosvx _ 3 -
J. € ﬁdxzf(senu-kcosu)e "du

-
2*\!,&‘
=X di = e
o 2~x
_ ~senwe " —cosue™ . senne™ —cosue™
z 2

=—cosue™ = —cos\/}eﬂ“’q

_fsen we du = —senwe™ + I cosie “du

13

=-—senue " +cosue™ wJ.sen ue”

df =e™"du
a = Senu

ﬁ = me‘lf
da = cosudu

dff =e ™ du
@ = cosu

'B - _e-u

de = ~sen udi

2Isen wdi = —senue™ — cosue”

—senwe " —cosue™
2

Isen uddy =

_{cosue”"du = —~cosue " — J‘sen e ™ du

& = COSU df =e"du

=eosie - senne " —Jcosue”"
da = —senudu p=—e"
@ =senu dp =e ™" du

da = cosudu B=—e"




chosudu =~ —cosye " +senye™”

W

—-cosue " +senne”
J'cosudu = 5

Asi ia solucion de |a ec. Diferencial es:

X FopdX
ye ™t = cosxe ™ +c

y=cosx +ce’”

Para que se tenga una solucién acotada cuando x-> = pedimos que ¢=0. Por lo tanto la
solucion es:

—
¥ =cos+/x

13.-Integrar las ecuaciones si tienen un factor integrante de la forma indicada:

) (x + 7 + Dedx - 2xpdy =0, p=y(y —x%)

sea
p=rz) Y z=yoy
entonces |a ecuacién
81:/1;1M _dinp N = oN oM
oy ox ox oy

se transforma en:

ainy oz, olnp oz, N _oM
ERY d e x oy
av _M
olnu e Oy
& mE NE




Ast

dlng ~2y-2y

oz (e + 7 1) 2y)- (- 200 - 2x)

- A
27y 42y + 2y —4xy

_4}; B 2
w2xly+2y3+2y“x3—y—l

ol 2
oz z+1
Iny = —2] fjf?
Z+

Inp =-2lnz+l

Iy = mjm}mi

;f(::nhf)z

]

..' ‘L£ = 1__———-:WMAT
(y“ -X" + 1}
Ahora multiplicando la e. d. por el factor integrante

(x3 +y7 + l) e lzxydy

=0
(y: —xzﬂ)2 (y2 —x* +IT

Como




Entonces

1
u(x, )= - x! . “Zf_f;l_’m.__:.
{(y"—x"+1)y
Sea
r=y —x’+]
entonces

Comprobemos ahora que

au x® +y +1

() -Xx" ~x~l)r

Se tiene que

Cu (E)(y —x* +1) (X)(~2x) _ p7 =xT+1+ 2

ox () -x'+ )

Paor o tanto la solucidn de la e. d. es

b}

Sea

X i

yi-x’+l ¢

(3y" - x)aix —i—(2y3 ——6xy}ly =0

u=r@) y  zmvey

Al

,,,,,,,,,, M_%E_‘.NW

ay ax

e

=y{x+17)

entonces la ecuacion

oN oM

ox Oy

x_"{wy {tl



Se transforma en

oy &z, N oM

I§ iz
a{ﬂ‘i 02, oy o

oz oy cz Ox ax oy

N oM
dlnp  ox oy
oz o NE
Asi

ofnp —6y—-6y i2y

oz (3y: —x)2y)- (2)° - 6xyX1) o 6y —2xy -2y +6xy

_ ey
4y° +4xy

. Olnu 3 3
.. ~ = - 5 = e
gz Vo+Xx z

cdz

Inu = —BJ e

Ing = =3Inx+y"

1
M=
(x+y')3

Anhora multiplicando 1z e.d. por el factor integrante

(3)/3 ~x)dx . (Zy3 -—6xy}1’y 0

(Jc+y2)3 (x+y3)’

Como



entonces

Sea w=x+ )’ entonces
i
X=w-Yy 'y dw=dx

Por o tanto

—_ - W 4 d
u_j”’ (W% Jﬁyw‘fi.f‘"f’“ dhy = j“‘w Lt =4y [0 -

=
H’ W

1 2y’ I =2yt +xsy x-y°

W
eI S s R PO

a2y ~le-y? ple sy Y2y} (-20)e= 2 ) ~2fe- 5Py
& (c+y) (e

_—2xy-2y  —dxy+4y’ 2y’ —6xy

(x+y3)3 ) (x+y3)J

Entonces la solucion general de ta e.d. es;

x =y

(o)

©) (x41f1x“2xy")cir +3x7y dy =0, p=ylx)

= {



Como la e.d. tiene un factor integrante que depende de x entonces éste se encuentra de la
ecuacion:

M _ N
ding _ dy  Ox
dx N
ding _-6xy* —6xy®  12xy* 4
dx 3x7y” 3x7y”
Iy = —a id
x
Iny = -4[nx
1
“e

Multiplicando 1a e.d. por u obtenemos

4 3 & 2
x Iy - 2xy ;
} Ci\‘ + J)\ L}}—’ =0
X X"

Como

Entonces

~ 2 3
u= Ifﬁ,—dy = L +c{x)
x” X

Calcutamos c{x} por el hecho de que u debe cumpiir

ou 2y°
= fnx - ~}
ox X
Es decir
2y 2y

-t () = fax - T
x X



¢'(x)=Inx

cx) = [ e

a = J/nx dff = dx
d«:rr:ﬁw f=x
X

c(x) = xlnx - jdx =xlnx-x

Por lo tanto
3

=" xiny—x
P

Asi ia solucidn gral. es:

>

+xlny-xy=¢

>

x
L +x(lx-1)=c
Xt

¥y x (I - 1)

¥

P (Ine-D=cx’



UNIDAD 1l

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
DIFIRENCIALES

i1.1.Circuitos Eléctricos.

La segunda ley de Kirchoff dice que en un circuito en serie gue contiene solo una
resistencia y una inductancia, ta suma de las caidas de voltaje 2 través del inductor

di
L l y el resistor iR es igual a Ia tension E{t) aplicada al circuito.
at

Se obtiene asi la ecuacion diferencial para 1a corriente i(t):

LR =g
dt

En donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia,
respectivamente. A veces, a la corriente i(t) se le llama respuesta del sistema.

g{t)

La caida de voltaje a través de un capacitor con capacidad C esta dada por c en

donde q es la carga en el capacitor. Por consiguiente, para el circuito en serie:



*__Xfm__m
)

La segunda ley de Kirchoff da:

iR+ L =g

o e

Ejemplo. Una bateria de 12V (volts) se conecta a un circuito simple en serie en el cual

la inductancia es % H (henrys), y la resistencia, de 10 Q (ohms). Determinar Ia
corriente si ia intensidad inicial es cero.

Se debe resolver

;di
2 dt

+10=12

sujeta a i(0) = 0. Primero multipliquese ia ecuacidn diferencial por 2 y deduzcase que
el factor integrante es e™. Luego se obtiene:

d [e?.ml.]: 2462(;‘(
dr
820!‘ — 24 e?Or +C

i= 6 + Ce™ ™
5



oo , 6 , 6
ahora bien, i(0)=0 implica 0= 5 +C, 0 bien C=— 5 . Porio tanto, la respuesta es:

. 6 6 .
[} = — -
i) 57 s e

Ejemplo. Una fem. decayente E=200e™' se conecta en serie con una resistencia de
20 ohmios y un condensador de 0.01 faradios. Asumiendo q=0 en t=0, encuentre la
carga y la corriente en cualquier tiempo. Muestre que la carga alcanza un maximo,
calculefo y halle cuando se obtiene.

Por la ey de Kirchoff:
20i + 100g=200 ™

esio que i a’q
U S e
e a dr

20 4 +100g =200e™
di e

dq +5g =10e™
dt

d ¢
—{ge’ ) =10
i (ge™’)

ge* =10t +C

puesto qgue q=0 en =0, C=0. De donde



g =10te™

puesto que
=44 (10te™"y = 10e™ ~ 50te™
dr dt

d
para hallar cuando g es maxima, haga dq = (), esto es, =0
3

10e ~50te™" =0

r-"-l--se
5%

[1.2. Crecimiento y Decrecimiento.

El problema de valor inicial

o
dt
X(to)=%o

en donde K es una constante, aparece en muchas teorias fisicas que involucran
. crecimiento, o bien, decrecimiento. Por ejemplo, en Biologia a menudo se observa que



la rapidez con que, en cada instante, ciertas bacterias se multiplican, es proporcional
al numero de bacterias presentes en dicho instante,

En fisica, un problema de vaiores iniciales como el anterior proporciona un modeio
para aproximar la cantidad restante de una substancia que desintegra
radiactivamente.

Ejemplo. Un cultivo tiene iniciaimente una cantidad N, de bacterias. Para {=1 hora, el
numero de bacterias, medidc es (3/2) Ny,. Si la rapidez de multiplicacion es
proporcional al numero de bacterias presentes, determine el tiempo necesario para
gue el namero de bacterias se triplique.

Primero se resuelve la ecuacion diferencial

W N
di
sujeta a N(0)=N,

cuando la ecuacion se lleva a la forma

an
dt

-kN =0

&

es posible ver, mediante un examen, que el factor integrante es e . Multiplicando

ambos miembros de la ecuacién por este termine, de inmediato resulta

gt-[e”’“N]wO

integrando ambos miembros de la ultima ecuacion



e N =C 6 N(@)=Ce"

Para t=0 se deduce que No=Ce’=C y por lo tanto N{)=Nye" Para t=1 se tiene

de donde se obtiene

en consecuencia

N(f) — NGBGADSS

Para determinar el valor de t para el que las bacterias se multiplican, despejamos t de

_ 0.40551
3N, =N,e

se deduce que




dHa

Ha,

(0.4055 =1n3
t= wlfl 3 - = 2.7 horas
0.405

Como se muestra en la siguiente figura, para k>0 la funcion exponencial &* crece
cuando t crece; y si k<0, decrece cuando t crece. Asl, los problemas que describen
crecimiento, como el de una poblacién, numero de bacterias, e incluso capital, se
caracterizan por un valor positivo de k, mientras que los problemas que involucran
decrecimiento, como la desintegracion radiactiva, daran un valor negativo de k.

3 ki
e k>0 e” k<0
crecimiento \ decrecimiento
N e
.
- - i R

En fisica se Hama semivida o vida media a una medida de la estabilidad de una
sustancia radiactiva. La semivida es simplemente ei tiempo necesario para que se
desintegran la mitad de los 4tomos de una cantidad inicial A,. Cuanto mas larga es la
semivida de una sustancia, tanto mas estable es. Por ejemplo, ta semivida del radio
altamente radiactivo es aproximadamente de 1,700afi0s, mientras que el isétopo de
uranio que mas comunmente aparece, e U-238, liene una semivida de cerca de
4,500,000,000an0s.



Ejemplo. Un reactor transforma el uranio 238 en el isétopo plutonio 239, Despues de
15afios se determina que 0.043% de la cantidad inicial Ag de pilutonio se ha
desintegrado. Determine la semivida de este isdtopo si ta rapidez de desintegracién es
proporcional a la cantidad restante.

Sea A(t) la cantidad de plutonio que queda en un instante cualquiera. La solucion del
problema de valor inicial

a _,
dt
A0) = A4,
es
A(t) = A e

st 0.043% de los atomos se han desintegrado, queda 99.957% de la sustancia. Para
evaluar se debe resolver

0.99957 4, = Aye'**

por lo tanto

e'* =0.99957
15k = In(0.99957)
_ In(0.99957)
= PR
k = —0.00002867

k



de modo que
A(f)"/l ew0.0[}OUzﬂ(ﬁl
4R

ahora bien, |la semivida es el vaior de t para el cual A(t)=Aq/2. Despejando t resuita

A
0 ~-(.00002867¢
D02 ge

2

1
-0.000028671
-z

2
—-0.00002867¢ = ~In2

;= Im2
0.00002867
t = 24180arios

Alrededor de 1850, el quimico Willard Libby ideo un método en le cual se usa carbono
radiactivo para determinar la edad aproximada de los fosiles. La teoria se basa en que
el isdtopo carbono 14 se produce en la atmosfera por la accion de la radiacion
cosmica sobre el nitrdgeno. El cociente de la cantidad de C-14 y la cantidad del
carbono ordinario presentes en la atmoésfera es constante, y en consecuencia, la
proporcion de isdtopo presente en todos los organismos vivos es la misma que en la
atmosfera, Cuando un organismo muere, la absorcion de C-14 cesa. Asi, comparando
fa proporcion constante encontrada en 'a atmosfera es posible obtener una estimacion
razonable de su edad. El método se basa en gue ia semivida dei C-14radiactivo es de
aproximadamente 5,600afi0s.

Ejemplo. Se ha encontrado que un hueso fosilizado contiene 1/1000 de la cantidad
original de C-14. Determinar la edad de! fosil.

Nuevamente, el punto de partida es
A(f)=Ase™

cuando t=5600arios, A(t)=A,/2, de lo cual es posible determinar el valor de k, como
sigue:



4,

- 36004
------ = 4,e

5600k = In(;) =-In2

1

k== "% 000012378
3600

por lo tanto

A(Z‘) - A 6-0.00()]23731
E)
cuando A(t)=A/1000 se tiene gue

AO e A @m0000123781
1000 °

- 0.00012378¢ = -In1000

0.00012378

[1.3. Ley de Newton del Enfriamiento.

La ley de Newton del enfriamiento dice que un cuerpo que se esta enfriando, la
rapidez con la que la temperatura T{t) cambia es proporcional a la diferencia entre ia
temperatura del cuerpo y la temperatura constante T, del medio que lo rodea. Esto es

dT

=k(T -7,
g SRIT-1)

en donde k es una constante de proporcionalidad.



Sea t el tiempo en minutos y T(t) la temperatura en grados Fahrenheit en el tiempo t.
La ecuacion diferencial que gobierna viene de fa ley de enfriamiento

dT
H = -k(T - TO)

De la descripcion del problema, la temperatura ambiente es de 70° , To = 70. No sdlo
se percibe la temperatura inicial, también se da la temperatura a los 10 minutos

100 = T(10)  cuando T(0) = 120

Hay que determinar k , para ef flujo de energia térmica de la tasa de café a la oficina.
L.a solucién del problema de valor inicial es ;

T=To+(T(0) - To) &™
T=70+50¢™

No se conoce la constante de la proporcionalidad k, por fo que se debe determinar a
partir de la Gltima ecuacién uasando la temperatura dada a Jos 10 minutos

T(10) = 100 = 70 + 50 e"'*

Resolbiendo al ecuacién se obtiene

3
In()
k=-——"-%005
-10

-10k

o

H
miw

o

Ahora se trata de determinar la temperatura inicial s: se quiere T(20) = 100

3
100 =T(20)=70+e" "3[T(0)-70]



o sea
9
30 =—{T(0)-70
25 [ (o) ]
Por Ultimo, despejando la temperatura deseada T(0) de esta ecuacién se obtiene

305
T{o)=70+ r 15333°F

ll. 4. Trayectorias Ortogonales.

Definicidn : Dos curvas C1y C2 se dice que son ortogonales en un punto, si y solo si
sus tangentes son perpendiculares en el punto.

Yaque C,= ia

X

Ahora bien, derivando implicitamente x? + 3y? =C, conduce ala ecuacion

consecuentemente, en el punto (x,y) sobre ambas curvas



Como las pendientes de las tangentes son , cada una, la reciproca de la otra | ias
curvas Ct y C2 se intersectan de manera ortogonal.

dy.~ 4y _ 3y, x.
(G5 CHg)Ce = 3y) =

Definicidn ; Cuando todas las curvas de una familia de curvas G{x,y,C1) = 0 cortan

ortogonalmente a otra famifia de curvas H ( x,y,C2) = 0, se dice que las familias son,
cada una, trayeclorias ortogonales de a otra.

Para encontrar las trayectorias ortogonales de ina familia de curvas dadas, se halla en
primer lugar la ecuacion diferencial

Q.
g

x=ﬂxw

<!

que describe a la familia. la ecuacion diferencial de la segunda familia ortogonal,
ortogonal a la familia dada, es

L
~

1
x  f(xy)

0.

Ejemplo: Hallar las trayectorias ortogonales de Ia familia de hipérbolas rectangulares

S
X

-

laderivada de Yy =

C,
- €5
X

Q.

-t
:

O

|
H

[o3

>

>
&



Reemplazando C1 por C1 = Xy se obtiene la ecuacion diferencial de |a familia dada:

Se resuelbe esta tltima ecuacion por separacién de variables:

ydy = x dx

[yay= [xax+c,

con C, =2C,'

E,;gLn_gi_Q Obtener las trayectorias ortogonales de:

_ Cx
o

y

Por ka regla del cosiente se tiene:

dy C, dy ¥y

[ é ——n

d x E(1+x)2

la ecuacion diferencial

“+
yaque C,= XQX_X—)



de las trayectorias ortogonales es

dy _ x(1+x)
d x y

nuevamente por separacion de variables, se tiene

ydy=-x(1+x)

- I ydy = —r_[(x +-xzjdx

2
x3

* 1
=T To4

i
2 2 3 -

3y? +3x% +2x° = C,

EJERCICIOS

1.- Una fem de Eo cos (wt) voltios, donde Eo, w son constantes, se aplicaent=0aun
circuito en serie consistente de R ohmios y C faradios, donde R y C son constantes. Si
g=0ent=0, muestrequelacargaent>0es

CE -
. M — R RC
q RCw + 1[008(%) +wRCsen(wt)—e }

2.- Un circuito consistente de una resistencia constante de r ohmios en serie con una
fem constante de E voltios y una inductancia constante de L herios. Si la corriente
inicial es cero, muestre que la corriente crece a la mitad de su valor teérrico maximo en
(LIn2})/R segundos.




3.- Demuestre en forma general que la vida de una sustancia radioactiva es

(t,-t,)n2
A,
In (2

desde At = A{t1)yAz=A(t2), t1<t2

4.- inicialmente habia 100 miligramos presentes de una sustancia radioactiva. Después
de seis horas la masa disminuyd en 3%. Si ia rapidez de esintegracion es, en un
instante cualquiera, proporcioal a lacantidad de sutancia presente en dicho instante,
encuenire la cantidad que s e queda en 24 horas.

5.- Un termbmetro se saca de una habitacién, donde la temperatura del aire es de 70
°F, al exterior donde la temperatura es de 10 °F, después de ¥ minuto el termémetro
marca 50 ° F ; Cuanto marca ef termémetro después de t = 1 minuto? ¢ Cuénto tiempo
demorara el termometro en alcanzar los 15° F?; 36.67 ° F,3.06 minutos.

6.- cuando un objeto absorve el calor medio que lo rodea se obtiene también la férmula

de Newton. Una pequefa barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20 ° C, se deja
caer en un recipiente con agua hirviendo. Calcule ei tiempo que dicha barra edmorars

en alcanzar los 90 ° C, si se sabe que su temperatura aumentd 2 © C en 1 segundo
£ Cuanto demorara Ia barra en alcanzar los 98 °C?

7.- Determine las trayectorias ortogonales de;

2x%°
a) X +cy® =1 y? = > p«x2+ $ip 22
e’ =kx’ sip=2

b) x*+cxy+yi=t X



8.- Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia y=x+ce”™ y determine
aquel miembro particular de cada familia que pasa por (0,3);

y=x+3e",x-y+2+e* =

9.- Encuentre ila constante para que las famitias y3 =C, vy x* +a y2 = C? sean

ortogonales; @ = —

3

RESPUESTAS

Tarea# 2
1.- Una fem de Eo cos (wt) voltios, donde Eo, w son constantes, se aplicaent=0aun

- circuito en serie consistente de R oshmios y C faradios, donde Ry C son constantes. Si
g=0ent=0, muestre quelacargaent>0es

CE i
e L - —p RC
9= pice, 2y 1 [COS(W;‘) +wRCsen(wt) —e :j

SOLUCION.

El circuito es:




y la ecuacion diferencial es

dg g _
Rdt+c-—Eocos(wt)

dq+ q _E,cos(wt)
di RC R

cuyo factor integrante es:

g L
g RC = g&C
Entonces

t t
dq+qe§5 _E, cos(w ter
dt RC ~ R

R
@RC

£

L1 E, cos(wr)ex
D RC | o
oo |- Eeext

fffff E_ cos(wt)e*®
qeﬂﬁ‘z_{ o COS(¥1) dt +¢

con ¢ la constante de integracién. Calculamos la integral por separado. Haciendo la
integracion por partes:

IED cos(wt)e k¢
R

E s
di =2 Jeos(weye de

u=cos{wt)



H
dv = eRtd

du=-w sen(w t)d

t
v = RCeRC

= E Ccos(wt)erC + onCw sen(wt)e *¢ dt

{ I3
= E_ Ccos(wt)e®¢ + EGCwJ-sen(wt)e RCdy
volviendo a integrar por partes con
u = senw t)

t
dv=eRcg

du=wcos(w t)d

i
v = RCeRC

se tiene

E L
?" _{cos(wt)e”cdt =

! o t
EoCcos(wt)eEC +EOCW{RCsen(wt)eRC - IRCtthos(wt)eRCdt:I

=E0CCOS(WI)3E +E0RCZWSCH(WI)€E& e EORCZWZ ICOS(WI)ekEdt

Por fo tanto

E - '
= Jeos(weyeeds + E,RC*w? [cos(wr)e < dr

1 1
=E,Ccos(wt)eRt +E Rw C’sen(w t)eRc



[ J‘cos(wt)eiadt}[% E RC*w* ]

L L
=E,C co s(w t)eR® +E_Rw C?sen{w t)eR

h !

v E % 4 E RwC? 7@
[cos(wryeRe = £2CEoSHE™ + E,RWC” sen(wr)e

Lo L £ RCW
R TSV

t t

_ Ccos(wt)eRe + Rw C?sen(w t)eRe

- 1+ R*C*w?
R

t t
_ RCco s(w t)eR® +R%w C2sen(w t)eRe
B 1+R*C?w?

Sustituyendo este valor en la solulcion a la ecuacion diferencial, obtenemos:

I 1

= E, RCcos(wt)e® + R*wC? sen(wt)e k¢
R 1+ R*C*w®

+C

entonces

_E,Ccos(wt)+ERw C?sen(w t) 4 o
gq= 1+ R2C2w?2 ce

Ahora como g = 0 cuando t = Jobtenemos:

E,C

0% TR

+C

E,C
1+ R2C2w?

porlotanto ¢ =



Asi la solucidn buscads es:

_ECcos(wt)+

t

E,Rw C’sen(w t)-E_Ce ™

o

1+ R%*C2w?

CE Jw
= —"‘"“?“ﬁ[cos(wt) +wRCsen{wt) — e #¢ }

R*C*w® +

2.~ Un circuito consistente de una resistencia constante de r ochmios en serie con una
fem constante de E voltios y una inductancia constante de L herios. Si la corriente
inicial es cero, muestre que a corriente crece a la mitad de su valor tedrrico maximo en

{(Lin2)/R segundos.
SOLUCION.

El circuito es:

y la ecuacion diferencial:

di .
Ld—t'i'RE—E
di Ri E
—— — 2

t | L



Entonces

R

B di Rietl E{i
=€

@ L "1

E
O=E+C
__£
“=7%r
Asi

&

i
Xlm
aim

o



Unidad IV. Ecuaciones diferenciales lineales y de
orden superior.

IV.1 Problemas de valor inicial y teorema de existencia y unicidad.

Definicion. Un problema de valor inicial para una ecuacion diferencial lineal de orden n es

Resolver: ay(x) dly +a.,(x)drly + .+ a,(x) dv + a, (X)y = g(x)

dx" dx™? dx
Sujeta a: Y(Xa) = Yo ¥ (X0) = Yo uoes YU (%)= "
en donde ¥, Yo', .. . Yo" son constantes arbitrarias.

Se busca una solucién en algin intervalo | que contenga al punto X=Xg.

Ejemplo: Verificar que y=3e + - 3x es una solucion del problema de valor inicial
y* -4y = 12x
Y{o) =4
¥ (o) =1

Como y'= 6e* - 2™ - 3 entonces y'" = 12e% + 4e- 4y = -12e

Sumando las ecuaciones se obtiene y'" - 4y = 12x

Por otro lado como

yio)=3e°+e’=4
y(;)=6e’-2e°-3=0

se tiene que y = 3 + e — 3x es una solucion al problema de valor inicial.

Ejemplo. Verificar que la funcion y = cx?+ x + 3 es una solucién del problema de valor inicial.
Xy -2y + 2y =6
y(o)'=3
y'(o) =1

en el intervalo -« <x < = para cualquier valor del parametro c.

Comoy'=2cx+1yy’" = 2¢ se tiene que

Xy - 2xy "+ 2y = x¥(20) ~ 2x (2ex+1) + 2 (CxP+x+3)
=20x° — 40X’ - 2X + 202 + 2x + 6 =6

Ademas
Vi) = C(0P + 0 +3=3
yo) =2¢()+1=1



El siguiente tecrema da condiciones suficientes parta la existencia de una solucién dnica de un
problema de valor inicial.

Teorema (Teorema de existencia y unidad). Sean a.(X), a,, {X), ... , &(X), ax{X) ¥ g{x) continuas en
un intervalo | y sea a,(x) « 0 para toda x en ese intervalo. Si x=x, es cualquier punto de este
intervalo, entonces existe una solucion y,,, del problema de valor inicial en el intervato, y la solucion
es Onica.

a,(X) A + 8,.4(x) &7 + .+ a, (x) dy *+ a(X)y = a(x)
dx ™ dx

¥(X0) = Yo, Y {Xa) = ¥o"s oo ¥ ™ (e} =y

Ejemplo. Encuentre un intervalo en tero a x= 0 en el cual el problema de valor inicial

(x-2)y”" +3y=x
y(0) =0
y(0) =1

tenga una solucién Gnica.

Como x-2 tiene que ser diferente de cero, se necesita que ef intervalo sea (-2, 2).




IV.2 Dependencia e independencia lineal

Definicion. Se dice que es un conjunto de funciones f,(x), f,(x) es linealmente dependiente en un
intervalo | si existen constantes ¢,, ¢,, ..., ¢, no todas nulas tales que

efil+e, )+ . +c,f{(x)=0

para toda x en e intervalo. Un conjunto de funciones f,(x), f,{x} ..., f.(X) es linealmente
independiente en un intervalo si las Unicas constantes para las cuales

Chx)+c b))+ . +¢ f(x)=0
para toda x en el intervalo, sonc, =¢c,=...=¢, =0

Observacion. Dos funciones son linealmente dependientes si y solo si una es mitiplo constante de
la otra en un intervalo.

Demostracion. Si las funciones f, (x) y f,(x) son iinealmente dependientes en un intervalo, entonces
existen constantes ¢, y ¢,, no siendo ambas nulas, tales que pera todo x del intervalo

c i) +c f(x)=0
Por lo tanto, si se supone que ¢, = 0, se infiere que

f1(x} = - € fofx)
Sy

Reciprocamente si para alguna constante ¢, se tiene que f,(x) = ¢,f,(x} , entonces
(T () + e h{x) = 0

para todo x en algan intervaio. Por lo tanto, las funciones son linealmente dependientes puesto que
al menos una de las constantes (a saber, ¢,=-1) no es nula.

Ejemplo. Las funciones f,(x) = sen 2x y f,{x) = sen x cos x son linealmente dependientes en el
intervalo -x < x <+« puesto que

cisen2x+cZ2senxcosx=0
se satisface para toda x real si elegimos ¢, = %y c, = -1.
Eiemplo. Las funciones f,(x) = x y f,(x) = |x| son linealmente independientes en el intervalo -« < x <
+ec. Un examen cuidadoso de las gréficas de f, y f, deberia convencer al lector de que ninguna de
las dos funciones es un muitiplo constante de la otra. Para traer

cx+ex/ =0

para toda x real, debemos elegir ¢,=0y ¢, =0



El intervalo en el cual las funciones estan definidas es importante en las consideraciones sobre
dependencia e independencia lineal. Las funciones f,(x) = x y , = [x| son lineaimente dependientes
-enelintervalo 0 < x <=

Ejemplo. Las funciones sen x, sen (x + n/8), sen (x - n/8) son linealmente dependientes en el
intervalo (-o0,+w).

Esto es consecuencia de 13 refacion evidente
sen(x+n/8)+ sen (x-n/8)-2cosn/Bsenx=0
Agqui,cy=1,¢c,=1ycy=-2 cos n/8
Definicion. A una ecuacién diferencial lineal de orden n de la forma:
a,(x) dy + a,.(x) d™ + ..+ &, (x) dy + ay(x)y = 0
dx" dx™! dx
se le flarma homogénea es tanto que a

8,00 dY + 8., 00 d™" + ...+ a, (x) dy + a5(x)y = g(x)
dx" dgx™ dx

en donde g(x} no es identicamente nula, recibe el nombre de homogénea.

Teorema. (Prinicpio de superposicién). Sean vy, ..., y. scluciones de la ecuacion diferencial lineat
homogenea de orden n en un intervalo L. Entonces la combinacion lineal

Y = CyYa{X) + Cyp(X) +.+ Gy (X)
endondelos ¢, i=12,.., k son constantes arbitrarias. tamb:én es una solucién en el intervalo.

Demostracion. Se realizara la demostracion para n=2 y k=3  Sean y,(x), v,{xX) y v4(x) soluciones n
=2 y k=3. Sean y,{x}, ¥.(x) ¥ ya(x) soluciones de

()Y + ax)y + ax(xy = 0

Sisedefine y = ¢,y,{x) + Cy,(X) + C.y5(x) entonces



B0 [0 + ¥y + Cayy " T+ @(X) [CiYy + Gy, + Cyya T+ 8g(X) [ChYs + CoYa + Cay ]
= G (XN + ay(X)y, + ap(X)yy + 3 (XD, ] + Cz [ @(x)yy"" + @y (XY + @(x)y, ]

+ G [ @aX)ys"" + adx)y; + @, (x) ys]

=¢C-0+0C;.0+¢,.0=0

Ejemplo. Las funciones y, = x* y y, = x? Inx son soluciones de la ecuacion homogénea de tercer
orden .

Xy - 2xy+ dy =0
en el intervalo 0 < x < «. Por el principio de superposicion, la combinacion lineal
y = X G2 Inx
tambien es una solucion de la ecuacién en el intervalo.
Tecrema. Existen n soluciones de
Ay 3,y =0
linealmente independientes en |.

Demostracion. Sea x, un punto en |. De acuerdo con el teorema de existencia y unicidad, existen n
soluciones 8, , ... , 8, de la ecuacién diferencial, que ademas satisfacen las condiciones

61 (%) = 1,6, (%) =0, ..., 0" (x)) =0
62(%0) =0, 8, () = 1, ..., 0"V {x) = 0

en (XD) =0 ' 9;1 ’(XU) = 1! R en(I-M)(XO) = O

Las soluciones 8,, ..., 8, son Li. en |; para demostrarlo, supongamos que existen ciertas constantes
Cy, ..., C,, tales gue

CB(x)+ ...+ B {X)=0
para toda x en |. Derivando, vemos que

CO (X e 8, (X =0
Ci0, (B8, (X =0

c1e;(n~1)(x) + ... +. CB.(n-1}x)y = 0

para toda x en I. En particular se deben cumplir en x,. Sustituyendo x = x,, vemos gue



C;*1+0+. . +0=0
0+c,*+,. . +0=0

0+ 0+ . +g,*1=0

Por lo tanto ¢, = ¢, = .. = ¢, = 0. Por lo que concluimos que las soluciones 8,, ... | 8, son
finealmente independientes.

Teorema. Sean 8, , ..., 8, , las n soluciones de
a0y .+ a, (xy =0
definidas en |, que ademas satisfacen las condiciones

8 (%) =1,8,0%)=0,...,8,""(x)=0
8:06)=0,8; ()} =1, ..., 0, (%) = 0

8, (%) = 0,8, (%) =1, ..., 8, (%) = 0

Si 8 es cualquier solucion de la ecuacion diferencial, entonces existen n constantes ¢, ... G, tales
que

0 =c,0, +...+c0,
Demostracion, Sean
8(X) = oy, B (%) =y, ..., O™ () =
y consideremos la funcién

Y= O5‘191 + 0-282 + 0'-nen

Que es una solucién de la ecuacion diferencial y es claro que

w{Xg) = o8y (Ko} + 0B, (Xo) + ... + 0.8, (%) = oy
W (Xo) = a8y (Xo) + 08, (Xo) * ..+ 08, (X)) F oy

Win1)(Xo) = @18y (X} + 0128, milXo) o o8, (%) = oy

Por lo tanto, y es una solucién de la ecuacion diferencial, que tiene las mismas condiciones
iniciales en x; que 8. Por el teorema de existencia y unidad, debemos tener @ = W, esto es

Bz o8, *ab,+ . Fab,



IV.3. Wronskiano e independencia lineal

Definicion. El Wronskiano W(,, ... , 8,) de cualesquiera n soluciones 6,, ... 0, se define de la
siguiente manera;

8, 8, 8,
B, B, B,

8,(n-1) 8y(n-1) B.(n-1)

- Teorema. Si 8, ... 6,s0n n soluciones de la ecuacion diferencial, definidas en un intervalo | éstas
son linealmente independientes en dicho intervalo si, y solo si

W(B,, ..., 8){x) = 0 paratoda x en

Demostracion. Primero supongamos que W(6,, ... 8,}{x) = 0 para toda x en |. Si existen ciertas
constantes c,, ... ¢, tales que

e+ .+, 8, (x)=0
. paratoda x en |, entonces es ohvio que

G0, 00+ ...+, 0, (X}=0

cﬁ{(n-ﬂ(x) + o c:,,.en (n-1){x)=0

para toda x en |. Para una x fija en |, las ecuaciones anteriores son ecuaciones lineales
homogeneas, satisfechas por c,... ¢, El determinante de los coeficientes es precisamente Wi(e,
1 8,)(x), el cual es diferente de cero. Por consiguiente, la Unica solucién de este sistema es:

CiC=.. =g, =0
Esto demuestra que 6,, ..., 8,sonii en|. :
Reciprocamente, supongamos que 8,, ..., 6, son Li. en . Supongamos que existe una X, en | tal

que
WO, ..., 8.} (x,) = 0
Entonces esto implica que el sistema de n ecuaciones lineales

€8, () + ... ¢, 0, (x)=0

c181(n—15(x) + . + . 9, (r;-'E)(x) =0

tiene una solucion ¢,, ... , ¢, donde no todas las constantes c,, ... , ¢, son nulas. Sea €1 v Cq
dicha solucion y analizaremos la funcién



y=C8, + . +c.8,

Ahora y es una solucién de la ecuacion diferencial y de acuerdo con las ecuaciones diferenciales
Vemos gue:

W (%) =0 gy (%) = 0 " (%) = 0
Por el teorema de existencia y unidad, se sigue que y(x) = 0 para toda x en |, y asi
€8 () + ...+ ¢, (x)=0

para toda x en . Pero esto contradice al hecho de que 6,, ..., 8, sea Li. en |. Asi, la hipétesis de
que habia un punto x; en |, para el cual

W(D...... 8,) (%) =0
debe ser falsa. En consecuencia, hemos demostrado que

W(6,,..., 8,) {(x) = 0 para toda x en |

Ejemplo. Para

S =" ) =" w 2w,

ewlx ewlx
wls _wl2xy _ ¢ ‘ . _ {wy +wy )x
w(e" ' *,e )w; s wax =W —wWe # 0
we wye”
: Para todo valor de x. Por lo tanto fo ko sonlienR.
Eiemplo. Si @ Y 8 sonnimerosre %  entonces:
¥ =e“ cosfx y ¥, =e“senfx  Son linealmente independientes en R.

Puesto que:

! ax . cx ,
(e cosfe , ™ senfx ) = € cospx € senjix
CATRY ; ar . ax e Yt Fo. o i
—fe T senfx +ae™ cosgy e T cosgy +ae™ senfx




= fe’®(cos’ fx +sen’Bx )
= fe’™ 20

Eiemplo. Las 3 funciones :

Hx)y=e* S(x)=xe"

Son linealmente independientes en R puesto que;
le” xe” x’e”
wie®,xe", x’e" ) =¢" xe*+e* x’e* + 2xe”

X

e* xe*+2e" x'e" +4xe” +2e"

=2e’x
No es cero para ningun valor real de x.

Ejemplo. Examinemos las funciones

O,OSxSV}{—
y!(x)z 1 I
(x——é)z,—j Txsl
(x- Alw—)z,o <xst
y.)(,x)z 21 2
0,-ntx<l]
2

Sus graficas tienen la forma que se muestra en la figura

Yy

_

fi(x)=x’e

I i
0 A |



L.as funciones Wy », sonli, puesto que solamente para:

¢, =¢C, =0

Se cumple la igualdad

c,yi(x) = Czyz(x) =0

En efecto, considerdndola en el segmento [0,1/2], obteniendo
ino obstante, en el segmentof1/2,1]

¢, =0 .puesto que ¥, (x) # 0

se tiene ey (x)=0 , de donde ¢, =0

en ¢ste segmento.

Consideremos el wronskiano del conjunto  ( Vs Xa)
En ¢l segmento [0,1/2] )

0 (-1
W(ylsyz)mj 1 2 =0
0 2 -

En el segmento [1/2,1]

i(x‘g)z 0
W(3,¥,) = =0
2(.-x) 0
? (2 g
Porlotanto  w(y,,y,) en [0,1].

Definicion. Se flama conjunto fundamental de soluciones en un intervalo | a cualquier conjunto

O ¢ de n soluciones linealmente independientes de la e.d. lineal homogénea de

ordenn

en el intervalo 1.

b

ey, {(x)=0

de donde

,puesto que ~ Mi(x¥) =0



Definicion. Sea Y un conjunto fundamental de soluciones de la e.d. lineal

homogénea de orden n en un intervalo |, se define como solucidn general de la ecuacion en el
intervalo a

y =y () +,,(x) +., 0, (X)
Endondelos ¢, son constantes arbitrarias.

= ] = sen(n: i
¥, = cos(lnx) Y2 (inx) forman un conjunto

Ejemplo. Verifique que las funciones
fundamental de soluciones defae.d. x y"+xp'+y =0

Se tiene que Y y ), porque:

~cos(lnx)  sen(inx)|

2 2
‘,-V:msen(ln x) COS(hl x) - COS (ln X) " §en (In X) _ 1

X X X
X X
w=0
Después y son soluciones de la e.d. porque:
W Vs
~sen{Inx
¥ =cos(lnx) = p,'= —sen(lnx)

cos(In x) - L —sen(lnx)-1

»= 2 ‘"_'

_ _cos(Inx) —sen(lnx)
x?.

Sustituyendo la e.d.

'y +xy'+y = —cos(lnx) + sen(Ilnx) —sen(Inx) +cos(lnx) =0

b,... 0, . n

nY



Tecrema. Sean n soluciones de la e.d. lineal homogénea

Y +a(x)y" N+ a,(x)y =0

Enunintervalo | Y sea X, cualquier punto en . entonces

- J{‘Tl ()t

WD, @)X =€ ® WD, D, )(x,)

Demosiracién. Sea  w{(®,,...,0,)

A partir de la definicion de W como un determinante, se
sigue gue:
DD, D,..D, D,.. D, ‘_
O,..D,) (ORI DD, :
DD O RO T Q"..D,"
W= . P+ ° +ot e
? . ° 1 L]
. ‘ * i : * :
‘ - n-i : - - :
;(Dlw E)".(I)”(l ) E(I)(ﬂ i)“.(Dn(” l)é :(D(”)...CDH(”)

I ne nrimarne n.1 determinantes valen cero, por tener cada uno de ellos renglones idénticos como
d,.. D son soluciones de la e.d. homogénea, se tiene lo siguiente:
LD

(D;(‘”) = —31‘3:’5"_[} ——a®d

Rl |

i=1,.H

Y por tanto



" cb!(r:wz).”(bn(u—Z)
Loy (n~1)

-3 LI o
= a”m,{DE e a"wiCD”
i i=0 i={

El valor de este determinante no cambia si multiplicamos cualquier renglén por una constante y se

lo sumamos al ultimo renglén. Multiplicamos el primer renglén por a . el segundo por

n

. .- & {n-1) renglon por @, |y le ponemos todo esto al ultimo rengion,

con lo cual obtenemos:

-1 |
(D,(" ’...dJ"'" ) J
: (n-1) (n-1}i
a0 gD,
Por consiguiente, W satisface la ecuacion lineal de primer orden

wia,w =0

Y asi:

- fay (1)dt
w(x)=e ® w{x, )

Corolario. Si los coeficientes de la e.d. son constantes, entonces

w(®,..D, )(x) = e (@, D, Nx,)

Eiemplo. Consideremos la ecuacion




¥ =ce® +c:xe™ + c:x2e™ + ¢.x%e% + s +Goxe




V.4 Coeficientes indeterminados.

Teorema: Sea Yp una solucion dada de la ecuacion diferencial fineal no homogénea de orden n en

un intervalo |
d"y d”y dy
f 8l X )= 8o o X)L +adX) - +a8d X))y =q(x
()dx,, ()dx,,_1 o )dx (x}y =9(x)
YseaY,, ... Y, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea asociada a la
ecuacion anterior.
Entonces para cualguier solucion Y(x) de la e.d.l.n.h. es posible encontrar constantes C1,Cirnnnn €n
de modo que:
Y=CYdX)+ ., + Co¥o( X) + Vo X)

Demostracién: Supdngase que Y y Yp son soluciones de:

a{ )y +an (X" +adx)y'+valx)y = g(x)

Entonces:

an( X)Ly = ¥el™ + @ (XY =yl + o +a( )y - yel+ad X)y - ys] =

[a ()" + @ (X)y" "+ +adX)y'+al X)y] - [@.00y"" + & - (X" . +ad X) o' +ad X)y]

9(x)-g(x)=0
Por fo tanto:
YX) =y X)=Cyd X))+ + Cayo X)
O bien:
Y{X) =y XY+ 0y dX)+ .o + CaYo( X)

Definicion: Sea Yp una solucién dada de la ecuacion diferenciai lineal no homogénea de orden n ¥
sea:

La solucion general de la ecuacién homogenea. La solucion general de la ecuacién no homogénea

se define como:
Y=C,Y () C.Y00+Y, (%)

A la combinacion lineal C,Y,{x)+......... +C.Y, se le llama funcidn complementaria.

I
12



Sea dada la ecuacion diferencial

ay™ +ay™ +any = f(x)
De coeficientes constantes reales aya,,........... 8, La solucion general de la ecuacidn no
homogeénea es igual a la suma de la solucion general de la ecuacién homogénea correspondiente ¥
de cualquier solucion particutar de la solucién no homogénea.

La solucion general de la ecuacion homogénea correspondiente se halla segun las reglas
expuestas anteriormente.
Por lo tanto el problema de la integracion de la e.d. se reduce al problema de la busqueda de una
solucion particular Y, de la solucién no homogénea. Cuando los segundos miembros {(x) tienen una
forma especial la solucidn particular puede hallarse con mayor facilidad por el método de
coeficientes indeterminados.

Para que sea posible emplear el método de coeficientes indeterminados, el segundo miembro f{x)
tiene que tener la forma:

f(x) = 8*[P:(x)cos fx + Qu(x)sen fx]

Donde P.(x} y Q,,(x) son polinomios de grado n y m, respectivamente. En este caso, se busca una
solucion particular Y, de la ecuacion de la forma:

v x) = x*e™ [Py x)cos Ax + Gx)sen Ax]

Donde K=max(m,n)

PA(X)
Y
QK(X)

Son polinomios de grado k, de coeficientes indeterminados, y2& es el orden de multiplicidad de la
raiz del polinomio caracteristico.

Si el segundo miembro f(x) representa una suma:
!

F(x) = af(x)
§=1

Daonde

fi(x) = @™ [P..{x)cos Fix + Qn.{X)sen fix]

En virtud del principio de superposicion se busca una solucidn particular Y,dela e.d. de la forma:
!

Yo = Z Yo
i=1

Ejemplo: Hallar la solucidn general de la ecuacion  y"'-y'= 12x%+6x

En este caso

i~
(P



F(x)=12x? + Bx = 6°*[(12x2 + 6x) cos(0x) + (0) sen(0x)]

Y por lo tanto m=2, n=0, alfa=0 y R=0. Asi K=max(2,0)=2. Para obtenerd vemos si alfa+it=0 y la
raiz del polinomio caracteristico:

m3-m2=0
Como el numero 0 es raiz de multiplicidad 2, se debe buscar una sofucion particular de ia forma:
Yo(Xx) = X*€% [(A:x? + Aix + Aa)cos(0x) + (Bax? + Bix + Bo)sen(0x)]

= X2 (Ax* + Ax + Ad)

= Aux® + AX® + Anx?

Sustituyendo la expresion de Yp en la ecuacion dada se tiene:
24A.x +BA, — (1 2A2X2 +BAxX + 2Au) = 12)(2 +6x
~12A:X% + (24 A:~ BANX + BA — 24, =12x% + BX
donde

~124.=12

24A;-6A, =6
BA ~2A.=0

La solucion de este sistema es:; A,=-1, A=-5 y A,=-15. Por lo tanto:
Ye=—x*~5x*-15x%

La solucién general de la ecuacién dada es:

Y =Ci+Cox +Cse* — x* ~5x° ~15x?

Ejemplo: Hallar la solucion general de la ecuacion:
Y"-8y'+Gy=25e"senx

En este caso

f(x)=25e" senx = e"[(0)cos(x) + 25 sen(x)]

Y por lo tanto m=0, n=0, alfa=1 y 8=1.Asi K=max(0,0)=0 Para obtener A , vemos si:
a+iff =1+i

Es raiz del polinomio caracteristico:

m2-6m+9=0



Como las raices del polinomio caracteristico son ;

Ar=A:=3

Se busca una solucion particular de la forma:

Y. =e*[Acosx + Bsenx]

Poniendo la expresion de Y, en la ecuacion y simplificando ambos miembros de esta nor &
obtenemos:
(3A-4B)cosx+{4A+3B)senx=25senx
de aqui resulta
3A-4B=0
4A-3B=25

La solucion de este sistema es A=4 y B=3.Por consiguiente

Y, =e*[4cos x +3senx]

La solucién general de la ecuacion dada es:
Y ={Ci+C:x)e® +e*(4cosx +3senx)

Ejemplo: Encuentre la solucion general de:
Y"'+2y +2y=3e™+4c08X

Primero se resuelve la ecuacién homogénea asociada.
La ecuacion caracteristica es P + 2r + 2 = 0. Sus raices son

r= -t +i
Ahora se determina Y,. Observe que f(x) es una suma de dos términos, 3e™ y 4cos x. Considere
primero:

Je™ = e™ [ 3cos (Ox) + Osen {Ox) ]

En este caso m=0, n=0, a=-1 y B=0. Asi k =max (00)=0. Como «+ip = -1 no es raiz del
polinomio caracteristico, sabemos que Y, incluye un término de la forma A,e*. Ahora considere:

4cos x = &% [4cos x + Osen x |
En este caso m=0, n=0, a=0 y B=1. Asi k=max (0.0). Como « +iB =ino es una raiz del
polinomio caracteristico, sabemos que Y, incluye un término de fa forma A,cos x + B,sen x. Por lo
tanto:
Y, =A™ +Acos x + Bsen x

para algunas constantes A,, A, y B, Sustituyendo esta expresion en la ecuacion se obtiene:

[Ae™ +Acos x +Bsenx ]’ + 2[{ Ae™ + A cosx + Bysen x| + 2[ A,e™ + A,COS X +B,sen x |

S8
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= 3e™ + 4cos X

Es decir:

Ae™ - ACoS X - Bysen x - 2A,e™ — 2A,5en X + 2B,cos X + 2A,8™ + 2A,008 X + 2B.sen x
= 3e™ + 4cos x

Aparecen tres funciones e , cos x, sen X en esta ecuacion. Igualando los coeficientes de
términos semejantes se tiene:

er A, =3
COS X A, +2B,=4
sen x B,~2A,=0

Este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas A,, A2, y B, tiene la solucion:

A = 3 Az '4/5 Bz""BiS

Entonces:
Y, = 3e™ + 4/5c0s x + 8/5sen x

Y la solucidén general es:

Y = Cie™* cos x = C,e™ sen x + 3e™ + 4/5c0s x + 8/5sen x

Ejemplo. Delaformade Y, sii y" + 2y + By = x3e™ sen2x

Las raices de! polinomio caracteristico r2 + 2r +5 son -1 + 2i. Asi, las dos soluciones homogéneas
independientes son e* cos 2x y e™sen 2x. Como:

f(x) = e* [ Ocos 2x + x3sen 2x ]

entonces m=0, n=3, a=-1 y B=2. Asi k=max (0,3)=3. Como o +if=-1+2i es unaraiz de
multiplicidad 1 del polinomio caracteristico, se tiene:

Yo =X (Ag+ A+ A + Ax® ) e cos 2x+ x(B, + B,x + B,x? + B,x® ) e* sen 2x




IV. 5. Variacién de parametros.

Para hallar una solucién particular Y, podemos emplear el método de variacion de parametros.
Tratamos de hallar n funciones C,, ..., C, tales que:

Yo= G+ L +CY,
Sea una solucion de la ecuacion diferencial no homogénea:
| YO+ a,(x)y ™+ L+ ax)y = b(x)
.' 'Qon Y,, ....Y, soluciones de la ecuacién homogénea.
Para determinar C,, ..., C, , obtenemos el siguiente sistema;

Y€y o+ Y,Ci'+ . o+ Y.C,) =0
Y, Cy o+ Y,)C)+ . o+ YC) =0

Y NC) + Y, C) 4 L+ Y MG = b(x)
Con este 'sistema podemos comprobar que:
Yo =CY,+ .. +CY,

Es una solucidn particular de la ecuacion diferencial:

YO +a, )y + . +a, (X)y = b(x)

Para esto calculamos las derivadas de Y, como sigue:
Yo =G+ CYy + L+ C Y, +C Y =Y, G+ . +Y,C ]+[C,Y, +..+CY, ]
=0+CY, +. . +CY, = CY +.+CY,

Y = O O+ L+ O O, = [YC, L+ YC G+ + G
=0+CY,"+ . +CY, "= CY, +.+CY,"

Yp(n.-” =C1Y1% + .+ C Y,

VO =GV 2 CY O 54 OV # CY,O = [CY, O 5+ Y] 4
‘ [CY,™ + . +CY ] =b(x) + CY,™ +  +CY™ = CY, " +.. +CY." +b(x)

Sustituyendo fas derivadas de Y, en la ecuacion diferencial:

YO +axy™? 4+ L+ a(x)y = bix)



Obtenemos:

[CY, ™+ .+ CY, ™) +a,x) [CY,™ +  +CY, ]+ _+a,()[CY, +..+CY,] =
CilY\™ +a() Y, "V + 43 ()Y, ] +..+CY M +a,x) Y, L+ a Y, ] +bx) =
Ci0] + ..+ C.O] + b(x) = b(x)

Si W, es el determinante que se obtiene de W(¢, , ... , ¢,) reemplazando la k-ésima columna
(b, B o 07y por (0, 0, ..., 0, 1)entonces:

Y entonces Y, tiene la forma;

AULIO)
| seees B, )(F)

" k(l)b(f)
Y =
H()=2 4 (x) A0

Para adaptar el procedimiento anterior a una ecuacion diferencial de segundo orden

Y=Y 6, (x)

y'+ POy + Qx)y = f(x)
con conjunto fundamental de soluciones Y, y Y, , la solucién particular
Yo=Cix) Yy + Cx) Y,

Se encuentra tomando

o ¥
R AN
A T T A 1

vyl oy

b s
RO
A T A R
ronl o lnon




Y, 0

VRN LAACY B 71€))
R T B T
Bonl oy

Eiemplo. Resolver:
4y" + 36y = csc 3x

Primero escribimos la ecuacion en la forma estandar, dividiendo entre 4.
y" +ay = Yacse 3X
Puesto que [as raices de la ecuacion auxiliar m, + @ = 0 son m,=3i y m,=-3i se tiene que:

Y. = Cycos 3x + C,sen 3x

Y
cos3x sensx
|-3sen3x 3cos3x
consecuentemente
i
(sen3x)(—csc3x)
, 4 1
CI = = ——
3 i2
3x)(Lese3
oo (sen x)(4csc x) _ 1 cos3x
: 3 12 sen3x

de lo cual se obtiene:

{ .
o sn?sen3x|

1Y
il
t
>
-
3
i

1 1 |
Y, = = =—-XC08 3X + — (sen xi In sen 3x|
12 36

EJERCICIOS



1.- Determine si las funciones dadas son lineaimente independientes ¢ linealmente dependientes
en el intervalo dado:

ay 1, 2, % x

b} senx, cosx, cos2x

c) 1, senx, cos2x

d) cosx, cos (x+1), cos (x-2)
e) 1, sen2x, (sen x - cos x)
fy 1, arcsen x, arccot x

g) 5, arctan x, arccot x

h) 2+x, 2+ |x|

2.- Demostrar que las funciones dadas son linealmente independientes y su wronskiano es
idénticamente nulo.

b) 0, si 2<x<0
y2(x) =
X, s Texg<1

3.- Verifigue que las funciones dadas forman un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
diferencial en el intervalo indicado. Forme la solucién general.
a) Xy +6xy " +dxy' -4y =0 ; x%Inx, Ocx<oo

byyW+y"'=0 1, X, COSX, Senx -oo<x< oo

4.- Si y, ¥ y. son dos soluciones de:
(1) ' —2xy' +n(n+1 )y =0
en-l<x <1, demuestre que:

c
l-x

w(y,y,) =

2
donde c es una constante.
5.- Suponga que y, y y, son soluciones de la ecuacién diferencial:

xy"+y +xy=0, O<x<w

suponga que se consideran las condiciones iniciales:



(%) = K, ¥:'(X) = kg
¥2(Xo) = k3 ¥a'(Xo) = Ks

con x>0, Pruebe que:

w(y,,y,) = (k|k4 "xkzkw)xo

6.- Diga si las siguientes son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, demuéstrelas; si son faisas,
dé un contraejemplo para mostrar su falsedad.

a) "Si ¢, ¢, son dos funciones linealmente independientes en |, entonces son linealmente
independientes en cualquier intervalo J contenido en 1."

b) ‘St ¢, 9§ son linealmente dependientes en un intervalo |, también son linealmente
dependientes en cualquier inervalo J contenida en 1.

7.- Sean ¢,, ¢, dos funciones derivables en un intervalo |, las cuales no necesariamente son
soluciones de una ecuacion  y” + a,(X)y’ + a,(x)y = 0. Demuestre lo siguiente:

a) Si ¢, ¢, son linealmente dependientes en |, entonces w(¢,, $.)(x) = 0 paratodaxen|.

b} Si wié;, d2)(xo) 2 0 para alguna x;, en |, entonces ¢,, ¢, son linealmente independientes.

¢) Si w(d,, ¢.}x) para toda x en |, no implica que ¢,, ¢, sean linealmente dependientes en |,

d) W(g,, ¢.)(x) paratoda xenl y ¢,(x}= 0 enl implica que ¢,, ¢, son lineaimente
fHW

2

dependientesent. (Ayuda: calcule {

8.- a) Sea ¢, cualguier funcién que satisface Ia ecuacién con valores en ia frontera
y' + 0’y =0
y(0) = y(21T)
y'(0) = y'(2IT)

donde n=0, 1,2, ... Demuestre que:

2{}%) #, (x)dx =0

si n=m. (Ayu‘ja: “¢n” = nz‘bn y "d)m” = mz‘bm‘ Asi (nz'mz) q)n ‘bm" - ¢'m @n” = [ ¢n @m’ - {bm ¢’n]j,)-

b) Demuestre que cos nx y sen nx son funciones que satisfacen la ecuacion con condiciones de
frontera,

8.- Diga si las siguientes afirmaciones falsas o verdaderas S son verdaderas, demuéstrelas, si
no, de un contraejemplo.
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a) "Si ¢, ... ¢,, son funciones linealmente independientes en un intervalo |, entonces cualguier
subconjunto de ellas forma un conjunto de funciones linealmente independientes en 1."

b) "Si ¢y, ..., ¢, son funciones linealmente dependientes en un intervalo I, entonces cualquier
subconjunto de ellas forma un conjunto de funciones lineaimente dependientes en |.*

10.- Encuentre cuatro soluciones de la ecuacion;

y(4)+ry =0
que sean linealmente independientes, para los siguientes casos:
ay A=0
by A>0
¢} A<0

41.- Integrar las siguientes ecuaciones:

a) y'+ey"+ 1y +6y=0

b) yVl+yV+yiV___0

c) y'-8y=0

d) yV+4y"+10y" + 12y + 5y =0
e) y¥ +2y"+4y" -2y -5y =0

) y'+ayV+ By -8y’ ~4y=0

g y'+2y -y -2y=0

h y*=0

 y"-3'-2y=0

12.- Resolver las siguientes ecuaciones por el método de coeficientes indeterminados

a) iy +y = (xex)er

b} y"+ 2y + 5y =e”sen 2x
c) y"+4y' + 8y = 10e*cos x
d} 4y” + 8By’ = xsen x

e) y"+2y +y=x%7"cos X

f) y +y =cos?x+ e +x2

13.- Resuelva cada ecuacion diferencial mediante variacidn de parametros

X

t ] e
a) y'-2y'+y= e

by »y'-2y'+y=e"arctanx

C) ir_4yl+y:e.tf2 ,'I_xl

14.- Dadoquey, =x"cos x y vy, = x"?sen x forman un conjunto fundamental de soluciones de

LX)
13



X2y" Xy + (X -1/4)y =0

encuentre la solucion general de:

o Xy Xy + (X2 — 1fa)y = x¥?

15.- Copsideremos la ecuacion:

¥’ +y = b{x)

Demuestre que una solucion particular esta dada por;

'%x—t)b(z)dz

i

(%)
2



