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ANALISIS VECTORIAL

Unidad 1

1. Sean u, v, w vectores unitarios en R que son ortogonales entre si. Si a = au + Sv + yw,
mostrar que
a=a-u, P=a-v, y=a-w

¢, Cudl es la interpretacion geométrica de los resultados anteriores?

2. Calcular el volumen del paralelepipedo cuyos vértices son A(0, 0,0), B(3,0,0), C(0,5,1),
D(2,0,5), E(3,5,1), F(5,0,5), G(2,5,6), H(5,5,0).

3. Determinar todos los valores de A tales que:
a) u=(2,-1,3) yv = (4,-2, 1) sean ortogonales.
b) u=(2,-1,1) yv = (1,4,2) forman un angulo de 7.

4. Sean (2,3,-2), (4,-1,-1) y (3, 1,2) las coordenadas de los puntos P, Q y R respectiva-
mente. Obtener:

a) La ecuacion del plano que contiene los tres puntos.
b) Ecuacidn de la recta perpendicular al plano y que pasa por el punto (2, 3, -2).

c) La distancia del origen al plano.
5. Demostrar las siguientes relaciones:
a) [|Ax B|I* +|A - B = | Al BI?
b) Xx(§x5)+§x(5xg)+5x(ﬁx§):6
6. Muestra que los puntos P(3,5,6), Q(1,2,7) y R(6,1,0) son los vértices de un tridngulo
rectangulo.
7. Seand = (4,5,-2), b =31 - 2] + 2k y & = (-3, 1, -2) vectores en R3. Calcular:
a) (@-8)d-(a-b)a
b) (Gx&)-d—(dxb)-ad
c) Proy;(b) x Proy;(a)
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. Considere una pecera que tiene vértices en el origen, ii = i + 10/, v = 10i + J, w =

20k, i + v, + W,V +w y il + V + w. Dibuje dicha pecera y calcule su drea y su volumen.

Demuestre que los vectores (u x V) y (3v X iz) son siempre paralelos y los vectores (i X V)
y 3V son siempre perpendiculares para cualquier par de vectores i, .

Considere la recta L; : % = % =2 % encuentre una recta L, que se intersecte con

esta en un solo punto y sean perpendiculares entre si.

Considere el plano P que contiene a los vectores (1, 3,-2), (2,4,5),(2,2,-5). Y sea P,
el plano que pasa por el (3,2, —1) y paralelo al plano 2x — y + z = 3. Hallar P N P;.

Considere la recta L que pasa por el punto (9, 1, —2) y perpendicular al plano yz, y consi-
dere el plano con interseccidn en los ejes dadas por 27,27, 2k P. Hallar PN L.

Demostrar que la condicidn necesaria y suficiente paraque A X (BxC) = (AX B) X C es
(A X C)x B =0. Discutir los casos en losque A - B =0, 0o bien B-C = 0.

Hallar el angulo agudo formado por dos diagonales de un cubo.

a) Siay =i+3j -k, dy=20-2j+kyas=4i+j-k, forman parte de un conjunto
reciproco de vectores, obtener a los vectores by, b, y bs.

N |
b) Comprobar que [ajazas] = A

Hallar la ecuacion de la recta &, que pasa por el punto A = (=3,5,-7) y es paralela a la
recta &, siendo & = % N P,, con

‘@1 = {(x,y,Z) €R3 | 7x—3)’+52 - _2}

P ={(x,y,2) e R | 2x + 5y —z =13}

Hallar la ecuacion de la esfera inscrita en el cubo ABCDEFGH, donde A = (-2,3,2),

B = (-2,3,11),C = (1,3,2), D = (7,3,11), E = (=2,12,11), F = (=2,12,2), G =
(7,12,2) y H = (7,12, 11).

Use vectores para demostrar que un paralelogramo es un rectangulo si y sélo si sus dia-
gonales son iguales en longitud.

a) Simplificar la expresion (2A — 3B + 5C) x (5A + B +4C) - (7TA - B + 2C).
b) Evaluar el resultado final, siA =2/ — J + 5k, B=7-3] -2ky C=4i +5] — k.
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a) Siay =3i—]+2k ay=i-4j+3kyas=i-j+k, forman un conjunto reciproco
de vectores, obtener a los vectores b1, bz y b3

b) Comprobar que a; X b1 + dy X bz + d3 X b3 -0

Hallar la distancia entre los planos

x=2u-3v+5 x=2u-3v-9
Pri{y=u+dv-1 Yy Priiy=u+4dv+7
z=3u-2v+4 z=3u—-2v-2

Hallar la distancia del punto Py = (-2,7,-5) de larecta <, donde & = 9| N &;, con

P ={(x,y,2) €R>: 3x +2y — z = -4}
Py ={(x,,2) €R3:7x+4y+2Z: 11}

Hallar la ecuacién de la esfera inscrita en el cubo ABCDEFGH, donde A = (-5,-2,7),
B =(-5-2,-1),C = (-5,6,-1), D = (-5,6,7), E = (3,6,-1), F = (3,-2,-1), G =
(3,6,7)y H=(3,-2,7).

Hallar las componentes i y j del vector ¥, dada su magnitud y el dngulo que forman con
el eje X positivo.

a) [I9]| = 4:0 = 30°
b) IVl =6:0=3%

Dos fuerzas con magnitud de 500 N y 420 N actuan sobre un gancho a angulos de 30° y
—45°, respectivamente. Hallar la direccién y magnitud de la fuerza resultante.

Eltrabajo W realizado al mover un objeto de (0, 0) a (7, 3) sujeto a una fuerza FesW = F.7
donde 7 es el vector que va de (0,0) a (7, 3). Las unidades son en metros y kilogramos.

a) Suponiendo que la fuerza F = 10cos 67 + 12sen 6]. Halla W en términos de 6.

b) Suponiendo que la fuerza F tiene magnitud de 19 N y forma un angulo de /3 con
la horizontal, apuntando a la derecha. Halla W.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por (0,—1,1) y (0, 1,0).
Hallar la ecuacion general del plano, en cada caso.

a) Contiene a los puntos (-2,7,7), (0,4,7)y (2,1,4)
b) Pasa por el punto (1,2,3) y es paralelo al plano XZ.

Halla el volumen del paralelepipedo generado por los vectores (1,0, 1), (=1,1,1) y (=3, 2,0).

¢,Cudl es el volumen del paralelepipedo con aristas en los vectores @ = 27 + 5] — 3k y
C=1-2]+k?
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Hallar la ecuacién general del plano que: pasa por el punto (1,2, 3) y es paralelo al plano
XY.

Hallar las componentes i y j del vector ¥, dada su magnitud y el angulo que forma con el
eje X positivo.
V|| =3; 0=45°

Demuestre que la recta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es paralela
al tercero y tiene la mitad de su magnitud.

Pruebe la ley de los cosenos de la trigonometria:

llell® = llall® + 16117 = 2llalll|b]| cos 6

Sia+b+c=0,pruebaqueaxb =bxXc =cXa, e interpreta el resultado de manera
trigonométrica.

Hallar una ecuacion vectorial que represente el plano que pasa por tres puntos dados
cuyos vectores de posicion son A, B, C.

Desarrolle y simplifique su respuesta al maximo, poniéndola en términos del triple producto
escalar cuando sea posible.

Si @1 y ¥ son vectores unitarios con direcciones diferentes, demostrar que el vector & + ¥
biseca internamente el dngulo entre @i y v. 4 Es (& + ¥)/2 un vector unitario?

.0 1—-cos@
sin — :J_q/—
2 2

0 N 1 +cos@
cos — :_\/—
2 2

Formulario:
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Dos fuerzas con magnitud de 600 N y 520 N actuan sobre un gancho a angulos de 30° y
—45° respectivamente. Hallar la direccion y magnitud de la fuerza resultante.

¢, Cudl es el volumen del paralelepipedo con aristas en los vectores d = 2i+j—k, b = 5i-3k
yc=1i-2j+k?

Se dice que un triangulo con vértices A(3,0,0), B(0,2,0) y S(0, 0, 6) pertenece a un plano.
Determine la ecuacion de dicho plano.

Para los vectores propuestos i = (3, -2) y v = (4, 1) determine los valores de 1A para que
dichos vectores sean:

a) paralelos,

b) perpendiculares.
Demuestre que: (Z + E) . (E + 5) X (5 + X) =2A-BxC.

Para un punto dado P en el espacio y un vector L que representa la directriz de una recta
||[PAXL]|
LI

enR3, demuestre que la distancia del punto a la recta se puede determinar por d =
donde A es un punto de la recta.

Muestre que los vectores A = 37 + [ — 2k, B = —i + 3] + 4k y C = 47 — 3] — 7k pueden
formar los lados de un triangulo, de ser cierto, determine la longitud de las medianas de
dicho triangulo.

Demuestre que para cualquier vector constante A, el vector A x7 siempre es perpendicular
al vector A. El vector 7 es un vector de posicion medido desde el origen.

S A

Para los vectores A =2/ +k, B=i+ ] +kyC
=0,

] 47 — 2} — 6k, determine el vector R para
quesecumplaqueRxB:CxByR A

de ser posible.

Usando la disposicion de las fuerzas del siguiente dibujo, escriba F3 en término de F; y
Fi.

th_ = 600N
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Sia =2i+]-3k,b=1i-2]+k, hallar un vector de médulo 5 perpendicular a los vectores
ayb.

Hallar el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son a = 6i — 97 + 12k, b = 21 + 4] — 2k
yC=6l—3]+6k.

Demostrar que el drea de un paralelogramo de los lados @ y b es |a x b|. Haga un dibujo
en el plano.

Hallar los angulos que forma el vector @ = 3i — 5/ + 4k con los ejes coordenados.

Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos a = 3i — j + 2k, b =1 — ] — 3k
y ¢ = 4i — 3] + k. Recuerda que el drea de un tridangulo es la mitad del drea de un
paralelogramo.

a) Simplificar la expresion (3A — 5B +4C) - (2A—-B+3C) X (A-3B +2C).

b) Comprobar el resultado para A = [-3,2,-1], B=[5,4,-3]yC = [1,-1,-T7].

Hallar la distancia del punto p; = (2,-1,5) al plano P, donde P = {¥ € R? : ¥ = oV +
02\72 + \73,01,02 S R} donde \71 = [1,3, —1], \72 = [4, 1, —2] y \_/)3 = [5,4, —3]

Sid, =2i+3j-k,d» = i— ]+4k_y as = 2i—3j—k, forman un conjunto reciproco de vectores.
(a) Obtener a los vectores by, by y b3 (b) Comprobar que [ad»ads] = 1/[b1b2b3]

Hallar la ecuacion de la recta £, que pasa por el punto B = (5,-3,-2) y es paralela
ala recta £y, donde £, = Py N Py, con Py = {(x,y,2) € R : Tx —y +2z = -5}y
Py ={(x,y,2) €R®: 2x + 5y — 7 = —-9}.

a) Simplificar la expresion (2A + 3B —5C) - (3A —2B +4C) X (2A - B + 5C).
b) Comprobar el resultado para A = [4,-1,2], B=[2,1,-3]y C = [5,1,-1].

Hallar la ecuacién del plano P, que dista 13 unidades del plano P, donde P; = {¥ € R3 :
V= (1'1\71 +a'2\72+\73, a1, @y € R} donde \71 = [1, -3, —2], 172 = [5, -3, —1] y \73 = [6, 2, —5].

Sid, =i-3]-k,d, = 21+] -2k ya3 = 4+ j -3k forman un conjunto reciproco de vectores.
(a) Obtener a los vectores bl, b2 y b3 (b) Comprobar que [dd2ads] = 1/[b1b2b3]

Hallar la distancia entre las rectas £ y £,. Donde £, = {[x,y,z] € R® : [x,y,z] =
[2-51.4-1,9-31].1 €R}y & = Py nPycon Py = {(x,y,2) € R%: 2x+3y -z =5}y
Py ={(x,y,2) €R¥:5x -y +27=-6}.
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Considerar los vectores ii = 3i + 4] y ¥ = i + aj. Determinar a de tal manera que:

<)

y v sean ortogonales.
b) uy v sean paralelos.
uyv

v formen un dngulo de .

Seanda’ = :fgﬂ, B = #1“7 ycd = fii(’; cond- b x & # 0, vectores en R3. Obtener:
a-bxc a-bx a-bx
a)a-a
b) b ¢
c) De acuerdo con el resultado anterior, ¢que angulo forman entre si los vectores b’ y
c?

Encuentre una ecuacion del plano perpendicular al vector A=2i- 3] + 6k y que pasa por
el punto terminal del vector B = i + 2 + 3k.

Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta que pasa por el punto terminal del vector
B=i+2j+3ky el origen.

Obtener la distancia del plano obtenido en el primer punto y el origen.

Determinar la férmula para obtener la distancia de cualquier punto P(xy, y1,z1) a la recta
(X, Y Z) = (XO’ Yo, ZO) + l'(Vx, Vy’ VZ)'

Seanii = [ —6] +2k, v = 2] + Tk y w = —=2{ + 12] — 4k. Determinar si i,V y w son
linealmente independientes o dependientes.

Encuentre los angulos internos de un trlangulo enel que dos de sus lados estan formados
por los vectores A = 20 +5] +6kyB 30+ j +2k.

Sean P(1,0,1), A(6,1,-3) y B(2,3,-1) puntos en R>. Obtener:

a) La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por A y B, asi como la distancia de la
recta al origen.
b) El punto mas cercano al punto P sobre la recta.

Seanr = xii+y1]+z1k, r» = x2l + y2] + 22k, r3 = x3i + y3] + 23k los vectores de posicién
de los puntos Py, P, y P3. Encontrar una ecuacion para el plano que contiene Py, P, y Ps3.
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71. Dada la siguiente configuracidn de tres vectores a, b, ¢ en el espacio R?, diga si son lineal-
mente dependientes o independientes escribiendo la ecuacién de la combinacion lineal
de los vectores y los escalares correspondientes. Justifique su respuesta.

72. Considere un rectangulo de lados vectoriales. Calcule la longitud de cada una de las dos
diagonales del rectangulo y diga si tienen la misma longitud o no, demostrandolo por
célculo directo. Dibuje el esquema geométrico asociado al problema.

73. Dados dos vectores A y B, ¢qué condicion deben de cumplir A y B para que el valor del
producto punto sea igual al del producto cruz? Justifique su respuesta analiticamente y
trace el diagrama ilustrativo.

74. a) En el espacio tridimensional R? halle una ecuacién para el plano XY que pasa por
el origen de coordenadas O, siendo r = (x, y, z) un punto cualquiera sobre el plano.
¢, Cual es el vector normal? Justifique analiticamente su respuesta.

b) En el espacio tridimensional R? halle una ecuacién para la recta conocida como eje
X que pasa por el origen de coordenadas O, siendo r = (x, y, z) un punto cualquiera
sobre dicho eje. ;Cual es un vector paralelo al eje X? Justifique analiticamente su
respuesta.

A

Figura 2: Eje X y plano XY en el espacio R?.
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84.

Las diagonales del paralelogramo son los vectores A = (3,-4,-1) y B = (2,3, -6), de-
muestre que el paralelogramo es un rombo y determine la longitud de sus lados y angulos.

Sea P =(3,1,2) y Q = (1,-2,-4):a) Encuentre una ecuacion del plano que pasa por Q
y es perpendicular a PQ.b) Calcule la distancia del punto (-1, 1, 1) al plano.

Encuentre el area del triangulo con vértices:

a) 3,-1,2), (1,-1,-3)y (4,-3,1)
b) (2,-3,-2), (-2,3,2)y (4,3,-1)

SeaP=(3,-2,-1),0=(1,3,4) yR=(2,1,-2) y el origen O = (0,0,0), encuentre la
distancia de P al plano OQR.

Un peso de 100 libras esta suspendido de su centro por medio de una cuerda formando
angulos de 60° con la vertical en cada extremo. Determine la tension T en la cuerda.

LLLLLLLLLL LSS L LSS

60° ! 60°
1

100 1b

Demostrar el teorema de Pitdgoras para un tridngulo rectangulo cualquiera ¢? = a? + b2,
con a y b la longitud de los catetos y ¢ la longitud de la hipotenusa.

El parametro continuo ¢ puede tomar todos los valores reales. Trazar la curva cuyas ecua-
ciones parameétricas son: x = at, y = bt,z = 0. Qué representa la grafica?

Si el angulo entre los vectoresay b es de 60° y ||a|| = ||b|| = 3, demostrar que ||a—b|| = 3.

a) Desarrollar y simplificar la expresion:
(2A-3B+5C) - (—2A+B -4C) x (6A + B -5C)
b) Comprobar el resultado para A = [3,-5,4],B=[2,-1,-4]yC = [7,-1,2].

a) Demostrar que la distancia d entre los planos Py : Ax+ By+Cz=D1y %> : Ax+ By +

Cz =Djes:
|D> — Dy

VA? + B2 + C?

b) Usar el resultado anterior para hallar |la distancia entre los planos:

d =

x=3u-v+5 x=3u-v-17
Pr:iqy=u—-5v+2 y Pr:iy=u-5v+3
z=4u-3v -1 z=4u—-3v+2
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Hallar la ecuacion de la recta £, que pasa por el punto A = (-7, 3, -5) y que es paralela
alasrecta £, donde £ = P N P, es la interseccion de los planos P; y #,, con:

x=2u+v-3
Pr={(x,y,2) ER} | Tx -2y +5z=—4} y Pr:3y=5u—v+1
z=3u—-2v-4

Sid, =3+2]-5k,dr=4-]-ky a3 = 5{ — 2] + k, forman un conJunto reC|proco
de vectores. (a) Obtener a los vectores bl, bz y b3 (b) Para el vector d=17- 47 + 3k,
comprobar que:

L

d=(d- b)) +(d-Chy)dr + (d - b3)ax

a) Utilice métodos vectoriales para hallar las ecuaciones de las alturas del triangulo APQR
donde P = (-5,2), 0 = (2,-2) y R = (4,7). b) Calcule el area de dicho triangulo.

a) Desarrollar y simplificar la expresion:
(3A-B+4C) - (5A +B—6C) x (7A —B - 2C)
b) Comprobar el resultado para A = [5,-1,4], B =[3,2,-1] y C = [6, 1, -2].
Hallar la ecuacion del plano $, que dista 13 unidades del plano #;, donde:
P = {VER3 | v=av)+ayvy+ v3}
convy =[-5,3,-2],vxa=1[4,1,-1] yv3 = [1,-4,2].

Hallar la distancia del punto P; = (-7,1,-5) alarecta £ donde £ = 1 NP, es la
interseccion de los planos #; y #», con:

Pr={(x,y,2) ER} [5x—y+3z2=-2} y Pr={(x,y,2) €R?|3x-Ty+2z=9}

Sea el triangulo APQR donde P = (x1,y1), Q = (x2,y2) ¥ R = (x3,y3). Demostrar que el
area de dicho triangulo es igual al valor absoluto de:

11 I 1
5 X1 X2 X3
yr o y2 )3

Sid; =i-5]+2k,dy=31—-2j—kyds=4i - j+ 2k, forman un conjunto reciproco de
vectores. (a) Obtener a los vectores by, bz y b3 (b) Comprobar que:

a1 Xbi+dyxXby+ada3xby3=0
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93. Utilice métodos vectoriales para hallar las ecuaciones de las bisectrices del triangulo
APQR donde P = (-7,-3),0 =(5,1) y R = (-2,8).

94. a) Desarrollary simplificar la expresion (SA—-2B+4C) - [(2A—B+3C) X (A—SB+7C)]
b) Comprobar el resultadopara A = [1,-3,2], B=1[4,1,-1] y C = [5,3,-4]

95. Sean dos rectas L y £, en el plano xy con pendientes m; y m, respectivamente. Si
a=/(L1, L)

es el angulo entre las rectas £ y £,. Demostrar que

11— m
tana =
1+mymy
96. Hallar la distancia del punto
Py =(-7,3,-4)
al plano &, donde
x=4u—-3v-1

Piqy=3u+v-2
Z2=u—-5+3

97. Hallar la ecuacion de la recta £, que pasa por el punto
A=(2,-4,1)

y que es paralela a larecta £, donde £; = & N &P, es la interseccidon de los planos &
y &, con
xX=u—-v+3
Pr={(x,y,2) €R* |3x—y+5z=8} 'y Pr:iy=2u-3v-1
z=-u—-4v+2

98. Dados los vectores

A

ar=i—-j-3k,  d=20-37-4k 'y dz=-i+2j-k.

a) Comprobar que son no coplanares.
b) Obtener con dichos vectores a los vectores ?)1, l;z y 53.

c) Para el vector
d =47 +5j -7k, comprobar que d = (d - b1)d, + (d - by)d» + (d - b3)d3
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99. a) Desarrollar y simplificar la expresion
(3A-B+5C)- [2A+3B-C)x (4A+ B-5C)]
b) Comprobar el resultado para

A=[-1,2,-5], B=[1,-43] y C=[3-11].

100. Seandosrectas £y £, en el plano xy con pendientes no nulas m y m; respectivamente.
Demostrar que

Ly L L,
L, es perpendicular a £, si
1
my = ——.
ni

101. Hallar la ecuacion del plano &, que dista 10 unidades del plano &, donde

x=4u—-3v-1
Pri3y=3u+v-2
Z=u-5v+3
102. Hallar la distancia del punto
Py=@3,-7,1)

alarecta L, donde
L=9P NP

es la interseccion de los planos &1 y &, con

9’1={(x,y,z)€R3|2x—3y+5z:—1} y 9’2:{(x,y,z)eR3|x+2y—z:4}

103. Dados los vectores

~ A~

dr=—i+2f—k, dr=3i-j-k 'y dz=-4+j+k.

a) Comprobar que son no coplanares.
b) Obtener con dichos vectores a los vectores Zl, 52 y 53.
c) Para el vector _

d=-T1-3]+ 2k,

comprobar que

-

d=(d b)) + (d-by)ar+ (d- b3)is.
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104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

Dos ciudades A y B estan situadas una frente a otra en las dos orillas de un rio de 9 km
de ancho, siendo la velocidad del agua de 6 km/h. Un hombre en A quiere ir a la ciudad
C que se encuentra a 7 km aguas arriba de B y en su misma ribera. Si la embarcacion
que utiliza tiene una velocidad maxima de 12 km/h y desea llegar a C en el menor tiempo
posible, ;qué direccion debe tomar y cuanto tiempo emplea en conseguir su propdsito?

L. — 152
Dado el siguiente paralelogramo pruebe que BO = 5BD.

Dp O

¢ Para qué valores de a son
A=i+aj-2k y B=-4i+2aj+ak.

Hallar el area de un triangulo cuyos vértices son los puntos

P(-1,2,3), 0(1,3,2) y R(2,-1,1).

Si 6 es el angulo entre los vectores i y v, mostrar

Proy; vV - Proy; u = (ii - V) cos?(6)

Obtener la ecuacion segmentaria para la recta de interseccion de los planos 3x—2y+z = 1,
2x + y — 3z = 3y el angulo entre los planos.

Sea L larecta que pasa por el origen y el punto P(2,0, —1), L, la recta cuyas ecuaciones
paramétricas son
x=1+3t, y=-1+2t, z=1+2t.

Obtener la distancia entre L y L.

Determine la ecuacion del plano que contiene a los puntos

P(3,0,-1), 0(-2,-2,3) y R(7,1,-4).

Deducir una férmula para determinar la distancia entre una recta L y un punto P en R3.



ITECNICO NACIONAL

ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO

Subdireccién Académica @

Departamento de Formacion Basica
Guia de preparacion para ETS ESCOM

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

Sean A, B, C y D vectores en R3. Mostrar gue se cumplen las siguientes identidades.
a) |Ax BI* = |AP|B]? - (A - B)?
b) (AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)- (B-C)(A-D)

Obtener la ecuacion segmentaria para la recta de interseccion de los planos x +y +z = 1,
x + 2y +2z =1y obtener el angulo entre los planos.

Determine la ecuacion de la recta que pasa por (—6,2,3) y es paralela a la recta

! . + 1
X =—-y = s
¥T3Y =%

ademas obtener la distancia del origen a dicha recta.

Determine la ecuacion del plano que contiene a los puntos
P(x0,¥0,20),  Q(x1,y1.21) Y  R(x2,¥2,22).

Deducir una férmula para determinar la distancia entre un plano y un punto P en R?.

Se tienen los vectores a y b demostrar la ley del paralelogramo

@ +bl1* + ll@ - bII* = 2l1all* + 211b]1>

Su interpretacion geométrica dice que la suma de los cuadrados de las longitudes de las
diagonales del paralelogramo determinado por a y b es igual a la suma de los cuadrados
de las longitudes de los cuatro lados.

Sea r el plano en R? con un vector normal n que pasa por el punto A con vector de
posicién a. Si b es el vector de posicién de un punto B en R3, determine que la distancia
D entre B y r esta dada por:

Encuentre la ecuacion de los planos (71, 72) que son paralelos al plano
mx+2y-2z=1,
los cuales se encuentran a una distancia de 2 unidades del plano 7.

Determinar si las rectas L; y L, son paralelas, perpendiculares, secantes o alabeadas,
en el caso que se corten en un punto encontrar el punto de interseccion.

L;: =L =— L>:
1 ) 2 5 3

x=1 'y z-1 X _ y+2 z+2
2 1 4 1 -
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122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

Realizar las operaciones solicitadas.
a) [(=27+j—3k)x1] x [k +]]
b) [(7 =) % (f = k)] x [ +5k]
c) [2t+]]-[G-3]+k)x(4i+ k)]
Sea L larecta determinada por P (1,-1,2)y P»(-2, 3, 1) y sea r el plano determinado por

01(2,0,-4),0,(1,2,3),03(-1,2, 1). Encontrar, cuando exista el punto de interseccion de
Lynm.

Resolver cada inciso.

a) Sitenemos que ||| = 3, ||l;|| = 4 calcular (a x l;) - (a x l;) +(a- 13)2

b) proy; xd = @ proy;d, Va € R

Sea la recta parametrizada por
x=t
L=3y=mt+Db,
z=0

en el plano xy, y sea el punto P(xo, yo, z0), demostrar que la distancia entre el punto y la
recta esta dada por:

(1 +m?)z5 + [yo — (mxo + b)]?
dpyL = 5
1+m

Establecer las ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por el punto Q(0,1,2) y
es paralelo al plano 7: x + y + z = =2 y es perpendicular a la recta

L: 7(t) = (1,1,0) + £(1,~1,2)

Realizar la operacién solicitada. [(=27 + j — 3k) x 1] X [( + /)]

Demostrar que . _ —
(A-—B)X(A+B)=2AXB,
de una interpretacion geométrica.

En un paralelogramo, la recta que une el vértice superior izquierdo con el punto localizado
a un cuarto en el lado opuesto divide a la diagonal del paralelogramo, encuentre la razon
de proporcionalidad.

Siay b son vectores unitarios y 6 es el dngulo entre ellos, demostrar que:

sin 19
1 —_—
2

1 -
Slla— Bl =
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131.

132.

133.

134.

135.

136.

Dados los conjuntos de vectores C; = {[1,1,0],[0,1,1],[1,0, 1]} y el conjunto
C, ={[1,-6,2],[0,2,7],[-2, 12, —4]}, determine cual es linealmente independientes y
utilicelo para escribir al vector A = [5, 3, —1] como una combinacion lineal.

Demuestre la propiedad:
(axb)+(axc)=ax(c+bh)

Encuentre las ecuaciones simétricas para la recta que pasa por (-4,5,2) y es paralela al
plano xy y al plano yz.

Para los vectores propuestos ii = (3,-2,1) y v = (4, 1;, A») determine los valores de A’s
para que dichos vectores sean:

a) paralelos,
b) perpendiculares.

Si es que existen dichas A’s.

Los puntos A(a,0,0), B(0,b5,0) y C(0,0, c) pertenecen a un plano. Determine las coor-
denadas sobre dicho plano que tienen la menor distancia al origen.

Una canica diminuta golpea la siguiente rampa,
Y

a2

16 Ib a2

W E
PN

16 H:

f

. )
)/w

40 Ib
/_, —

c/2

Lo hace con velocidad ¥ = (=27 — j — 2k)m/s y exactamente en el centro de la figura. Si
se considera la pelota como puntual, el golpe totalmente elastico y sin efecto, determine
las coordenadas del punto de contacto y la ecuacidn del plano del rebote. Se sabe que
a=08m,b=0,Imyc=04m.
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137. Unarecta R pasa por los puntos (2,5,9) y (6,0, 10). Otra recta R, tiene como ecuacion
vectorial R, = (8,8,0) + (2, 1,-3). Muestre de forma analitica si las siguientes afirmacio-
nes son correctas o no:

a) uno de los puntos mencionados es la interseccion de las rectas,
b) las rectas son perpendiculares.

138. Los puntos A(3,0,-1) y B(—1,-2,4) son vértices de un paralelogramoy M(1,-1,3) es
su centro. Determine los otros vértices de dicha figura.

139. Usando desarrollos vectoriales apropiados, demuestre que la distancia de un punto (x,, y,)
alarecta ax + by + ¢ = 0, se puede escribir como:

_lax, + by, + ¢

d
Va? + b?

140. En la siguiente figura,

Fi=450N

||17“1|| = 200N, a = 8y b = 6. Usando esta informacién, escriba a 17“3 usando a ﬁl y 132
como base.

141. Sean 7, 95, 73 tres vectores unitarios en R3 y ortogonales entre si. Siv = ady + BV, +y D3,
con a, By y numeros reales. Mostrar que:

a) 02\7-91
b) =V,
c) y=v-93

¢ Puede dar una interpretacién geométrica de los resultados anteriores?
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142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

Hallar el volumen del paralelepipedo determinado por los vértices (0, 1,0), (1,1, 1), (0,2,0)
y (3,1,2).

Considere los puntos P(1,3,2) y Q(—1, -1, -3). Determine los puntos de interseccién de
la recta que pasa por Py Q con los planos coordenados, si es que existen.

Calcule la distancia del punto P(3,1,-1) al plano 2x + y — z = 6 y determine el punto Q
sobre el plano, que es el mas cercano a P.

Demuestre la propiedad
UX(V+w)=(uxv)+ (uxw)
donde u, v y w son vectores en el espacio.

Sean i y v dos vectores en el plano y sea A un nimero real. Mostrar que el drea del
paralelogramo determinado por iz y v + Au es la misma que la del determinado por u y v.

Sl ay b son dos vectores en R3 no paralelos, tales que ¢ = = (a+B- a+ (a + ﬁ)b
=(a-Ba+ Ra-p+ 1)b Determine a y 3 tales que ¢ = 3d.

Considere los puntos P(1,3,-2), Q(1,-1,3) y ii = i + 2] + 2k. Determine el punto de
interseccion de la recta que pasa por P en direccion de 7 y el plano que pasa por Q
perpendicular a 7.

Calcule la distancia del punto P(2, 3, 0) al plano 5x + y + z = 1 y determine el punto sobre
el plano, que es el mas cercano a P.

Seanu = (2,1),v = (-2,3) y w = (1, —4) vectores en el plano, determine
) (UXV)XwW
b) Verifique que se cumple la regla del término medio con el inciso anterior.

a) Desarrollar y simplificar la expresion:
(TA+3B-C)-(-3A+B-5C)x(2A+3B—-40C)
b) Comprobar el resultado para A = [2,-5,-4], B=[3,2,-1]yC = [7,-1,1].

Sean dos rectas L; y L, en el plano xy con pendientes m; y m, respectivamente. Si
a = /(Ly, Ly) es el angulo entre las rectas L y L,. Demostrar que:
|my — m]

tana =
1+mmy
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153

154

155

156

157

158

159

. Hallar la distancia del punto P; = (5, -4, -2) al plano P, donde:

x=u-3v+5
P:yy=2u-v-3
z2=5u—-v+2

. Hallar la ecuacion de la recta L, que pasa por el punto A = (7,—1,4) y que es paralela a
la recta L, donde L; = Py N P, es la interseccién de los planos P; y P;, con:

Pi={(x,y,2) €R} | 2x =Ty + z = -9}

x=2u-v-1
Py:{y=u+v+2
z=5u—-v-3

. Dados los vectores d; = =27 + j + 4k, d» =1 - 5] — k y @3 = 3 — 2] — k. (a) Comprobar
que son no coplanares. (b) Obtener con dichos vectores a los vectores reciprocos b, b,
y bs. (c) Para el vector d = —5i + 2j — 7k comprobar que:

6?2 (J ]_51)51 + (Cj 52)52 + (j 53)53
. a) Desarrollar y simplificar la expresion:
(4A-2B+C)-(SA-B+3C)x(A+3B-2C)
b) Comprobar el resultado para A = [2,-1,1], B=[5,-2,-3]yC =[-4,1,-1].

. Seandosrectas L y L, en el plano xy con pendientes no nulas m y m, respectivamente.
Demostrar que L L Ly simy = —1/m;.

. Hallar la ecuacién del plano P, que dista 13 unidades del plano P;, donde:

X=u-2v+5
Pi:qy=2u+v-3
z=4u-v-2

. Hallar la distancia del punto P; = (1,7,-5) alarecta L, donde L = P; N P; es la intersec-
cion de los planos Py y P, con:

Pi={(x,y,2) eR’|Sx+y-5z=1}

Py ={(x,y,2) €R®|3x -2y +z = -5}
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160. Dados los vectores d@; =i —2] -3k, dy = 5i— j + k y @y = 31 — ] - 3k. (a) Comprobar que
son no coplanares. (b) Obtener con dichos vectores a los vectores by, by y b3. () Para el
vector d = 51 + 2] — 3k, comprobar que:

672 (67 l_))l)c_l)l + ((7 Ez)ﬁz + (67 53)53

161. Un contenedor se sostiene mediante tres cables unidos a un techo de la manera mostrada.
Determine el peso W del contenedor, si se sabe que la tension en el cable AD es de 4.3
kN.

1Y
|
450 mm _ 500 111111]

360 mm

V'\%20 mm

600 mm

162. Calcule las medidas de los angulos entre las diagonales del rectangulo cuyos vértices son
A=(1,0),B=(0,3),C=3,4)yD=(41).

163. Determina la ecuacion del plano que contiene las rectas L, L:

x=4+2t x=-2-2s
L= y=-1-t¢ L, = y:—5+s
2=3+t¢t z==1-s

164. Demuestre la propiedad (resolver por método algebraico)
UX(V+w)=uxv)+ (xw)

Donde i, v y w son vectores en el espacio.
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165. Considere a los puntos A(1,2,-1), B(2,-2,5) y C(-3,2,4) encontrar

a) Los angulos internos del triangulo con vértices A, By C.
b) Calcular el area del triangulo AABC.

c) Calcular la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

A A

166. Hallar los valores de m que haga que los vectores @ = i+/—k, b = 2i—j+ky & = mi—]+mk
sean coplanares.

167. Demostrar que para todo @, b, ¢ € R? no colineales, el vector normal 7 al plano esta dado
por

-
- -

n=dXb+bxc+cixa
a) Demostrar que ademas %Hﬁll es el area del triangulo cuyos vértices son los extremos
ded,byc.
168. a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por P(—4, 1,7) y es perpendicular al plano
—Ix+2y+3z=1.

b) Encontrar la interseccion de dicho plano con la recta calculada en a).

169. En el paralelogramo ABCD, Q y P son puntos medios de los lados DC y BC respectiva-
mente. ;Cémo dividen las lineas AQ y AP a la diagonal DB?
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171. Conu = (2,-1,2),v = (-1,4, 1), el angulo entre ellos es aproximadamente:

172. Sean A = (1,-2,3), B = (2,0, -1). Area del tridngulo OAB:?

173. Area del paralelogramo generado por p = (3,-2,5)y 4 = (1,4, 2):

a) V797
b) 5
c) V769
d) V829

174. Seand = (1,2,3), b = (2,-1,4), ¢ = (k, 1,0). ;Para qué k los tres son coplanares?:

175. Sean p = (4,-3,2), ¢ = (-2, 1,5).

a) Calcula p x g

Un vector normal unitario

)
b) Area del tridngulo determinado por 7, g.
c)

)

d) Verificaqueg-(pxq) =0
176. Seanii = (1,2,—1), 7 = (=2,1,3), % = (=3,4,5).

a) Encuentre a, B tales que w = aii + 8V
b) u x v y el area del paralelogramo generado por i, v.
c) Anguloentre ii y v



NACIONAL

ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO

Subdireccién Académica @

Departamento de Formacion Basica
Guia de preparacion para ETS ESCOM

177. Seanu = (2,-1,2),v = (m, 1,-2).

a) Determina m para que / (i, V) = 60°
b) Con ese m, calcula el area del paralelogramo generado por u, v.

c) Un vector normal unitario al plano de v con componente z > 0.
178. Sean A = (2,-3,1),B=(5,1,2),C = (-1,0,4).

a) Ecuaciones paramétricas de las rectas ABy AC
b) Area del tridngulo ABC.
c) Angulo entre AB y AC.

179. Seand = (1,-2,3), b = (2,1,-1), ¢ = (k,4,0).

a) Determina k para que d, b, ¢ sean coplanares.
b) Toma k = 10: calcula el volumen del paralelepipedo.
c) Con k = 10, halla A tal que d = A + b sea perpendicular a &

180. a) Desarrollar y simplificar la expresion
(2A-3B+5C) - (-4A+3B-C) X (5A-B +2C)

b) Comprobar el resultado para A = [5,-1,-1], B=[5,4,-3] y C = [6,-5,2].

181. Seaeltridngulo APQR donde P = (x1,y1),Q = (x2,¥2) Y R = (x3, y3). Sea Pb = [-b,a].
Demostrar que el area del triangulo APQOR es

1
SaPoR = §|0x3 +by3 — |

donde ax + by = c es la recta que pasa por Py Q.

182. Hallar la ecuacion de la recta &, que pasa por el punto A = (-5, 3, -8) y que es paralela
alarecta &, donde & = & N &P, es la interseccion de los planos &) y %, con

x=u-5v+3
Pr={(x,y,z) eR |4x +2y-3z=11} y Pr:{y=—u+5v
z=2u-3v+4

183. Hallar la ecuacion de la esfera & que pasa por el punto C = (-3, 7, -5) y que es tangente
al plano &, donde
x=2u-3v-1
P:3y=u-5v+3
z=u—-v+4
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

Dados los vectores @y =3i— j + k, d» = —4i + [ + 3k y a3 =20 — ] + k.

a) Comprobar que son no coplanares.
b) Obtener con dichos vectores a los vectores l;l, 132 y 133.

c) Para el vector d = 6i — 7] + 2k, comprobar que
j: (j 51)51 + (J 22)6_1)2 + (67 53)53
Considere a los puntos A(3,-1,2), B(1,-1,3) y C(4,-3, 1) calcular

a) El area del triangulo ABC.
b) Los angulos internos del triangulo
c) Calcular la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.
Probar por métodos vectoriales que, dado un cuadrilatero ABCD y P,Q, Ry S los puntos

medios de cada lado, si se juntan los puntos medios de lados adyacentes entonces el
cuadrilatero PORS es un paralelogramo.

Seaii; = (1,2,3), iir = (0,-3,2) y ii5 = (13,-2, -3)

a) Probar que los vectores no son coplanares

b) Encontrar una base reciproca de {ii;, us, it3}.

Determine los dngulos a, 8y y que el vector 7 = xi + yj + zk forma con las direcciones
positivas de los ejes coordenados, y mostrar que

cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = 1

Determine la proyeccion del vector ii = 4; — 3] + k sobre la linea que pasa por los puntos
P(za 3a _1) y Q(_2a _45 3)
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190.

191.

192.

193.

194.

195.

La ley de cosenos establece que si tres lados de un tridngulo tienen longitudes |Z| =
|B| = By |C| = Cy si el angulo opuesto al lado C es 6, entonces

C? = A% + B> —2ABcos(6)

A

Utilizando métodos vectoriales demuestre Ia ley de cosenos. Sugerencia: Recuerde que
ICI>?=C-C.

En un sistema de vision por computadora, se desea determinar la orientacion de una
superficie plana detectada por una camara. Tres puntos del plano en el espacio tridimen-
sional estan dados por:

A(1,2,1), B(3,5,2), C(2,4,6)

a) Determine un vector normal 7 al plano de la superficie detectada, s cémo podria uti-
lizarse este vector normal para determinar la orientacion del objeto respecto a la
camara?

b) Determine la ecuacion de dicho plano.

Nota: Este tipo de andlisis se utiliza en graficos 3D y en aplicaciones de reconstruccion
de superficies.

Siay b son vectores no paralelos tales que ¢ c=(m+n—-1)a+(m+ n)b y d= (m—-n)a+
2m—n+ l)b hallar m y n tales que ¢ = 3d

Expresar al vector a= (5,3, —1) como una combinacion lineal del conjunto de vectores
by =(1,0,-1), by = (-1,-1,0), b3 = (0,0, 1)

Hallar un vector unitario que forma un angulo de 45° con el vector @ = (2,2,-1), y un
angulo de 60° con b = (0, 1, —1).

Sean d y b vectores unitarios y 6 el dngulo entre ellos. Demuestre que:

19
sen |

Sugerencia: Considere que ||d@ — b||> = (@ — b) - (4 - b)

1 A
Zlla - bll =
Slla— b
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196.

197.

198.

199.
200.
201.

Sea ABC un triangulo, O cualquier punto, a = OA, b = OB, ¢ = OC. Demuestre que el
area del triangulo ABC esigual a 3[|d x b + b x ¢ + & x d|.

Encontrar el volumen del paralelepipedo que tiene por lados adyacentes los vectores a=
4,-1,7),b=(1,1,1)y ¢ =(-2,0,3).

a) Hallar la ecuacion del plano que contiene las rectas fl(t) =(0,1,-2) +¢(2,3,-1) y
6(1) =(2,-1,0) +¢(2,3,-1).

b) Realice la grafica del plano anterior.

c) Encuentre la distancia entre el punto P(4,7,-9) y el plano del inciso a.
Hallar la interseccidon de los planos x + (y— 1) +z=0y —x+ (y+ 1) —z = 0.
Sen u,v y w vectores. Demuestre que (u X v) X w+ (v X w) Xu + (w Xu) Xv =0.

Encontrar el volumen del paralelepipedo que tiene por lados adyacentes los vectores v =
(2,-1,4),v, = (-2,1,-1) y v3 = (-2,0, 3).
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Unidad 2

1. El vector de posicion para una particula que se mueve sobre una superficie es 7(t) =
cos(1)i +sen(t)] + t%k.
a) Hallar la rapidez de la particula en ¢ = 4.
b) Hallar la ecuacion paramétrica de la recta tangente a 7(z) en t = 4x.
c) ¢Dodnde intersecta esta recta al plano xy?
2. La funcién vectorial 7(z) = cos(3¢)i + sen(3¢)j con 0 < ¢ < 27 describe una curva en el
plano. Determinar:
a) La ecuacion de la recta tangente al punto (3, 0).
b) La longitud de la curva.

3. Un vector V se llama irrotacional si el rotacional de V es 0. Determinar los valores de
a, B,y de modo que V sea irrotacional.

V= (—=4x =3y + @z)i + (Bx + 3y +52) ] + (4x + yy + 32)k

4. Sig(x,y) = x* + y? — 4x, determinar la ecuacién de un plano tangente a la curva de nivel
g(x,y) = 1 enel punto (1,2) y calcular la derivada direccional de la funcién en el punto
(1,2) en direccion de dicho punto al origen.

5. Mostrar que el siguiente campo vectorial se trata de un campo sumidero.

—xi—yJ

Vix,y) =

6. Considere la curva y (1) = (cos(t), sen(t), r)

a) Haga un bosquejo de la imagen de la curva

b) Encuentre un plano que no intersecte a la curva

c) Encuentre la ecuacion de la recta tangente en los puntos y(x/4), ¥ (37/2) y grafique-
las.

7. Sean f(t) y g(t) dos curvas, demuestre que:

(fx8) =fxg+fxg

Aplique el resultado para calcular [(1,1,7%) x (t - 3, X5, (t - D)’
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sean f(x,y) = /81 —x2 —y2y g(x,y) = In(y — x — 3). Dibujar el dominio de cada una y
encuentre 2 curvas de nivel de cada una y graficarlas.

Encuentre la linealizacion de las siguientes funciones en los puntos dados:
a) z = 4x%y — 2x3y — 2xy en (2,2) y aproxime en (2,001, 2,001)
b) w = sen(xyz) en (1,2, ) y aproxime en (1,001,2,001, 3,1416)

Ademas encuentre la deriva direccional en los puntos dados en la direccion (1, 1) y (1,1, 1)
respectivamente.

5
Sea ¢(x.y) = 755

a) Calcular el limite cuando (x, y) — (0,0)
b) Calcular la magnitud de su gradiente

C) 0,0,0,¢,0,0SixX=u+v+w,y=v+w

Sea ﬁ’(x,y, 2)=@%y% )y é(x,y, 7) = ()%, %’ Z%) calcular:

a) V(F-G)

b) V- (vaZ+y2+Z2F)

0) Vx (vaZ+y? +22G)
Resolver:

a) LT +44r _21r=0

b) Lr + 64 +9r =0

c) j—g+6%+34r:0
d) €L 44r=0

dr?

y dar una interpretacion fisica en cada caso.

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie

x=3u?-vi+7
S:dy=TuP + 2?1
z=ut=3v3+2

cuandou = -1yv=-1.
Seaf:R*> - R*conf(x,y) = [e™ 7, e, arctan(2), yx2 — yz]_ Calcular Df.

Aplicar la regla de la cadena para calcular Df(g(x)), donde f(u,v,w) = uv? + u?w + vw?
y g(x,y,2) = [e7™ 7% In(x? = 3y? + 2%), e™7].
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

Seaf(x,y,z) = (10xy3z% + 2y + 72)i + (15x2y?z% + 2x — 32)j + (10x%y3z + 7x — 3y)k,

a) comprobar que Vxf =0,

b) hallar una funcion escalar ¢ tal que f = V¢.
Resolver:

a) L +44 _45r=0

b) Lt + 104 +25r =0
¢) 4T+ 104 +29r = 0
2
d) 4 +32r=0
y dar una interpretacion fisica en cada caso.
Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie ¢(x, y, z) = Txy3z2 —5xy?23 +3y°2° —
10x + 3y —z+ 59 en el punto (5, -1, —1).

Seaf:R3 — R3conf(x,y,z) = |e™ ", tan(xy%z), x2y2z2|. Calcular Df.

Aplicar la regla de la cadena para calcular Df (g(x)), donde f(u, v, w) = u>v3w?yg(x,y,z) =

[sen(xyz), e *+27%, x2y322].

Seaf(x,y,z) = (14xy%z> = 3y + 10x2)i + (14xyz> — 3x — 18yz)j + (21x2y?*z% + 5x2 - 9y?)k,

a) comprobar que Vxf =0,

b) hallar una funcién escalar ¢ tal que f = V.

Sea o (t) = (t,cost),t € [0,n]. Dibuja toda la trayectoria y los vectores de la primera y
segunda derivadaent = 7 y «.

Calcula la ecuacién del plano tangente a la siguiente superficie en el punto indicado.

x2+y?+z2=3,en(1,1,1)

Calcula el Rotacional y la Divergencia de cada uno de los siguientes campos vectoriales.
a) F(x,y,z) = yzi +xz] +xyk
b) F(x,y,z) = (x2 +y2 + 22) (31 + 4] + 6k)

Sea ¢(x,y,z) = 2xy*zy A = xi + ] + xyk. Encuentra %(rpﬁ) en el punto (1,2,2)

Halla la ecuacidn del plano tangente a la grafica de f en el punto (xo, yo, f(x0, y0)) para:

f(x,y) =~x2+y% en(1,1)

Encuentra el gradiente de las siguientes funciones f(x, y, z) = xe"="=?) y o(x, y,7) =

z2e* cosy
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Un iperepecuano se encuentra en un medio ambiente tdxico. El nivel de toxicidad esta
dado por T(x, y) = 2x*> — 4y?. El iperepecuano esté en (-1, 2). ;,En qué direccién debera
moverse para disminuir lo mas rapido posible la toxicidad?

Suponga que A tiene magnitud constante. Demuestre que

dA

—— =0
dt

y que Ay dA/dt son perpendiculares, siempre y cuando |dA/dt| # 0.

Para el campo escalar: f(x,y) = x>+ y> + 1

a) Calcular las curvas de nivel, graficar al menos tres de ellas y decir qué lugar geométri-
Cco representan.

b) A partir de las curvas de nivel del inciso anterior, obtener la grafica de la funcion.
Decir qué representa.

Para el campo vectorial: F(x, y) = (y, —x)

a) Calcular las lineas equipotenciales, graficar al menos tres de ellas y decir qué lugar
geomeétrico representan.

b) Dibujar el diagrama de flechas usando al menos 4 puntos en la primera linea equi-
potencial, pueden ser las intersecciones de las lineas equipotenciales con los ejes
coordenados x e y.

Sear(x,y,z) = (x,y,2) yr = \yx2 + y2 + z2 = ||r||. Probar las identidades siguientes.

a) V-(r'"r) = (n+3)r".
b) Vx (rr) = 0.

El parametro continuo ¢ puede tomar todos los valores reales. Trace las curvas cuyas
ecuaciones paramétricas son respectivamente:

_J(,-t,0) Para —oc0<t<0
1, -2,0) Para0 <7< oo

Esbozar curvas de nivel y grafica de las siguientes funciones:

f:R2—>R,(x,y)|—>x2+4y2

Si a es un campo vectorial constante y r es el vector de posicién, demostrar que

rotf(axr) =2a
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Halla la direccidn en la cual la funcidn crece mas rapidamente desde el punto (-1, 1), si
z=x>+xy+1.

Un mévil se desplaza mediante 7 = sen ti+cos 2¢ ]+ (12 +2t) k. Determine las componentes
de su aceleracién en la direccion de v y perpendicular al plano de 7 y v.

Para un objeto que se mueve bajo 7 = r cos6i + rsendj. Demuestre que £¢é, = 6é, y

A

ds _ _ps
€9 = —0é,.

Para la siguiente ecuacién cartesiana x> + y> + 8y = 84/x2 + y2, en coordenadas polares
identifique y bosqueje la traza de la misma.

Para la familia de curvas y? +3x? = C, obtenga una familia perpendicular a ésta. Bosqueje
el sistema de coordenadas que se obtendria.

. 0 . = ~ 8 ~
El movimiento de un insecto se puede modelar mediante 7 = [wz + (% + ﬁ) ]] m, donde

w € [1,3]. Determine la longitud de su traza.

Para un objeto que se mueve bajo 7 = rcos i + rsenfj, y sabiendo que %ér = 0égy
%ég = —6é,, derive las ecuaciones de velocidad y aceleracidn de dicho objeto.

Para un mévil donde 7 = (‘3—‘t3/2f+ 27 + tl?) m, donde ¢ € [2,4]s. Parametrice su vector
de posicion respecto a la longitud de arco y verifique que es un vector unitario.

Para determinado sistema de ecuaciones, para una familia en especifico se obtuvo las
S|gwent_es d.erlvadas. @ = XY S = - Use las derivadas implicitas para identificar y
bosquejar dicha familia.

Para la funcién h(x, y) = x> — 5xy, determine la derivada direccional en el punto (2, 1) en
la direccidén (-1, 3).

Determine y bosqueje el dominio de la funcién g(x, y) = 41In(—xy) — 30y/4 — x2 — y2.

Para el campo de velocidades ‘7(x, y) = (2xi — 2yj)m/s, bosqueje dicho campo usando
las lineas de flujo y las lineas de magnitud constante.

0z

Para z = e tany, donde x = s* + > y y = sz, determine 4¢ cuando s = 1y 7 = 0.

Para la funcién h(x,y) = x> — Sxy, determine la ecuacién de la linea tangente a 4 en el
punto (2, 1).

Para el potencial escalar F(x, y) = y?> — x> bosqueje sus curvas de nivel y el gradiente en
(3,5).



NACIONAL

ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO

Subdireccién Académica @

Departamento de Formacion Basica
Guia de preparacion para ETS ESCOM

51.

52.

53.

54.

55.
56.
57.

58.

59.

60.

Sea f(u,v) = 51 tal que u(x,y) = e, v(x,y) = €.

a
b

c

) Determinar el dominio y contradominio de f.

) Encontrar £ f(u,v).

) Encontrar B%f(u,v).

d) Graficar f.

Sea f(u,v,w) = (e“",cos(v+u)+sen(u+v+w))yg(x,y) = (e, cos(y—x),e™?).

a) Encontrar el dominio y contradominio de f y g.
b) Calcular f o g.

c) Dominiode f o g.

La funcién (x,y) — (e**Y,e*Y). Sea c¢(¢r) una curva con c¢(0) = (0,0) y ¢/(0) = (1,1).
¢, Cual es el vector tangente a la imagen de ¢(¢) bajo fent =07

Calcular la derivada direccional de f(x,y) = e* cos(rmry) en el punto (0, —1) en la direccion

del vector ¥ = — -7 + 2 /. Graficar la funcién.

V55

Hallar el plano tangente de la superficie z = (cosx)(cos y), en el punto (0, /2, 0). Graficar.
Demostrar que V|7|" = n|F|" 7.
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales vectoriales:

a) r(r) — 4 (£) + 13r(r) = 0
b) () +r'(t) = 12r(£) = 0
c) " (t) + 6r'(r) + 9r(r) = 0

Hallar el vector tangente a la curva C : x> + y> — 4x + 10y + 20 = 0 en el punto que
corresponde at = 7.

Para f(u,v,w) = 5u>v*w?y g(x, v, z) = [x*y*23, x%y32%, x*y*Z%], aplicar el segundo caso

especial de la regla de la cadena para calcular D f(g(x, y, z)).

Hallar la ecuacidn del plano tangente a la superficie S definida por
3x3y2z - 5x2y 7+ yz - Txy? = 7=0

en el punto Py = (1, -1,2).
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

El volumen especifico V, la presion P y latemperatura T de un gas de van der Waals estan
relacionados mediante

donde a, 8y R son constantes.

a) Explicar porqué cualesquiera dos de V, P y T se pueden considerar variables inde-
pendientes que determinan la tercera variable.

b) Hallar T /dV,0P/dV, 0V /AT. Identificar cudles variables son constantes e interpre-
tar fisicamente cada derivada parcial.

c) Verificar que (T /dP)(0P/dV)(dV/IT) = —1 (Ino +1!).
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales vectoriales:

a) r’(t) + 10r°(¢t) + 29r(¢) = 0
b) r”(t) +2r'(t) = 15r(t) = 0
c) r"(t) = 8r'(¢t) + 16r(t) =0

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva C : x? + y*> + 6x — 8y + 9 = 0 en el punto
que corresponde a ¢ = %7”.

Aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular D f(g(x, v, z)), Si

flu,v,w) = 203wy g(x,y,2) = [e4%2, xy223, x3y223].

Los libros de Termodinamica usan la relacion
9y (dzy(dxy — _
(6x)(6y (0z) 1
Explicar el significado de esta ecuacion y probar que es verdadera. IDEA: comenzar con

la relacion F(x,y,z) = 0 que define x = f(y,2), y = g(x,z) Y z = h(x,y) y derivar
implicitamente.

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie S dada por
2x3y%7 = 5x2y3 7+ 3x% 2+ yz - 5x°y* =5=0

en el punto (-1, -1,2).

Hallar el vector unitario tangente a la curva C representada por la funcion vectorial f () =
acos(t)i +asin(t)j con 0 <t < 2x, ent = 7 y obtener la longitud de la curva.

- _ 2 ~ ~ 1 _ 7
Sear =xi+yj+ zk, mostrar que V (;) = —r%.

Si f(x,y) = xcos(y) + ysin(xy), calcular fy, fy, fix ¥ fiy(1, 7).
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

La curva generada por 7#(¢) = 2ti + t2] + (1 — 1*)k estd sobre un plano, determinar la
ecuacion de dicho plano. Cuando ¢ = 2, ;en ddnde la recta tangente intersecta al plano
xy?

Una particula parte del origen con una velocidad inicial #(r = 0) = i + 2/ + k. Si su
aceleracion es d(t) = ti + J + t*k. Determinar su funcién de posicién.

Sea ® cualquier funcidn escalar. Obtener el rotacional del gradiente de ®.

Sea f(x,y) = (x2 + y2)e ¥ +#10 Hajlar |a tasa de variacién de f en (2, 1) segun la
direccion que apunta hacia el origen.

Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva generada por x =
sin(nt), y = Vt, z = cos(nxt) en el punto (0,1, —1).

Determina todas las derivadas parciales de primer orden de la funcién f(x, v, z) = 3x In(x?yz)+

Yy
Xz.
Determinar una funcidn vectorial que represente la curva de interseccion entre el cilindro
x? +y*> = 1y el plano xy. Una vez que se tenga la funcién, obtener su longitud.

Sea #(t) = 12+ (> =21) ] + (1> - 51)k el vector de posicién de una particula en movimiento.
Determinar los puntos en los que la particula pasa por el plano xy. Obtener su velocidad,
aceleracion y rapidez en uno de esos dos puntos.

El voltaje V de un circuito eléctrico sencillo estd decreciendo lentamente a medida que
se consume la bateria. La resistencia R esta aumentando lentamente a medida que se
calienta el resistor. Utiliza ley de Ohm (V = IR), para encontrar cdmo esta cambiando la
corriente I en el instante cuando R = 400€, I = 0,08A, 4X = —0,01V/s y 4¢ = 0,03¢¥s.
Utilizar regla de la cadena.

Sean v = w x 7. Mostrar que |la mitad del rotacional de v es w. Donde w es constante.

Encontrar los valores de las constantes a,b y ¢, de modo que la derivada direccional
® = axy? + byz + cz>x> en (1,2, 1) tenga un méximo de magnitud 64 en una direccién
paralela al eje z.

Dados los campos vectoriales A= (vz,2xz,3xy), B = (xy,y,xy’z) y escalares ¢ = xyz,
¥ =7(x* +y> + z%)? = 7r*. Calcule:

a) V- (AxVgp)

b) (B-Vy)

c) Calcule la derivada direccional del campo escalar ¢ en el punto (1, 2, 3) en la direc-
cion u = 2i + 4j + 4k.
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82.

83

84.

85.

86.

87.
88.

89.

90.

91.

92.

Para las superficies s; : x +y+z=4y sy : 7 = x> + y*

a) Calcular un punto p; donde se crucen las superficies, distinto del punto p = (1, 1, 2).

b) Calcular el coseno del angulo agudo con el que se cruzan las superficies en el punto
pP-
c) Calcule la ecuacion del plano tangente a la superficie s, en el punto p.
d) Calcule la ecuacién de la recta perpendicular a la superficie s, que pasa por el punto
PD-
La aceleracion de una particula para r > 0 es d(t) = (e, cos(r), —sin(z)), si ¥(0) = &,
7(0) = 1, obtener ¥(t) y 7(1).

Esbozar tres curvas de nivel y la gréfica de la funcién f : R> — R dada por: f(x,y) =
x? + 4y?. ; Qué representa la grafica?

Si a es un campo vectorial constante y r es el vector de posicidon de un punto cualquiera,
demostrar que: V X (a xr) = 2a.

Para el campo vectorial dado por F(x,y) = (—y,x), hallar las curvas equipotenciales y
dibujar tres de ellas. Decir qué representan. Dibujar la grafica de flechas. Diga ademas
si F es rotacional, irrotacional o solenoidal, demostrandolo por célculo directo. 4 El campo
vectorial se expande o se contrae? ;Rota o no rota?

Considere el campo escalar ¢(r, 0, z) = tan 8 en coordenadas cilindricas. Calcule V¢.
Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse

36x> + 81y? + 216x — 324y — 2268 = 0
en el punto que corresponde al valor de r = .

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie S representada por

x=3uw+33-2u-1
Sy =Tu®+2v2 - 5u+2
z=2w3+v3i+u+1
parau =—-1yv=—-1.
Para la funcion f(x, y) = [e 3 +27 In(7 - 2x2 + 5y2), arctan(2)], calcular Df.

. _12+2.,2.3 _ .
Para las funciones f(u,v,w) = 3u®>v3w? y g(x,y,2) = [e 7%, x2y322, e™7] aplicar el

segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de f o g.
Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse
64x? + 25y% — 896x + 100y + 1636 = 0

en el punto que corresponde al valor de ¢ = %7”.
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93. Hallar la ecuacidn del plano tangente a la superficie S representada por

x=u+33-Tv+2

S:dy=u?+5v3+2u—-v+3

3ot u-3v+1

z=3u
parau =-1yv=-1.
94. Para la funcion f(x, y,z) = [(x2 = 2y2 + 23)e+7"+Z In(3x2 + 5y — 722)], calcular Df.
95. Paralas funciones f(u, v, w) = 7udv w3y g(x,y, ) = [x3y323e ™%, x2y22e ¥ Y'E  xyze V7]
aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de fog.

97. Encuentre la velocidad, aceleracion y rapidez de una particula con la funcién de posicion
r(t) = (%, Vh).

Trace la trayectoria de la particula y los vectores v y a para ¢ = 2. Encuentre el angulo que
forma v con a. ;Atraviesa la particula el eje y? Explique.

98. Utilice las trazas para dibujar la superficie dada por:

L0x° +4y>+ 22 = 36

99. Trace algunas curvas de nivel de la funcién
h(x,y) = V36 — x2 — 3y?2

100. Encuentre una parametrizacion de longitud de arco de
r(t) = (tcost, tsent, 3)
verifique su re-parametrizacion, demostrando que la derivada del vector es unitaria:

r(s)

101. Através de la diferencial total compare dz y Az cuando la funcién dada varia en (x, y) del
primer al segundo punto.

z=x>+x°y*+2 de(1,1)a(0,9,1,1)

102. A partir de la ecuacion:

2
N R
Z—C——(;'l‘ﬁ), c>0.

Sabiendo que el area de la superficie
22
—+ — =
A2 B?
es ABn.Exprese el area de la seccion transversal perpendicular al eje z como funcion de
z,donde z < c.

1
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

Sean F' y G funciones con segundas derivadas parciales, muestre que
u(x,t) = F(x +at) + G(x — at)

satisface la ecuacidon de onda
,0%u  0%u
a —2 = —2
ox ot

Sea
r(t) =rg+1v,

la ecuacion vectorial de una recta, con ry y v vectores constantes. Utilice la funcion de

longitud de arco
1
s:/ I’ (u)| du
0

para demostrar que una parametrizacion de longitud de arco de la recta esta dada por

4
r(s) =rop+s—.
vl

Demuestre que r’(s) es un vector unitario.
Si

r = Xxi+yj y r=|r|,
demuestre que

) r
V() = ()
Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse
36x% + 25y + 216x — 50y — 551 = 0

Sm
en el punto que corresponde al valor de t = T

Hallar la ecuacidn del plano tangente a la esfera S : x? + y> + z2 = 64 en el punto que
corresponde al valor de los angulos
2m n
0 = — = —.
A A

Para la funcion

f(x,y) = [exp (—)XC) , x¥ + y", arctan ()Xc)] ,

calcular D f.
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109.

110.

111.

112.

113.

114.

Para las funciones

fu,v,w) = 3udvin’

2

g(x.y.2) = [ 77, 7V 1n(100 - 24 - 3y* + 427)

aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de
fog.

Dada la funcién vectorial

f = (6x%y? 2 +4y> +15x%2%=5)i+ (4> y 22 +12xy> +4y 22 +2)j+ (6x°y? 22+ 10x° 2+ 6y% 22 -3)k.

(2) Mostrarque V x f = 0.
(b) Hallar una funcidn escalar ¢ tal que f = V.

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse

36x% + 81y% + 360x + 324y — 1962 = 0

2m
en el punto que corresponde al valor de ¢ = \

Hallar la ecuacion del plano tangente al elipsoide
S : 9x% + 25y + 162> = 3600

en el punto
Po = (10,223, -5).

f(x’ y) = [CXP (\/g) s xy .yx’ exp(lO—x2 - 3)72)] s

Para las funciones

Para la funcidn

calcular Df.

f(u,v,w) = Tuv3w?
(x,v,2) = 62x2—3y2+4zz’ e—x3y2z3, In(20 — 2 — 5y3 " 9Z2)
g8,y

aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de

fog.
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115. Dada la funcidn vectorial

f = (14xy°z2% — 10xz — 9)i + (21x%y%2% + 6yz° + 3)j + (14x%y°z — 5% + 9y?2> + 5)k.

a) Mostrarque V x f = 0.
b) Hallar una funcién escalar ¢ tal que f = V¢.

116. Si
f = uvwi —uvw?j — vk y g =u't—uvwj — ulwk,
calcular
02 f
a) P en el origen.
b) (;ZTJ; X % en el punto (1, 1,0).

117.  a) Hallar el vector tangente unitario 7', a la curva representada por la siguiente funcién

vectorial

7(t) = a(t —sint)i + a(l — cost)f para todo ¢

b) Verifique el inciso anterior mediante la parametrizacion de la funcién vectorial usando

el parametro longitud de arco.
c) Hallar un vector unitario 72 normal en (0, 0, 0) a la superficie S representada por

72 =3x2 +4y* - 1.

118. Si ¢(x,y,2) = xy + yz + zx, hallar

a) Vgoen(1,1,3).
0
b) $¢> en (1, 1,3) en la direccion [1, 1, 1].

119. Las curvas coordenadas parabdlicas (e, 7, ¢) estan dadas por la transformacion:

X = €ncos ¢
y =e€nsing
1
2= 50" =€)

Calcule el Jacobiano
J =[VeVnVel.
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120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.
128.

129.

130.

131.

Sea
5
F(x,y,2) = 4yV2x + 3z — = In(5x — 2y*) = 0,
<

conx = f(y,z), calcular Dy.
Verificar las siguientes identidades

a) Vii=12r
b) Vinr=5%

Si f'y g son funciones dos veces derivables, demuestre que:

Vi(fg) = fVig +gVif +2Vf Vg

Las superficies x?y? + 2x + z° = 16 y 3x? + y? — 2z = 9 se cortan en una curva que pasa
por el punto (2, 1,2). ;Cudles son las ecuaciones de los respectivos planos tangentes a
las dos superficies en dicho punto?

Sea F(x,y,z) = cos(xyz) + In(x? + y? + z2) = 0, con z = f(x, y), calcular D..

Hallar la derivada direccional de ¢ = 4¢**~¥*Z en el punto (1, 1, —1) en direccidn hacia el
punto (-3,5,6).

Si f y g son funciones dos veces derivables, demuestre que: V>(fg) = fV2g + gV>f +
2Vf - Vg

Sea F(x,y,z) = cos(xyz) + In(x> + y> + z2) = 0 con z = f(x, ), calcular D..

Hallar la direccién segun la cual la derivada de la funcién ¢ = 2xz — y? en el punto (1, 3, 2)
es maxima. Y cual es el valor maximo.

Use un diagrama de arbol para escribir la regla de la cadena para el caso en el que
w=f(x,t,u,v), x=x(q,r,s), t=t(p,q,r,s),

u=u(p,q,r,s) Yy v=v(p,q,r,s)
son todas ellas funciones derivables.
Hallar la ley de velocidades y de aceleraciones de una particula que se mueve a lo largo

de la curva
x = 2cos 3t, y = 8t, z = 2sen 3t.

Idem los médulos de la velocidad y aceleracion.
Demuestre que la funcién de Cobb-Douglas para la produccion
P =bL°KP

cumple la ecuacion.
oP oP
K— = P-L—.
gr = @t PP-Lar
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132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

Hallar las constantes a y b de forma que la superficie ax? + byz = (a + 2)x, sea ortogonal
ala4x?y =4 -7 enelpunto (1,-1,2).

)

¢,Para qué valor de la constante el rotacional del vector A= (22 —axy)i+(2—a)x’j+(a—
1)xz%k es idénticamente nulo?

Hallar

Determine la ecuacion del plano que contenga la curva C definida por
¥ = (sen(?), cos(t), —cos(t))
con0 <t <.

Obtenga la ecuacidn de la recta tangente a la curva dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas en el punto dado

x=In(t+1)
y = tcos(2t)
z=2

en (0,0, 1).
Una particula en movimiento es
d = V2sen(r)i + V2 cos(1) f

a cualquier r. Considerando que la velocidad y la posicion de la particula en ¢t = 7 son

3(%):—A+j+l€ y 7(%):?+2j+%12,

. . . , 3r
respectivamente, ¢ cual es la posicion de la particula en t = T?

Sea R la distancia desde un punto fijo A(a, b, ¢) a cualquier punto P(x, y, z). Mostrar que
—
VR es un vector unitario en la direccion AP.

Sea
X

f(x,y,2) =

Determine la derivada direccional de f en P(1,3, 1) en direccién al punto Py = (1,1, 1).
A partir del punto P, ¢ en qué direccion la derivada direccional de f es un maximo?

y+xz

El radio de un cilindro circular recto se incrementa a razén de 6 cm por segundo, y la altura
decrece arazon de 4 cm por segundo. ¢, Cuadl es la razdn de cambio del volumen y del area
superficial cuando el radio es de 12 cm y la altura de 36 cm?
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142.

143.

144.

145.

146.

Guia de preparacién para ETS £ESCOM
Determine la ecuacion del plano que contenga la curva C, definida por
¥ = (2t,sen(t),t+1).

Obtenga la ecuacidn de la recta tangente a la curva, dada por las siguientes ecuaciones
paramétricas en el punto dado en (1,0, 1).

x = e " cos(t)

y = e "sen(t)

z=¢"'
Una particula parte del origen con velocidad inicial ¥(0) = 7 + 2 + k, el vector aceleracién
es d = ti + j + t*k. Determine su funcién de posicién.
Encuentre el angulo entre las superficies

=22 +)>
y 2 2
Vo) [ _ Y6
=|lx - — B
3 6 6
en el punto
p[Yo Yo 1
127127 12)°

Sea

f(x,y,2) = xZe V7,

Determine la derivada direccional de f en P(1,0,0) en direccidon al punto P; = (1,1, 1).
A partir del punto P, ¢en qué direccion la derivada direccional de f es un maximo?

Para la funcién vectorial

f = (6x%y?22—10xy> = 124222 +2)i+ (4x° y22 = 10x2y+9y? 22 =7)j+ (6x> y* 22 +9y> 22 —8x3 7+ 5)k

a) Demostrar que es conservativo.
b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.

c) Comprobar que
[t-ar=oep-oep,

donde P; = (-1,-1,-1) y Py = (1,1,1) y C es cualquier curva que una dichos
puntos.
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147. Para la funcién vectorial

f = (10xy° 22 —6xy> +15x%22=4)i+(15x2y? 22 =9x%y?+6y% 2 +5)j+(10x%y 2+ 10x° 2+6y° 2>~ 1 )k

a) Demostrar que es conservativo.
b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.
c) Comprobar que

/Cf~dr = ¢(Py) — ¢(P)),

donde P; = (-1,-1,-1)y Py = (1,1,1), y C es cualquier curva que una dichos
puntos.

148. Si
A= (Bx2y* 22 + 3y + 42)0 + (4x3y3 22 + 3x = 22) 7 + (2x3y*z = 2y + 4x)k,

demostrar que existe una funcion derivable ¢ de forma que A= V¢ y hallar su expresion.

149. Cambiando el orden de integracién, calcule

1 2 )
/ / e dxdy.
0 2y

150. Para un vector arbitrario constante d, y el vector de posicién 7, mostrar que:

a) Vx(axr)=2a
b) V(£)+Vx(axr):6

151. Sea

1
‘p =

-
determine la divergencia del gradiente de ¢.

152. Determine |
V- (AXTF),
considere que el rotacional de A es cero vectorial.

153. Sea
F =

b

NS

determine el gradiente de la divergencia de F.

154. Mostrar que

-

A=r’F

es conservativo y obtenga su potencial escalar.
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155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

Un mdvil se desplaza mediante:
a=[e]+e'k]m/s?

Sabiendo que enr = 0,7 =[] + k]my ¥ = [V2i + j — k]m/s. Determine sus ecuaciones
de movimiento, a(0), la curvatura y el radio de curvatura parat = 1 s.

Un movil se desplaza mediante:

x:t4, y:t4+3

Determine la longitud de arco parat € [—1,1].
Elimine el parametro, obtenga su ecuacion rectangular y enuncie sus propiedades.

Para la siguiente familia x> + 3y> = C determine otra que sea perpendicular a la primera
tal que estos conjuntos nos permita construir un sistema de coordenadas. Bosqueje las
familias.

Si un objeto se mueve en coordenadas polares estan presentes los vectores unitarios é,
y éy. Usando su representacion en coordenadas rectangulares, demuestre que:
dér _ Aa dée .
dt

= téy, W_ r

Cuando un pequefio objeto se mueve dentro de una camara de niebla, su movimiento se
puede describir mediante:
7 =[e costi+e'sentj] m

Donde ¢ se mide en segundos. Muestre que el angulo entre 7 y v es constante e indepen-
diente del valor de t.
Un movil se desplaza mediante:

a=[e]+ek]m/s?

Sabiendo que ent = 0,7 = [/ + k]my ¥ = [V2i + ] — k]m/s. Determine sus ecuaciones
de movimiento, a(0) y la ecuacién de la recta tangente a la trayectoriaen ¢t = 1 s, es decir
la trayectoria que seguiria el mavil si subitamente se anulara la fuerza que lo impulsa en
t=1s.

Determine la velocidad y la aceleracién de una particula que se mueve bajo las ecuacio-
nes:
r=[3(1+sent)jm, 6=][e"~1]rad

Donde t se mide en segundos.
Para un objeto que se mueve en el espacio, demuestre que:

4r))
dt?

15113

dr
”EX
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163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

Para la funcion:
g(x,y) =TVl —x2 = y2 - 9Vx

determine su dominio y realice un bosquejo detallado del mismo.

Para la funcidon f = f(x,y, z), demuestre que el gradiente de f siempre es perpendicular
a la superficie de nivel f(x,y,z) = C.

Para la funcion:
h(x,y) = x> = 5xy

determine la ecuacion de la linea perpendicular a & en el punto (2, 1).

Para z = ¢* tany, donde x = s> + 1> y y = st, determine % cuando s = 1y t = 0.
Para la funcion,
r=r(u,v)
donde,
u=u(a,p),v=via,p)
y a suvez
a=ax,y), B =pxy)
Determine la diferencial total de r.
Determine el siguiente limite:
5x2y
lim xXy)=———
(x,5)—(0,0) fxy) 2x2 + 2y?
Para la funcién homogénea f(x, y) haciendo u = x/y 0 y = ux, demuestre que:
af(x,y) 0f(xy)
X +y =nf(x,y)
0x 0y
Para la funcién f(x,y) = yg(y* — x2, x> — y%), muestre que:
2
yof df
—— +y— = f(x,
v ox gy f(x,y)
Obtenga una ecuacion vectorial para la recta tangente a la curva de interseccion de los
cilindros x> + y? =25y y? + z2 = 20 en el punto P(3,4,2).
Sir= (x,5,2), da = (ay,az,as) y b = (b1, by, b3), demuestre que la ecuacion vectorial
(¥ —a) - (F — b) = 0 representa una esfera, determine su centro y radio. Recuerde que la
ecuacion de una esfera con centro en C(h, k, [) de radio r es (x—h)?+(y—k)>+(z—1)* = r>.
Determine las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie z = x? + y?

en el punto P(1,2,5).
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174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

188.

Sean A = 3xyz4 + 2xy3] — x2yzk y ¢ = 3x% — yz. En el punto P(1, -1, 1), determine

a) La divergencia de ¢Z.

b) La divergencia del gradiente de ¢.

Un campo v vectorlal se conoce como irrotacional cuando su rotacional es cero. Probar que
el campo E = 2 es irrotacional. Recuerde que 7 = xi + yj + zk y r = |7].

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse:
36x% + 81y + 216x — 810y — 567 = 0
en el punto que corresponde al valor de ¢ = %’T

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie S representada por:

x=ut—vi+Tu-2v+4

S:y=ud+v?-2u—-v+3
2=3u =22 +3u+v+5

parau =-1yv=-1.
Para la funcién £(x,y) = [¢2",In(7 - 3x2 + 5y?), arctan(. . . )], calcular D f.

Para las funciones f(u,v,w) = 5u3v*w?y g(x,y,2) = [e*2'%,x2y372, 7] aplicar el

segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de f o g.

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la elipse:
9x% + 8y% + 36x — 96y — 144 = 0
en el punto que corresponde al valor de t = %’T

Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie S : ¢(x,y,z) = 7Tx3y?z3 — 5x%y? +
203723 = 3y%23 —=5x + 3y + 99 en el punto Py = (-1, -1,2).

Para la funcién f(x,y) = [eXp (’y“—z) , VXV, exp(7 — 3x? — y?)|, calcular D f.
Para las funciones £ (u, v, w) = 5u3v3w2y g(x, y, z) = [e 2557327 o=T+3y? =22 15(100-
5x? = 3y3 + 2z%)] aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular
la derivada de f o g.
Calcular 0w /du, ademas evalué en los puntos dados.

=In(x*>+y*+2z%) x=ue"sen(u) y=ue’cos(u) z=ue

(u,v) =(-2,0)
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189. Encuentra el punto en la curva que esta a una distancia de 5 unidades hacia adelante
desde el punto (1), sea la curva en el espacio:

r(1) = (¢2, 38, In(1 + 12))

190. Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie
S:(x,y,2) =x’ye +yz> —4x+2y—1=0
en el punto Py = (1,1,0)

191. Seael campo vectorial, F‘(x,y) = (P(x,y),0(x,y))donde, P(x,y) = x*¢¥ cos yy Q(x,y) =
2 ,x
y“e*senx
a) Calcular la divergencia
b) Encuentra donde V - F=0

c) Determinar las regiones donde entra y sale
192. Seasi f(x,y,z) = (14xy°z%> — 10xz — 9)i — (e“cosx)j + (e(_2x2+5y2_322))k determinar

V- (VXF)

193. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales vectoriales y dar su interpretacion fisica

a) (1) +6r'(r) + 34r() = 0
b) ¥/ (1) + 5r'(¢) + 6r(r) = 0
&) 1 (1) + 9r(t) = 0
194. a) Utilizar la identidad cosh?(&) — sinh?(£) = 1 para obtener la parametrizacién de la
hipérbola

(x-h? (y-k?
a2  pr

b) Utilizar el inciso (a) para hallar la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola 4x? —
25y? — 8x — 150y — 321 = 0 en el punto para el cual ¢ = In(2).

1

195. a) Sea una superficie S representada por x = x(y, z). Demostrar que el vector normal

n en cada punto de S es
n=i- (25— (2)k
B ay ] 0z

b) Utilizar el resultado del inciso (a) para hallar la ecuacion del plano tangente la super-
ficie S dada por x = 7y3z3 — 5y? + 3722 = 5y + 9z + 2 en el punto Py = (3, -1, -1).

. _n:2,,3.2 _7+3,2.3
196. Para las funciones f(u,v,w) = Tulv?w3 y g(x,y,2) = [e™ 27V, e 7 sen(5x%y*z?)]
aplicar el segundo caso especial de la regla de la cadena para calcular la derivada de

fog.
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197

198

199

200

201

202

203.

204.

205

. Dada la funcién vectorial f = (15x%y%z3 — 6xy® + 21x22% + 2)i+ (10x3yz3 — 9x?y? + 6y27> -
3)j + (15x3y22% + 4y°z + 21x°72% + 4)k.

a) Mostrarque V xf = 0.
b) Hallar una funcion escalar ¢ tal que f = V.

. Sea C la curva generada por 7(7) = (¢! + e™")i + (5—21t)j con 0 < ¢ < 3, determine

a) La ecuacion de la recta tangente a la curvaent = 3.
b) La longitud de la curva C.

. Una particula se mueve de modo que su vector de posicién esta dado por 7(¢) = cos(wt)i+
sen(wt) ], donde w es una constante. Demuestre que
a) La velocidad de la particula es perpendicular a 7(z).
b) La aceleracion esta dirigida hacia el origen.
c) El producto cruz entre 7(z) y la velocidad de la particula es un vector constante.

. Encuentre ecuaciones para el plano tangente y la recta normal a la superficie z = x* + y?
en el punto (2, -1,5).

. Sea 0 el angulo entre los lados iguales de un triangulo isdsceles y sea x la longitud de
estos lados. Si x se incrementa a razén de %% y 6 se incrementa a razén de 9”—0%, hallar
la tasa de incremento del area cuando x = 6m y 6 = 7rad.

. La altitud de una montafa en (x,y) es f(x,y) = 2500 + 100(x + y?)e*3" donde x y
y tienen unidades de 100m. Determine la derivada direccional de f en P(—1,-1) en la
direccién del vector unitario # que forma un angulo de £ con V£ (P).

a) Calcular la longitud de arco de lacurvaen 0 <t < 7
x(t) = e cost, y(t)=e?sent, z(t)=e'?
b) Calcular la velocidad V() y d(z) asi como su rapidez s(t).

a) Determinar el plano tangente a la siguiente superficie en el punto indicado
z=x>+y>—6xyenelpunto P = (1,2,-3).

b) Encontrar la direccién de mayor crecimiento del campo escalar en Py = (1,1, —4)

. Se dice que un campo F es irrotacional si curlF = V x F = 0. Determinar el valor de a, b
y ¢ para que el campo vectorial R(¢) dado por

ﬁ(t) = (x+2y+az)i+ (bx-3y—2)j+ (4x —cy +272)k

a) Sea irrotacional.
b) Calcular divF.
c) Calcular la jacobiana de F.
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206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

Demostrar que para todo campo escalar ¢ diferenciable se cumple que V x V¢ = 0

Se?zxi+yj+zkyr:,/x2+y2+zz_
a) Calcular Vinry V(1).

b) Calcular Ar™, con A el laplaciano.

Seau(x, y, z) = y’zi — z°sen(x? + y?)j + 2xe * cos yk. Sea x(r, 8, z) = rcos b, y(r,6,z) =

. Puy | Puy | us
rsin@y z(r, 0, z) = z. Caleular 53 + 522 R

a) Determinar el plano tangente a la siguiente superficie en el punto indicado
z=x>+y3>—6xyenelpunto P = (1,2, -3).

b) Encontrar la direccién de mayor crecimiento del campo escalaren P; = (1,1, —-4)
Determinar el plano tangente a la siguiente superficie en el punto indicado

a) xy> +2yz =4enelpunto P = (-2,2,3).

b) Encontrar la direccién de mayor crecimiento del campo escalaren P, = (2,1, 1)

Demostrar que para todo campo escalar ¢ diferenciable y F se cumple que

V- (¢F)=V¢-F+¢V-F

Sea?zxi+yj+zkyr: \/x2+y2+z2_
a) Calcular Alnry A (})

b) Calcular V - (rV (r%)) y V - (sen r 7). Sugerencia: use el ejercicio anterior.

Hallar la derivada direccional de ®(x,y,z) = (x + 3y% + z2)e"@*) en el punto P =
(1,1,-1) en ladireccion de u = (—1,1,1) a s = (2,5, 4) (recuerde que la direccién debe
ser unitaria).

Determine el dominio en forma de notacion de conjunto, graficamente e inecuacion/no
igualdad, de la siguientes funciones:

a) f(x.y)= Yor!
b) f(x.) = sen” (xy)

En Termodinamica, la temperatura, presion y volumen de un gas ideal encerrado estan
relacionadas por medio de la funcion:

T =0,01PV

donde T, P,V se miden en kelvins, atmdsferas y litros, respectivamente. Dibuje las isoter-
mas T = 300 K,400 K y 600 K.
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216.

217.

218.
219.

220.

221.

222.

223.

En Quimica, la concentraciéon molecular C(x,t) de un liquido esta dada por la funcion:
_ 42
C(x,1) =t 2> 1k

donde k es una constante. Obtenga las derivadas parciales necesarias para mostrar que
esta funcién satisface la ecuacion de difusion unidimensional siguiente:

kiC _aC
4 6x2 Ot

a) Determine un vector que produzca la direccion en la cual la funcion:

Floy) = ln(Zx + 3y)

y +4x

tiene un valor minimo en el punto de coordenadas (3, 1).

b) Determine la tasa minima.
¢, Qué representa geométricamente el gradiente V f(a, b) de una funcion f(x, y).

¢, En qué direccion se obtiene la derivada direccional maxima de una funcién f(x, y) enun
punto (a, b)?

Sea f(x,y) = 4x?y — 2xy> + y* = 3x. En el punto P = (2, -1):

a) Obtén el vector unitario en la direccionde P — Q = (5, 1).
b) Calcula la derivada direccional D, f(P).

Sea f(x,y) =x’y+ &2 —y2. En A = (-1,2):

a) Calcula Vf(A).
b) Obtén el plano tangente a z = f(x, y) en A.

Sea:z=xsiny+ycosx, x=s>cost, y=ssin(2¢).Calcula:

9z

as

b) %

Sea: f(x,y) = x> +2y* +xy. En (0, 1):
a) Calcula £,(0,1) y £,(0,1).

b) Explica brevemente qué representa cada una de estas derivadas parciales en térmi-
nos de la pendiente de la superficie z = f(x, y) al moverse:

a) en la direccion del eje x con y fijo,
b) en la direccion del eje y con x fijo.

c) Grafica la curva y su recta tangente de z = f(x,y) enlosplanosy = 1 (z vs. x)y
x=0(zvs.y).
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224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

Continuidad de funciones vectoriales. Analice la continuidad de la siguiente funcion vec-
torialent = 1:
F(t) = (\/Ecos(m))f+ (t3 - 4)5/2f 4 3sec(an f

Interpretacion geométrica de la derivada vectorial. Determine la ecuacion de la recta (en
forma paramétrica) tangente a la curva dada por la funcidn vectorial siguiente:

2

(1) = (2 = 2007 + (tt

+1)\ ., A
2)j+(2t3—3)5/2k

ent =2.

Demostraciones geométricas con la derivada vectorial. Suponga que 7(z) es una funcién
vectorial derivable, para la cual ||7(¢)|| = C, para toda ¢, donde C es una constante. De-
muestre que el vector tangente 7’(¢) es perpendicular al vector de posicion 7(¢) para toda
.

Nota: En la demostracion desglose los 4 pasos vistos en clase, con estricto rigor matemati-
co.

Identidades algebraicas con derivacion vectorial. Demuestre las siguientes identidades,
utilizando las propiedades de la derivada vectorial, considerando que 71(¢) y 7»>(¢) son
funciones derivables de t:

a) & () 72 = 4710 - 72(0)) = Fa(0) - 70 = T (1) 7a()

) 4 (71(0) - &71(0) X L7 (1)) = 1 (0) - 471(0) x 471 ()

e)(‘f'y
1+z2°

Sea f(x,y,z) = Calcule

. f(L,2+h,3) - f(1,2,3)
lim
h—0 h

Evalué el gradiente de f(x, y,z) = log(x> + y*> + z%) en el punto (1,0, 1).

a) Encuentre la ecuacion del plano tangente a z = ¢*™ en el punto (1, 1, 1).

b) ¢Ddnde corta el plano tangente al eje z?

Demuestre usando la definicion de limite con € y 6 que

11’1%(x2 +3x+2) =12
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Unidad 3

10.

. Sea ﬁ(x, y,2) = 2y +3)i + xzf+ (yz - x)l?. Evaluar fc F - d7¥ donde C es la linea recta

que une a los puntos (0,0,0) y (2,1, 1).
Sea ﬁ(x, y,2) = (y*cosx + z3)?+ (2ysenx — 4)f+ (3xz% + 2)/2

a) Determinar si la funcién F es conservativa.

b) En caso de que la respuesta anterior sea afirmativa, determinar el potencial escalar
de F.

Realiza las siguientes opciones:

a) Por medio de integrales dobles calcular el area de la region del plano xy localizada
en el primer cuadrante y limitada por las curvas 16(x — 1) = y? y 8x = y?

b) f/Rdi, donde R es el disco con centro en el origen y radio 10.

Resolver la siguiente integral triple: [[[,(x* + y* + z%)dV, donde R esta definido por 1 <
x<2,05y<1y0<z<2

Evaluar §1§C ve*dx+2e*dy donde C es el rectangulo con vértices (0, 0), (3,0), (3,4), (0,4).

. Calcular el flujo de F através de S, es decir, calcular la integral ffs F-dS.Donde ﬁ(x, v,2) =

3xy% + xej + 23k, S es la superficie del sélido acotado por el cilindro y2 + z2 = 1y los
planos x = —1,x = 2.
Calcule el drea comprendida entre las gréficas de las funciones y = 8 —x?y y = x2.

Ademas calcule ffR(x + y)dA donde R es la region anterior.

Calcule el volumen de una seccién del cilindro z = 25 — y? que se encuentra en el primer
octante y que se corta por el plano x = 5. Calcular también f/v(z)dv con V el volumen
que encierra la seccion del cilindro anterior.

Calcular [ F - dF para:

a) F= (2x%,—y) y la curva r es el segmento de linea recta que une al (-3, -2) al (3,2)

b) F= (v,—z,—x) y la curva r es el segmento de linea recta que une al (-3, -2,-1) al
(3,2, 1)

Calcular §, F - d7 para:

a) F = (—y,2x) y la curva r cerrada es el perimetro de la circunferencia (x — 5)% + (y —
42 =4

b) F = (y2,-x) y la curva r es el tridngulo con vértices el origen, el 37 y el 2.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Calcular la integral de superficie //S f(x,vy,z)dS, cuya funcién de densidad es f(x,y,z) =
Xy —2
a) S es lasuperficie parametrizada por 7(u, v) = (u—v, u+v, 1) definida en el rectangulo
[-2,4] x [-3,2]
b) S es el trozo del plano que corta a los ejes en 3i,2;, k y se encuentra en el primer
octante.

Calcular el area de la superficie del paraboloide invertido z = 64 — x> — y? acotado por los
planos coordenados yz y zx en el primer octante.

- . _ . 2. . 2 y2 _
Calcular el trabajo que realiza una fuerzaf = Sxyi-3x~yj alolargo de la elipse {5 +57 = 1.

Para la funcién vectorial £ = (4xy3z% + 5y%z — 3y + 52)i + (6x2y?z> + 10xyz — 3x — 72)j +
(4x%y3z + 5xy% + 5x — Ty)k
a) Demostrar que es conservativo.
b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.
c) Comprobar que [.f-dr = ¢(Ps) - ¢(P;), donde P; = (1,2,-1)y Py = (5,-2,1) y
C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regién encerrada entre las curvas
y =x2yy=x. Siendo f = 3x%yi — xy?j.

Si f = 3yzi +2xz2] - 5xyk, calcular i f-dS, donde S es el cilindro parabdlico z = 49 —x2
y acotado por los planos y =0y y = 11 en el primer octante.

Calcular el drea de la superficie del paraboloide invertido z = 25 — x> — y? acotado por los
planos coordenados yz y zx en el primer octante.

. . = 38 ] . 2 2
Calcular el trabajo que realiza una fuerza f = xy“i—2xyj alo largo de la elipse ;5 + 55 = 1.

} =
49
Para la funcién vectorial f = (6x2y?z> — 7yz + 5y + 42)i + (4x3yz® — Txz + 5x — 22)j +
(6x3y%z2 — Txy — 2y + 4x)k

a) Demostrar que es conservativo.

b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.

c) Comprobar que fcf -dr = ¢(Pr) — ¢(P;),donde P; = (-1,-1,3) y Py = (7,2,-4) y

C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regién encerrada entre las curvas
y =x?yy=x. Siendo f = —2x2%yi + 3xy?j.

Si f = yzi +xz] + x2yk, calcular JiE f-dS, donde S es el cilindro parabélico z = 21 — y2 y
acotado por los planos x = 0y x = 7 en el primer octante.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Evalua las siguientes integrales iteradas y traza las regiones determinadas por los limites.
Indica si las regiones son tipo 1, tipo 2 o tipo 3.

a) fol fxfzydydx
b) f_23 foyz (x2 + y) dxdy
Jy x> dV, donde W = [-1, 1] x [0,1] x [0, 1]
Sea () = (sent,cost),con 0 <t <2ny F(x,y,z) = xi + yj + zk. Calcula /(Tﬁ -dr

Sea A = (3x? + 6y)i — l4yz] + 20xz°k. Calcula [ A - dF de (0,0,0) a (1,1,1) alo largo
de o (1) = (1,12, 13).

¢, Cudl es el volumen de un granero que tiene base rectangular de 5 m por 10 m, y paredes
verticales de 9 m de altura al frente, que esta del lado que mide 5 m, y 12 m atras? El
granero tiene un techo plano. Usa integrales dobles para calcular el volumen.

En la siguiente integral cambia el orden de integracion, esboza la regidon correspondiente
y evalua la integral de las dos maneras.

% cos 8
/ / cos 0 drdf
0 0

Evalta [, x*dV, donde W = [0, 1] x [0,1] x [0, 1] y /02 02" (3, 3dzdydx.

x2+y
Calcula las siguientes integrales de trayectoria
a) fx,y,2)=eVyo:t— (1,2,12),t € [0,1]
b) f(x,v,z) =yzyo :t— (t,3t,2t),t € [1,3]
c) f(x,y,2) = % yo:it— (t, %t3/2,t) ,te[1,2]



NACIONAL

ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO

Subdireccién Académica @
Departamento de Formacion Basica

Guia de preparacion para ETS ESCOM

30. Sif = x%i + yj + xyzk, calcular /Cf - dr desde (0,0,0) a (1,1, 1) alo largo de:

a) una recta que conecta estos dos puntos y

b) un camino C, como se muestra en la figura 4.1, que consiste en tres segmentos de
recta C;, C,, C3 que ligan estos dos puntos via (1,0,0) y (1, 1,0).

4
{1, 1, 1)
|
(0,000 | .-
C, -9 ¢z .- Y
I

3

—

. Calcular ffR VxtdV sif =yi—-xjy R es cualquier region del espacio con volumen V.

32. Mostrar que, para cualquier superficie cerrada S,

#fo-dS:O
S

(Sugerencia: recuerda el teorema de la divergencia de Gauss.)

33. Si C es una curva cerrada, mostrar que

j{V(p-dr:O
c

(Sugerencia: recuerda el teorema del rotacional de Stokes.)

34. Sif = axi+ byj+ czk, calcular #S f - dS sobre cualquier superficie cerrada S que encierre
una region de volumen V.

35. Graficar las lineas equipotenciales y el diagrama de flechas para el siguiente campo vec-
torial:
F(x,y) = (x,x7)

36. Evalua [, x2dV donde W = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]y [ [** [: 1 dzdyds.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Calcula las siguientes integrales de linea:
a) F =-3x%+5xyjy o eslacurva en el plano XY, y = 2x2, de (0,0) a (1,2).

b) Sea F = zi +zj + xk, alolargo de o : t — (cost,sen1,1), 1 € [0, Z].

c) F =xX+xyj+kyo:t— (t,121),1€[0,1].

Sea o () = (sent,cost,1) con 0 < t < 2my F(x,y,z) = xi +y] + zk. Caleula [ F - dF.

Para la fuerza F = [yi + 2xj| N determine el trabajo realizado por dicha fuerza sobre la
trayectoria comprendida entre las curvas y = —x2y y = —1 en sentido antihorario.

Evalde la integral cambiando el orden de integracion:

2,1
/ / e* dxdy
0 v/2

Calcular el trabajo que realiza una fuerza f = 3x?yi — 2xy?; a lo largo de la rama positiva
; x? )’2 —
de la elipse g7 + 5¢ = 1.

Para la funcién vectorial
f= (xyzz2 —10xz° + 3y2)f+ ()czyz2 + 6xy — 4yz)f + (xzyzz —15x27%2 — 2y2)12

a) Comprobarque Vx f =0
b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V¢.

c) Comprobar que /.. f - dr = ¢(Py) — ¢(P;), donde P; = (=1,1,-1) y Py = (2,-3,1)
y C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green para ¢, 3x*ydx + 5x*y*dy y la region del plano xy deli-

mitada por la interseccién de las curvas y = x y y = x2.

Si f = 3yzi — 2xz] + x2yk calcular JiE f - dS donde S es el cilindro parabélico z = 16 — y?
y acotado por los planos x = 0y x = 7 en el primer octante.

Calcular el area de la superficie del paraboloide invertido z = 81 — x? — y? acotado por los
planos coordenados yz y xz en el primer octante.

Calcular el trabajo que realiza una fuerza f = 3x2yi +5x%y%J alo largo de la rama positiva
; x? y2 —
de la elipse 755 + 75 = 1
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47. Para la funcion vectorial

48.

49.

50.

51.

52.

f = (Bxy?2? + 2xz% — 4xy)i + (3x%yz? — 2x% + 322) ] + (3x2y%z + 2x%z + 6y2)k

a) Comprobarque Vx f =0

b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V¢.

c) Comprobar que [. f - dr = ¢(Py) — ¢(P;), donde P; = (1,-1,1) y Py = (-1,2,-1)
y C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green para fc 3xy?dx — 4x?ydy y la regién del plano xy delimi-
tada por las curvas y = x y y = x> en el primer cuadrante.

Si f = 2yzi — 3x%z] + 2xyk, calcular JiE f-dS donde S es el cilindro parabdlico z = 9 — x2
y acotado por los planos y = 0y y = 8 en el primer octante.

Calcular ffR VxftdVsif=yi—xj+ yky R es cualquier region del espacio con volumen

Sif = axi + byj + czKk, a, b, c son constantes, demuestre que /fsf -dS = ‘%(a +b+c),
donde S es es la superficie de una esfera unitaria. (Utilizar los teoremas integrales) .

r denota al vector posicion del punto P con respecto al origen O. Evalue ffS r - dS, donde
S es la superficie curva del cilindro x? + y? = a?, 0 < z < 2a.
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

Si C es una curva cerrada, mostrar que fc V¢ - dr = 0. (Utilizar los teoremas integrales) .

Evaluar la integral de linea . f - dF, donde f(x,y) = x% + xyj y C es el perimetro del
cuadrado unitario en R?,

Evaluar la integral doble trazando la regién correspondiente, donde R es la regidn limitada

porx =—-y,x=yyy=2:
//eysz
R

Evaluar la integral de linea fc ydx + zdy + xdz Donde C es el segmento de recta que une
al punto (4,0,0) a (6, 8, 10), seguido por el segmento de recta que une al punto (6, 8, 10)
a(6,8,0).

Calcular [, ®d7 para ® = x’y + 2y de (1,1,0) a (2,4,0) a lo largo de la parabola y = x.
Hallar una funcién escalar de potencial para el campo vectorial:

F = (y +zcos(x2))i + x] + (x cos(xz))k
Mediante una integral triple determinar el volumen de un cilindro de radio 1u y una altura

de 10u.

Evaluar la integral f/Rxsin(y3)dA, donde R es el tridangulo con vértices (0,0), (0,2) y
(1,2).

Evaluar la integral de linea |, f-dr, donde f(x,v,2) = yzi + xz] + xyk y C esta formada
por los segmentos de recta que unen a (1,0,0) a (0,1,0) a (0,0, 1).

Evaluar la integral doble trazando la regidn correspondiente, donde R es la region limitada

pory = x2,y = 2x:
//4x3ydA
R

Evaluar la integral de linea ¢, d7. Donde C es el circulo x* +y* = a?, con a una constante.
item Calcular /C ®di para ® = x3y + 2y de (1,1,0) a (2,4,0) a lo largo de la parabola
y = x2.

Mostrar que el campo vectorial F = (2xy + z3)i + x2] + 3xz2k es conservativo, determinar
el potencial escalar y el trabajo realizado cuando un objeto se mueve del origena (1, 1, 1).

Mediante una integral triple determinar el volumen de la region entre una esfera de radio
10 y una esfera de radio igual al numero de letras de tu nombre.

Evaluar la integral /[, 3y*vx dA, donde R es la region limitadapor y = x?, y = —x*y x = 4.
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Evalle directamente y mediante el teorema de Green la integral 5§C(3x2 +2y,—(x+3y)) -
(dx, dy), alrededor del paralelogramo cuyos vértices estan en (0,0), (2,0), (2,1) y (0, 1).

Evalte /fs 7 -AdS, donde:

a) S es la esfera de radio 3 con centro en (0,0, 0).
b) S es la superficie del cubo limitado por x = +1,y = £1,z = £1.

c) S es la superficie limitada por z = 4 — (x> + y?).

Si F(x,y,z) = axi + byj + czK, calcular ffSF - dS, sobre cualquier superficie cerrada S,
que encierre una region de volumen V en el espacio.

Use el teorema de Stokes o el teorema de Green en el plano para hallar el drea de una
circunferencia de radio a en el plano XY, centrada en el origen.

Calcular [[, rxdS, donde S es la superficie esférica cerrada representada por x*+y?+2* =
612.

Dada la funcidn vectorial £ = (3x2y%z3 — 6xy? + 7z2)i+ (2x3yz°> — 6x2y +3y22)j + (3x3y2z2 +
l4xz + y)k.

Dada la funcién vectorial £ = (14xy>z> + 10xz” +3x%2%)i+ (21x%y22% + 6y22%)j+ (21x%y3 2 +

10x2z + 2x3z)k. a) Mostrar que V x f = 0. b) Hallar una funcién escalar ¢ tal que f = V¢.

Para la funcién vectorial f = (6xy>z> — 10xy? + 14xz%)i + (9x%y?z% — 15x%y? — 6y?7%)j +
(6x2y3z + 14x%z — 4y>2)k: a) Demostrar que es conservativo. b) Hallar el potencial escalar
¢ tal que f = V¢. c) Comprobar que [..f - dr = ¢(Ps) — ¢(P;), donde P; = (2,1,-1) y
Py = (5,4,-3) y C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regidon encerrada entre las curvas
y =x?yy=x. Siendo f = 3xy?%i — 2x?yj.

Si f = —3yzi +5xz] —x2yk, calcular ffsde‘ donde S es el cilindro parabdlico z = 13 —y?
y acotado por los planos x = 0 y x = 9 en el primer octante.

Calcular el trabajo que realiza una fuerza f = 3xzi + 5x>zj — 2x?yk a lo largo de la linea
quebrada que une los puntos A = (0,0,0), B=(-1,3,5)y C = (2,-4,-7).
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

Para la funcidn vectorial f = (10xy3z3 + 4xy? — 6x2)i + (15x%y%23 + 6x%y% + 8yZ)j +
(15x%y37% = 9x%z% + 12y%22)k:

a) Demostrar que es conservativo.

b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.

c) Comprobar que [..f-dr = ¢(Py) — ¢(P;), donde P; = (3,-1,2) y Py = (-5,-3,1) y
C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green para fc 3xydx — 2xy?dy y la regién del plano xy ence-
rrada porlascurvas y =1 —x>yy =1 —x.

Si f = 3yzi — 5xz] + 2xy?k, calcular I f-dS, donde S es el cilindro parabdlico z = 11 —x2
y acotado por los planos y = 0y y = 9 en el primer octante.

Muestre que la integral dada es independiente de la trayectoria. Evalue.

(3.4,1) 1
/ (2x + 1) dx +3y*dy + — dz
(1,2,1) <

Emplee el teorema de Green para evaluar la integral

% 233y dx + (Bx + y) dy,
C

donde C es la elipse
9(x — 1)2 +4(y-3)* =36

%F-dr.
C

F=Q2z+x)i+(y—2)j+x+yk

Usando el teorema de Stokes, evalle

Suponga que C esta orientada en sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando
se observa desde arriba. C es la frontera del plano z = 1 — y que se ilustra en la figura.
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84. Mediante el teorema de la divergencia. Determine el flujo hacia fuera

//S(F-n)dS

_oxi+yj+zK
o (x2 +y2 +22)

del campo vectorial dado F.

D la region acotada por las esferas concéntricas

x2+y2+z2=a2, x2+y2+z2=b2, b>a

85. Calcular el area de la superficie del paraboloide invertido
7 =49 —x* — y?

acotado por los planos coordenados yz y zx en el primer octante.

j{fxdr
c

f = —2xy%i + 5x%yj

86. Calcular la integral

Si

y la curva C es la parte de la elipse

X2 y2

100 © 36

en el primer cuadrante.

87. Comprobar el teorema de Green en el plano para la region encerrada entre las curvas

y=vV—=x

y
_x

y - 2 L

Siendo
f = —7xy%i + 4x2yj.
88. Si R
F = dyz%i - 3xzj + 2xyk,

calcular

[

S

donde S es la superficie cerrada que se forma con el cilindro parabdlico
7=25-x2

acotado por los planos y = 0y y = 13 en el primer octante.
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89. Calcular la integral
‘7{ f x dr
c

f = 5x%yi + 3x%y%j

Si

y la curva C es la parte de la elipse

en el primer cuadrante.

90. Comprobar el teorema de Green en el plano para la region encerrada entre las curvas

y=vx

y
&

y — 2'

Siendo
f = —5xy%i + 3x2yj.
91. Si _
f = 5y*zi — 2xzj + 3xyk,

calcular

//Sf-di

donde S es la superficie cerrada que se forma con el cilindro parabdlico
z=16-y*
acotado por los planos x = 0y x = 7 en el primer octante.

92. Siendo .
A=QRQy+3)i+xzj+ (yz—x)k,

/K-d?
C

a lo largo de las siguientes trayectorias:

hallar

x = 2¢2, y =t, 7=t

desder=0ar=1.
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93.

94.

95.

96.

97.

Evalde la integral cambiando a coordenadas polares

// cos(x? + y?) dA,
R

donde R es la region localizada arriba del eje x dentro del circulo

x?+y?=0.

///E«/mdv,

donde E es la region que yace dentro del cilindro

Evalle

x2+y2=9

y entre los planos z = -4y z = 5.

Enlaregion p(A) :x+y =10, x+y =4, x =0, y = 0 se define la integral siguiente:

//“O(A) (x + y) dxdy

Considerando lo anterior determinar lo siguiente

a) Dibujar la region ¢(A) en coordenadas rectangulares (x, y).

b) Escribir las integrales dobles en los érdenes dxdy y dydx con sus limites de integra-
cion asociados.

c) Resolver una de las integrales anteriores (la que considere mas sencilla).
Sea S la regidon acotada por la superficie
S = {(x,y,z) eR} X2+ +(z-1)°< 1}.

Dibujar el sdlido S y las proyecciones en los planos correspondientes, asi como escribir
los 6 drdenes de integracién asociados.

///S dxdydz

Dibujar la regién Q que da lugar a la integral doble, cambiar el orden de integracion y

calcular entonces la integral.
0 Vy+l
// x% dxdy
-1 J—/y+1
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98. Sea S la region acotada por la superficie
S = {(x,y,z) eR3 |x2+y2+(z—1)2§ 1}.

Dibujar el sdlido S y las proyecciones en los planos correspondientes, asi como escribir
los 6 6rdenes de integracion asociados.

JJJ asave:

99. Enlaregion ¢(A) : x =y, y = 5x, xy = 2, xy = 4 se define la integral siguiente:

// dxdy
¢(A)

Considerando lo anterior determinar lo siguiente

a) Dibujar la region ¢(A) en coordenadas rectangulares (x, y).

b) Escribir las integrales dobles en los 6rdenes dxdy y dydx con sus limites de integra-
cién asociados.

c) Proponer un cambio de variable y dibujar la regidon A asociada.
d) Escribir la integral utilizando el teorema de cambio de variable.
e) Resolver una de las integrales anteriores (la que considere mas sencilla).
100. Sea S la region acotada por las superficies
z=0, z=25, y =09, y=x2,

determinar el valor de una de las integrales siguiendo los érdenes de integracion indicados.
Dibujar el sélido S y las proyecciones en los planos correspondientes

a) M zdzdxdy
b) /[/S zdydxdz
c) ///S zdzdxdy
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101.

102.

103.

Hallar

fﬁ-d?
C

a lo largo de la curva cerrada C de la figura dada, sabiendo que

A=(x—y)i+(x+y))

Hallar

donde -
A=yi+2x]—zk

y S es la superficie del plano
2x+y =6

situada en el primer octante y limitada por el plano

z=4.

Hallar

/[/ Vx2 + y2dxdydz
14

siendo V la regidn limitada por
z=x"+y?

Z=8—(x2+y2).

Emplear coordenadas cilindricas.
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104. Sea
B:(2x—y+z)i+(x+y—z2)j+(3x—2y+4z)k

un campo vectorial. Evalue la integral de linea

%Ed?,
C

donde C es un circulo con centro en el origen y de radio 3, en el plano XY.

105. Con una integral triple determine el volumen del sélido acotado por las gréficas de las
ecuaciones
z=1-y y = 2x, x =3,

en el primer octante.

106. Evalue la integral doble
J[weran
D

2<x?+y?<4.

donde D esta definido por

107. Sea
¢ = 2xy’z + x%y,

/ o dF,
C

evalule

donde C es la curva

con0<r<1.

108. Evalue la integral doble

// (1+x% +y2)72 dA,
D

donde D es la region acotada por

en el primer cuadrante.

109. Sea F = 2yi — zj + xk. Evalde fcﬁ x dr a lo largo de la curva x = cos(7), y = sen(z) y
z=2cos(t),det=0at = 7.
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

Sea A = (4xy — 3x222)i + 2x2] — 2x3zk. Demuestre que I A - dF es independiente de la
curva C que une a dos puntos dados. ¢ Hay una funcidn diferenciable tal que A= V¢? En
caso afirmativo, determine la funcién ¢.

Evalde las integrales
a) [, sen?(x)dA donde R estd acotada por y = cos(x), 0 <x < 5,y =0.
b) ffR cos(\/m)dA donde R es el disco con centro en el origen y radio 2.
c) /fR(xy + z2)dV donde R es la caja limitada por [0,2] x [0, 1] x [0, 3].
Sea A = —xjy B =2i-3j+ k. Evalue fc(ﬁ x B) x dF alrededor de la circunferencia en

el plano xy, con centro en el origen y con radio igual a 2, que se recorre en la direccion
positiva.

Para el siguiente campo vectorial:
a) Demuestre que F = (y?cos(x) + z3)i + (2ysen(x) — 4) ] + (3xz% + 2)k es un campo
de fuerzas conservativo.
b) Determine el potencial escalar para F.
c) Calcule el trabajo realizado cuando un objeto se mueve en este campo, de (0, 1, —1)
a(m-1,2).

Evalue las integrales

a) invirtiendo el orden de integracién /01 f\/l)_c VY3 + ldydsx.

b) f/R sen(x2+y?)dA donde R es la regién del primer cuadrante entre las circunferencias
con centro en el origen y radios 1y 3.

C) /12 022 Oln(x) xeVdydxdz.

Dada la funcién vectorial f = (3x2y?z> —6xy? +72%)i+ (2x3yz> —6x%y +3y%2) j + (3x3y? 22 +

14xz + y*)k. a) Mostrar que V x f = 0. b) Hallar una funcién escalar tal que f = V¢.

Dada la funcién vectorial f = (14xy3z% — 10xz — 9)i + (21x%y?z% + 6yz> + 3) ] + (14x%y3z -
5x> +9y?z% + 5)k. a) Mostrar que V x f = 0. b) Hallar una funcién escalar tal que f = V.

Calcular el area de la superficie del paraboloide invertido z = 64 — x> — y? acotado por los
planos coordenados yz y zx en el primer octante.

Calcular el trabajo W = [ f - dr que realiza una fuerza f = 5xy* - 3x*y*] aplicada a
una particula que se mueve a lo largo la curva C que es la parte de la elipse en el primer
cuadrante:
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119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

Para la funcién vectorial f = (x2y3z3 — x*yS —4y)i + (x3y?23 = Oy +2y32% —4x +22) ] +

(x3y372 + 2y*2% + 2y)k. a) Demostrar que es conservativo. b) Hallar el potencial escalar
¢ tal que f = V¢. c) Comprobar que /Cf -dr = ¢(Py) — ¢(P;) donde P; = (-1,-1,-1) y
Py =(1,1,1) y C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regién encerrada entre las curvas
y =+xyy=ux. Siendo f = 3xy* — 5x%yj].

Si £ = 4yz% - 3xzj + 2xyk, calcular JiE f - dS, donde S es la superficie cerrada que se
forma con el cilindro parabdlico z = 25 — x? acotado por los planos y = 0y y = 13 en el
primer octante.

Calcular el drea de la superficie del paraboloide invertido z = 36 — x> — y? acotado por los
planos coordenados yz y zx en el primer octante.

Calcular el trabajo W = [.. f - dr que realiza una fuerza f = —5xy* + 2x*y*; aplicada a
una particula que se mueve a lo largo la curva C que es la parte de la elipse en el primer

cuadrante:
-~ yz

A Y |
64 " 25
Para la funcién vectorial f = (x2y3 + 3yz — 15x22% + 22)i + (x3y? + y22 + 3x2) ] + (y?*z +
3xy — 15x32% + 2x)k. a) Demostrar que es conservativo. b) Hallar el potencial escalar ¢
tal que f = V¢. c) Comprobar que /Cf ~dr = ¢(Py) — ¢(P;) donde P; = (-1,-1,-1) y
Py =(1,1,1) y C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regién encerrada entre las curvas

y=x>yy=x. Siendo f = 4xy* - 3x2y/.

Si f = —5yi — 3xz] + 4x2yk calcular 51§Sf dS donde S es la superficie cerrada que se
forma con el cilindro parabdlico z = 16 — x> acotado por los planos y = 0y y = 10 en el
primer octante.
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127. Integre f(x,y,2) = x ++/y — z? sobre la trayectoria que va desde (0,0, 0) hasta (1,1, 1)
dada por:
a) Cr:r(t)=ti+1’j 0<t<l1
b) C,:r(t) =i+j+tk 0<r<1

(0,0,0)

\R

(1,1, 1)

\ “
&

(1, 1,0)

128. Determine el volumen del sélido en el primer octante acotado por los planos coordenados,
el plano x = 3 y el cilindro parabdlico z = 4 — y2.

129. Calcule el jacobiano d(x, y, z)/d(u,v,w) para la transformacion:

x=2u-1, y=3u-4, z=(1/2)(w-4)

130. Célculo de volimenes de la regidn cortada en el cilindro x> + y> = 4 por el plano z = 0 y
el plano x + z = 3.
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131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Cambie el orden de integracion de manera adecuada para que sea mas conveniente de

integrar:
1 el pl
/ / / 12xze™” dy dx dz
0 JOo Jx2
P
jlgde+Qdy:'//(a—Q—a—) dxdy
C S ox 8)7

Si ﬁ(x,y) =P(x,y)i+Q(x,y)j= Bx+4y)i+ (2x-3y)jyC ={(x,y) € R? : x2 +y2 =4}

Verifique la igualdad

Calcular la integral de superficie

2 2 2
- - x' y. Z
F-dS con F(x,y,z)=—i+=j+—=Kk

//S (x,y,2) St i+

Y S la esfera de radio 1 centrada en el origen.

Calcular las siguientes integrales de linea fc F - dr si

a) ﬁ(x, y) = 2x%i+yjy C es la curva dada por el segmento de recta que une los puntos
P=(-3,-2)yQ = (3,2).

b) F‘(x,y, z) = yi—zj —xk y C es la curva dada por el segmento de recta que une los
puntos P = (-3,-2,-1)y Q0 = (3,2, 1).

// (x> + y* + 2%)dxdydx
D

ConD ={(x,y,2) €ER}:0<x<1,0<y<1,1<z7<3}

Calcular

a) Usar una integral de superficie para determinar el drea del triangulo T < R? con
vérticesen Py = (1,1,0), P, = (2,1,2) y P3 = (2,3, 3). Usar una funcién z = g(x, y)
que nos dé el triangulo requerido.

b) Usar el producto vectorial para verificar tu respuesta.
Sea F(x,y,z) = 2x%yi — y%j + 4xz2k y S la superficie cerrada, limitada por y? + z2 = 9,

x = 2y el primer octante. Calcular la integral de superficie usando la férmula del teorema
de la divergencia de Gauss:

//S F-dS= ///V div(F)dxdydz
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138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

Sea F un campo de fuerzas definido como
F= (2xy + 2)i + x2] + 3xZ%k.

a) Determine si el campo Fesun campo conservativo.

b) En caso de que sea conservativo determine el potencial escalar.

c) Calcule el trabajo realizado por una particula que se mueve de (1,-1,1) a (1,2, 3).
Sea A = (2y+3)i+xz] +(yz—x)k. Evalle ]C A-dralo largo de las trayectorias siguientes
C:

a) x(t) =22, y() =tyz(t) =>der=0atr = 1.

b) Las lineas rectas de (0,0,0) a (0,0, 1), después a (0,1,1) y luego a (2,1, 1).

c) Lalinearecta que une a (0,0,0)y (2,1,1).

Evaltie ¢, F -df donde F = (x — 3y)i + (y — 2x)] y C es la curva cerrada en el plano xy,
x(t) =2cos(t), y(t) =3sin(t) det =0ar = 2n.

Evalue /fR eyza’A, donde R es la region limitada porx = -y, x =yyy = 2.

Demuestre que el campo vectorial V = —==L es un campo sumidero.

Vx2+y
Calcular el area de la superficie del paraboloide invertido z = 81 — x> — y? acotado por los
planos coordenados yz y zx en el primer octante.
Calcular el trabajo W = fcf - dr que realiza una fuerza f = 3xy?i + 5x?yj aplicada a una
] . 22
particula que se mueve a lo largo la curva C que es la parte de la elipse z; + g—l =lenel
primer cuadrante.

Para la funcién vectorial f = (10xy3z% — 6xz> 4+ 6x2y% + 4)i + (15x%y22% + 4x3y — 14yz? +
5)j + (10x%y3z — 9x?z% — 14y*z - 3)k
a) Demostrar que es conservativo.
b) Hallar el potencial escalar ¢ tal que f = V.
c) Comprobar que /Cf-dr =¢(Py)—¢(P;),donde P; = (2,1,-1)y Py = (-1,1,-3) y
C es cualquier curva que una dichos puntos.

Comprobar el teorema de Green en el plano para la regién encerrada entre las curvas
y=Vx-5yy= A—It(x —5). Siendo f = 7xy%i — 2x%yj.

Si f = —3yz%i + 5xz] — 4xyk, calcular ffS f dS, donde S es la superficie cerrada que se
forma con el cilindro parabdlico z = 36 — x? acotado por los planos y = 0y y = 10 en el
primer octante.
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148. Determine las ecuaciones simétricas para la recta perpendicular a la grafica de la super-
ficie dada por la ecuacion:
= —4x? + 3y?

en el punto (3, -3, —2).

149. Sean F = 3yx%{ + xz] + 2zy*k y ¢ = x2y*z. En el punto (1, -1, 2) determine lo siguiente:

a) Vx (¢F)

b) Vx (VX F)
c)V [F X (Vo)]
d) V

150. Calcule el trabajo total realizado por una fuerza dada por:

=

F:—xf+zf+yl€

que actua sobre una particula para desplazarla a lo largo de una hélice eliptica, cuyas
ecuaciones paramétricas son:

x =cos(t), y=t, z=3sen(r)
der=0at=mn.

151. a) Demuestre que F = (2xy + 23) +x2] + 3xz2k es un campo de fuerzas conservativo.
b) Encuentre el potencial escalar.
c) Calcule el trabajo realizado cuando un objeto se mueve de (2,-1,3) a (4, -2,2).

152. Sea f(x,y) = (tan(x — 1) = y¥, x> — y?) y g(u,v) = (¢*™",u — v). Calcule la derivada de
f ogevaluadaen (1,1).

153. Suponga que una particula sigue la trayectoria c(t) = (4e’, 6¢*, cost). En el instante ry = 0
la particula sale de su trayectoria siguiendo ahora una trayectoria tangencial a la curva en
dicho instante. Encuentre la coordenada de la particula en el instante #; = 1.

154. Suponga que un pato nada siguiendo una trayectoria circular dada por x = costy y = sint
y la temperatura del agua esta dada por T = x?¢* — xy>. Encuentre dT/dt la razén de
cambio de la temperatura que experimenta el pato.

155. Encuentre (8/ds)(foT)(1,0) endonde f(u,v) = cosusinvyT(s, 1) = (cos(t2s),log(V1 + s2)).



