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MATEMATICAS AVANZADAS-ISC

Unidad 1

1. Encontrar las raices o ceros de:

2+16z-7z*-16=0

2. Pruebe que u = u(x,y) es armonica y halle v = v(x,y) armdnica conjugada si u =
u(x,y) = 2x(1 —y). Exprese el resultado final f(z) en términos de la variable z.

3. Representar geométricamente:
’z + \/Eei”/4‘ =2

4. En qué se transforma la curva |z| = 1 al aplicar la funcién w = 1+.

5. Determinar el valor de a y b para que se cumpla que:

Cl+21 .
— V2%
e T V2e

6. Hallar las raices o ceros de la ecuacion:

Z2+A+D)2+Q+0)z+i=0

7. Probarque u = u(x, y) = coshx cos y es armdnica, entonces determine su funcién armaoni-
ca conjugada. Expresar f(z) en términos de la variable z.

8. Determinar el valor de a y b para que se cumpla que:

a +21 A \/Eei%r

b+ 3i
9. Representar geométricamente:
‘Z - \/Eei”/‘“ =2
10. Halle laimagen de x% + y2 = 1 bajo el mapeo w = (i + V3)z+i— - y represente el mapeo

V3
graficamente.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

Sean z y w numeros complejos tales que zw # 1, pero tales que z o w tienen magnitud 1.

Pruebe que
z—w
—(=1.
1-zZw
Sea n un entero positivo y sean uy, u, ..., u, las raices n-ésimas de la unidad. Pruebe

que X u; =0.

Demuestre, a partir de las definiciones basicas, que

a)

Ccos™

L= —ilog(z+i(1— zz)l/z),
b) Determine al menos un valor de w, tal que, cosw =i.

Determine la derivada de f(z) = arc cos z en cualquiera de sus ramas analiticas.

Sea f(z) =e*+7,

a) escriba f(z) enlaforma f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y).

b) Determine el dominio de analiticidad.

Sea f(z) = e™% + iz,

a) Escriba f(z) en la forma u + iv.

b) Determine el dominio de analiticidad.

Demuestre que cos™! z = —ilog(z + iV1 — z2) y determine w tal que cosw = 2 — .

Pruebe la identidad: |z + w|? + |z — w|® = 2(|z|2 + [w[?).

Calcular todos los valores de la raiz cuarta de w = =2 + i2V3

Deducir la férmula del arc cos(z) y obtener arc cos(2i)

Separar la parte real e imaginaria de (1 — i)'+

Mostrar que en el dominio Re(z) > 0, w = In(z) es analitica.

Resolver las siguientes integrales con métodos de variable compleja.

b)

a) |

(zz)dz (Integral de camino)

-¢‘ sen(iz)
|z|=2 z2-4z+3

dz (Férmula de Cauchy)

) -</£|z—l|:% ﬁdz (Residuos)

d) .7§|z|=1(z3 +27%)eti dz (Residuos en el infinito/singularidad esencial)

) /_‘: (xzdﬁ (Integrales impropias reales)

f)

2
0

2— cos(e)

dé (Integrales trigonométricas reales)
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24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.
33.
34.

35.

36.
37.

38.

Resuelva lo siguiente:
a) |(2z+5)(V2-i)| = V3]2z + 5|
b) 2+i)2=3-4i
Calcule todas las raices de z = (~16)!'/* y su raiz principal.
Muestre si f(z) = e’e’™* es o0 no analitica.
Hallar todas las raices de la ecuacion sin z = cosh 4.
Hallar todos los valores de tan~!(2i)
Calcule: (i) =
Halle la inversa de cosh(z) y calcule cosh™! (=i).

Evalte la suma Z;?;(l)(—l)fwf donde w es raiz de la unidad.

Demuestre senh™!z y halle w tal que senh w = i.
Determine la derivada de f(z) = senh™!z.
Sea z = x + iy. Expresar lo siguiente en términos de Re(z) e Im(z):

a) Re(iz),

b) Im((1 -1i)z),

c) Re(z?),

d) Im(Z + 22).

Usar el teorema de De Moivre para:

a) Expresar en la forma x + iy:
) (1 +10)20%,
) (V2cos(&) +isen(&))'%;
b) Hallar todas las soluciones de las ecuaciones:
) z* = —i,
n 2 =2-1.

Suponga que w = cos ¢ + iseny. Si k es un entero, evaliie w* + wk y wk — wk,
("2 ("2 y

Resolver la ecuacién z* = 1 y graficar en el plano complejo el poligono formado por las
raices.

Probar que

a) Izl < |Re(2)| +Im(2)] < V2Iz],

b) 2122+ 2120 = ZRG(ZIZ)-
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39. Hacer un bosquejo de la grafica de los siguientes conjuntos y clasificarlos de acuerdo a
(a) abierto, (b) cerrado, (c) conexo o (d) acotado:

a) 0<|z-1]| <1,

)
b) [Re(z)| <1,
c) Im(z) <Re(2),
d) |z-i]=1.

40. Obtener los limites siguientes:

2
77+ 1
a) lim -
z—>-1 Z+1

d) lim (az + b) — (azo + b).

20 40

41. Probar que

a) las siguientes funciones son continuas en C:
a) f(2) =72,
b) f(z) = lzl;

b) las siguientes funciones son discontinuas en z = 0:
a) f(2) = 5

ot
0 () =
42. Hallar las partes real e imaginaria, u(x,y) y v(x,y) respectivamente, de las funciones
siguientes:
a) f(2) = 4,
b) f(z) =2+,
c) f(z)=z+1,
d) f(z) =7~

43. Verificar que la siguiente funcidn es arménica y hallar su arménica conjugada v(x, y)

u(x,y) = —e“sen y.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

54.

55.

56.

57.

Hallar todos los numeros complejos z que satisfacen e* = 1.

Mostrar que

a) (&%) = €%,

b) sen’z + cos’z = 1.
Hallar todos los numeros complejos que satisfacen cos z = sen z.
Expresar los numeros siguientes en la forma x + iy:

a) seni,
b) cosh(1 +i).

Hallar el valor principal de las siguientes expresiones:
a) (1+0)*,
b) —i’

Verificar que la siguiente funcion es armdnica y hallar su arménica conjugada v(x, y)

u(x,y) = e~ cos 2xy.

Hallar las partes real e imaginaria de las funciones siguientes:
a) f(2) = =,
b) f(2) = e

Hallar y graficar todos los valores de V-8V3 + 8i
Despejar z y separar la parte real e imaginariae = e* + e™*

Verificar si u puede ser la parte real de una funcién analitica f(z), en caso afirmativo
encontrar f(z) y f'(2).

Hallar el médulo y argumento (dngulo) del niimero complejo que al multiplicar a 23 + i2
da como resultado —4i

Sl
Calcular f_l. 7dz;

a) Por una trayectoria circular |z| = 1 en el sentido positivo,

b) Por una recta

1
51{ Z3e% cos (—) dz
|z]=1 <

j{ zcoth(z) dz
|z—mi|=3
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

/°° x2 dx
oo T+ x4

/27T 4o
o 2-—cos(20)

Calcular la serie de Fourier y aplicar la formula de Parseval para f(t) = —t si |t| < «;

f(t+2m) = f(1)

Calcular la transformada de Fourier F(w) y aplicar la férmula de Parseval para f(t) =
~-1 sij| <%
0 siZ<lt
Resolver la ecuacion y” + (a + b)y’ + (ab)y = 6 (x — (a + b)) mediante transformadas de
Fourier, elija |al, |b| > 3; a,b e N,a # b

Escriba el numero complejo dado en forma polar y luego escribalo en la forma z = x + iy.

3 L =g %
[8 (cos % + i sin {)]

[2 (cos Z +isin %)] 10

Encontrar la raiz enésima principal del nimero complejo dado. Dibuja las raices wg, wi, . . .
en un circulo apropiado centrado en el origen.

1
8

16i
1+

Aplique las ecuaciones de Cauchy-Riemann para:

a) Demostrar que la funcidn u = e *(x siny — y cos y) es armonica.

b) Encontrar v tal que f(z) = u + iv sea analitica.

a) Exprese la funcién de Laplace V>F(x,y) = 0 en coordenadas polares.

b) Sea F(z) una funcidn a ser analitica en una region R que contiene a z. Exprese a z
en forma exponencial, usando las siguientes identidades:

OF 0Fdz _ ,,0F  OF dFdz  OF

or ozor ¢ oz Y B0 " azoe Yoz

para mostrar que el inciso (a) se cumple en todo R.

’ W}’l—l



ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO

Subdireccién Académica @

Departamento de Formacion Basica
Guia de preparacion para ETS ESCOM

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.
77.

Si zo, 21, 22 son las soluciones de 72 — (2 — i) = 0 evaluar:

a) f(z)=2enz

b) f(z) =Ln(z) en (zo +2z1 + 22 +1)
c) Sif(z) =e*enz

Escriba la parte real e imaginaria u(x, y), v(x, y) de:
a) f(z) = cosh(z +1i)
b) f(z) = )

Determinar si los numeros complejos propuestos se encuentran en la imagen de las fun-
ciones dadas:

a) Si f(z) = - versi0 € Im(f)
b) Si f(z) = e 3iversiie Im(f)

Describa la imagen del conjunto A = {z € C | —Re(z)? + Im(z) < 2} bajo la funcién
f(z) = z + iy decir si dicha imagen es un conjunto abierto.

Describa la imagende A = {z € C | ||2z —i|| = 3} bajo f(z) = % y decir si dicha imagen
es un conjunto conexo.

Determinar donde son derivables las siguientes funciones de variable compleja y decir
cuanto vale su derivada.

__ e*—cos(z)
a) f(z) = ——
b) f(Z) — 622—3i€z3+3i
c) flx+iy) = (x*=y) +i(y*> —x)
Si i—f es un imaginario puro, a y b son reales distintos de cero. Calcular

az1 + bz
az1 — bz

Calcular
(1 + cos@ +isend)"

Hallar el complejo cuyo cuadrado sea igual a su conjugado
_ 3[250-i) .
Dar el valor real de £ = |5 — i

Considere el siguiente mapeo
1
f(2)=z+-
Z

encuentre en que convierte las lineas rectas que salen del origen y los circulos con centro
en el origen
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78.

79.
80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

Calcular los valores de a, b, c y d € R, para que f sea derivable en C

f=x>+axy+by* +i(cx* +dxy +y?)

Hallar todos los valores de: /(=23 — 2i)

Partiendo de cos(z) = n(1 + i) despejar z y separar su parte real e imaginaria

Encuentre las raices complejas de las siguientes ecuaciones; en general para a, b,c € N
y en particular paraa = 3,b = 6,c = 9.

2224 b =c+1
P2 ra=c-1

Determine los puntos de ramificacion y lineas de corte de f(z). ¢ Cuantos circuitos distintos
hay alrededor de los puntos de ramificacion?

f()=Vlc+ DA+ (@a+ D2+ (b+1)

Utilizando las férmulas de Euler y de De Moivre, encuentre expresiones simplificadas de
las siguientes expresiones. Encuentre la expansion de potencias paraa =2,b = 4,c = 8.

cos((a+ b +1)09)
sin ((1 + %) 9)

Desarrolle, simplifique y evalue las siguientes funciones hiperbdlicas para a = 13,0 =
17,c =19y d = 23.

cosh(((a +3)+i(b+5))p)

sinh((c +7)0 —i(d + 11)¢)

Calcule las funciones inversas de la secante y la cosecante en términos de logaritmos
complejos:

arcsec(z + 6c¢)

arccsc(z — 6¢)

Considere el punto: w = ce(@*13)+(b+17) y |35 funciones multivaluadas f(z), g(z) y h(z).
Encuentre expresiones algebraicas para las funciones y evaluelasparaz = w,a = 1,b =2
yc=23.

f(2)=2z" g(z)=¢€" h(z)=1logz

a) Verificar que u(x, y) = e”sen(x) es una funcién armdnica,

b) Encontrar la derivada f’(z), donde f(z) = u(x,y) +iv(x,y), con u(x, y) dada como
en el inciso a)

Usar la férmula de DeMoivre para expresar sen(4a) en términos de potencias de sen(«)
y cos(a)
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89.

90.
91.

92.

93.

94.

95.

Resolver las siguientes integrales con métodos de variable compleja:

2r 1 3 (l)
a)/O 2—cos(9)dg’ b)j{d:lz e\z)dz

Escriba la parte real e imaginaria u(x, y), v(x, y) de: f(z) = e®@sen(z)

La funcidn f(z) = y> —i(cos(2x) + x) en qué conjunto es derivable y en tal caso decir
cuanto vale su derivada en dicho conjunto? (1 punto)

Bajo la inversidon f(z) = % el conjunto de puntos z = x + iy que satisfacen la ecuacion
3x-2y+4=0

en el plano complejo x, y ¢ En qué se convierten en el plano (u, v)?
Probar que f es constante si cumple una de las siguientes condiciones

(@) v =u?

(b) u* +v? = cte
Calcule la derivada f’(z) de la funcién:

f(2) = [cos(e*) +isin(e )]
mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann en forma cartesiana: f’(z) = ";—;‘ y f'(z) =
_ia_y-
Derive la funcion
f(z) = [In(sinh(z%) + cosh(z%))]"/3

utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares: f’(z) = e"'Q% y
| 0
f'(2) = ~L5.

Aplicando las propiedades de los numeros complejos, en particular las del conjugado de
z, demostrar que si zo es una raiz del polinomio
P(2) =ag+aiz+arz>+---+ay?"

donde ay, a;, ..., a, son numeros reales, entonces zp también es una raiz.
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96. Calcular los numeros complejos z tales que

_2z-i
2414z
es:
a) Un nudmero real.
b) Un numero imaginario puro.
97. Sea .
32i
=8
V3 +i27

a) Expresar en forma bindmica y polar el nimero complejo z.
b) Hallar \/z y represente dichas raices en el plano complejo.

c) Calcula el perimetro de la figura formada en el inciso b).

98. Determinar el conjunto de puntos z € C tales que

2|z| £ |z —4|.

99. Haciendo uso de la férmula de De Moivre demuestra que

sen3x = 3senx — 4 sen> x

Mapeo. Conjuntos en el plano Complejo.

100. Dada la transformacion )
7+
fl)=——

Z
encuentra la imagen en el plano w de la recta

y—x=0

101. a) Encontrar el valor de .
(3 — i)'+

b) Demostrar que

1
sen"lz==1In (iz+\/1 —zz)

l
102. Obtener

z 4

—et .7 =1

a) lim b) Iim -
—0 Imz z——i Z+1

eZ

¢) f'(z) para f(z) = (z - 3i)**2
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103. a) Define el concepto de funcidn analitica y funcion armdnica.
b) Probar que la funciéon
u(x,y) =2x(1-y)
es armonica.

c) Encontrar una funcién v(x, y) tal que

f(z) =u+iv
es analitica.

d) Expresar f(z) en términos de z y dar f’(z).

104. a) Determina todos los z tales que
12| + 3Re (zz) —4
b) Calculary graficar las raices cuartas de
1-i

105. Demuestra que
u(x,y) =senxcoshy

es armodnica. Encuentra la conjugada arménica v(x, y) y expresa
w=f(z) =u+iv

como una funcidn de z.

106. Una funcion compleja es analitica si:

a) Tiene derivada en al menos un punto.

c

)

b) Tiene derivada unicamente en el eje real.
) Satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y es diferenciable.
)

d) Tiene derivada solo en el eje imaginario.
107. La continuidad de una funcién compleja en un punto implica:

a) Que su mddulo sea cero en ese punto.
b) Que la funcidon no cambie su valor cerca del punto.
c) Que exista limite en el punto y coincida con el valor de la funcion.

d) Que sea analitica en todo el plano complejo.
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108. ¢Qué indican las ecuaciones de Cauchy-Riemann en términos practicos?

a) Condiciones de continuidad.

c

)
b) Condiciones para la analiticidad.
) Condiciones para integrar.

)

d) Condiciones para derivar parcialmente.

109. ¢ Cudles son las condiciones necesarias y suficientes para que una funciéon compleja sea
analitica en un punto del plano complejo?

a) Lafuncion debe ser continua en el punto, tener derivadas parciales continuas y cum-
plir u, = vy,u, = —v, (ecuaciones de Cauchy-Riemann).

b) Unicamente necesita tener derivadas parciales iguales respecto a x y respecto a y,
sin importar continuidad.

c) Debe cumplir que u, = —v,,u, = v,, y tener al menos derivadas parciales de primer
orden en el punto.

d) Debe ser continua en el punto y cumplir inicamente u, = v, y uy, = v,.

110. Considerando todo el plano complejo, indica cudl de las siguientes funciones cumple es-
trictamente con todas las condiciones para ser analitica en cada punto del plano:

a) f(z) =12

b) f(z) =z*+]z
c) f(z) =e*

)

d) f(2) = T

|z

111. Realiza la division de los numeros complejos
21=18+12i 'y zp=4-2i
y expresa el resultado en forma polar.
112. Reconstruye una funcion analitica cuya parte real es
_ .2 2
u(x,y) =x"+2xy+y - +3

y cuya parte imaginaria v(x, y) esta relacionada con una funcién que involucra términos
tanto de x como de y.

113. Resuelve el limite
22 +37+2
lim ————
z—0 e +1
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114. Calcula todas las raices sextas del numero complejo

I+i
115. Encuentra la parte real u(x, y) de la funcién compleja analitica. Si
v(x,y) =3x%y —y> + 5y

116. Calcule laimpedancia total del circuito (Zr), la corriente total (I7) y el Voltaje en el Inductor

(V). Toma en cuenta que el Voltaje en el circuito es de 2202 —60° Vy f = 60 Hz. Incluya
el siguiente circuito:

200 (2
MWW
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Unidad 2
1. Evalue
2r
/ e“>? cos(sen(9))do.
0
2. Use la forma extendida del teorema de la deformacion para evaluar

11.

12.

13.

14.

z—4i
fs—d&
rz +z

Encuentre |a serie de Taylor de la funcion

donde I" encierra al origen, i y —i.

1
D=5
alrededor de zg = 1 — 8i.

Encuentre la serie de Maclaurin de la funcion
f(z) = e* —icos(z).

Evaluar la integral utilizando el teorema del residuo:

I_/°° dx
S (224 1)2

Evalue fC @dz sobre el contorno semicircular.

Hallar analiticidad y aplicar Cauchy-Goursat para f(z) = m

Calcular la integral sobre la frontera de un cuadrado usando residuos/Cauchy.

Encuentre la serie de potencias para sinh z, alrededor de zg = i.

. Calcule la integral impropia: /_Z xsinax 7.

x*+4

Mediante el teorema de los residuos encuentre: /_0; ngrz(;‘i6dx

Encuentre una serie de potencias para 1/z? alrededor de zg = i.

2

Evalie laintegral: = [~ o &

Determinar parametrizaciones spp para el arco y la curva siguientes:

a) El semicirculo izquierdo de radio R > 0.
b) El cuadrado cuyos vértices son =1 +i.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

Evaluar la integral

1+2
/ , - dz,
y 3iz + 22
donde v es la circunferencia |z| = 2.

Evaluar la integral

eZ
- d ,
/y 2+20232°°
donde v es la circunferencia |z — 2023| = 2023.

l
. 11
Evaluar la integral / e? dz.

1

Evaluar la integral

1
/ -dz,
yi+3

donde y es el cuadrilatero cuyos vértices son +1, +i.

Evaluar la integral
3202

Z
/'e dz
y2—1

para cualquier curva de Jordan que no pase por 1. Sugerencia: Aplicar la férmula integral

de Cauchy.
Evaluar la integral

1+2z

_—2dZ,
y 3iz+2

donde y es la circunferencia |z| = 7.
Evaluar la integral

esen %

/ 712002 %
y 2% +2024

donde vy es la circunferencia |z + 2024| = 2024.

Evaluar la integral [C(z2 —z+2)dzdesdeial alolargo del contorno C dado por la figura.

Usando Teorema de Cauchy-Goursat, evaluar la integral de contorno siguiente, donde C
es el circulo |z — 2| = 2 (bosqueje la figura con zg y z1).

S5z+7
—dz.
,%sz—Zz—3 z

Evaluar la integral dada a lo largo del contorno indicado en la figura.

3
2+ 3
—dz.
yiz(z —i)?

(Pista. Use las férmulas integrales de Cauchy)
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Obtenga el desarrollo en serie de Taylor de la funcion;

7

f(Z)_T

alrededor de z = 0. Escriba una expresion para el n-esimo coeficiente a, y determine el
radio de convergencia donde la serie es valida.

Obtenga el desarrollo en serie de Laurent de la funcion;

1
(z=2)(z—-1)*

desarrollado en el dominio 0 < |z — 1| < 1. Calcule el n-ésimo coeficiente a,,

f(z) =

Calcular por definicion el valor de /c f(z)dz paralas funciones y las curvas que se indican:

a) f(z) =z + zdonde C es el segmento de la elipse x(¢) + iy(z) = 4cos(z) + i2sen(t)
con0<t< 37”

b) f(z) = x> — y> +i(3x%y) donde C es el segmento de recta que vade 1 +i al 3 — 2i

Calcule el valor de las siguientes integrales en contornos cerrados:

2
a) [.e'%* + zsenh(z®) + —55;dz = donde C la circunferencia de radio 2 centrada en
el origen.
fc (Zz+§;“)9(’z 9)dz = donde C es la circunferencia de radio 12 centrada en el origen

Calcular las series de Taylor de las funciones dadas alrededor de z( y calcular los radios
de convergencia de las series obtenidas:

a) f(z) =z%¢+zenzy=0
b) f(z) =senh(z?)enzy=0
Obtener la serie de Laurent de las siguientes funciones en las regiones que se indican:
a) f(2) = FanEsy Para4 < lzll <5
3
b) f(z) = e+ para0 < ||z]|
Con el teorema del residuo calcular las siguientes integrales
a) / (e‘% + z)dz = donde C es la circunferencia de radio 4 centrada en 0
/c Wdz = donde C es la circunferencia de radio 1 centrada en Z

Evaluar las siguientes integrales

/00 x cos(2x) dx

o0 x44+2x2+1

b) 0y sen(3x)d

-0 (x2+1)3
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Considere la funcién f(z) = [q(—lz)]z donde ¢(z) es analitica en zg, tal que g(z9) = 0y

q’(z0) # 0. Probar que el residuo de f(z) se da por

Res(f(2). 20) = —%

Calcular la serie de Laurent de la siguiente funcion en la region indicada

1
E’ 0<|z-al<|al

Calcular la siguiente integral en el contorno indicado

Z+a
——dz, |b|>1 a#0
%%izlzlzl Zn(z + b)
Calcular
2w
(1 —cos )" cos(nd)do
0
Calcular . .
——d
/0 (x3+ad3) *
Calcular
/°° cos(mx)
———dx
oo (x—a)? + b2
Calcular
/°° cos(ax)
dx
o (¥2+b2)(b* —x%)
Resolver las siguientes integrales con métodos de variable compleja:

1
z

2r o
1 cos(2x) 1 e
——df, b ——dx, sen(z)cos|—|dz, d dz,
a)/o 2 —sen(20) )/0 16 + x4 %, ©) l2|=1 (2) (z) ¢ ) =4 (1-2) ¢
Z

e (z — 1)senh(z) )
dz, dz
|s—iz|=1 cosh(z) 7 l—1|=1 (z3 -3z243z-1

e)

Calcule la integral cerrada:

Z6 d
f(z—2><z—3><z—5><z—7> ¢

Desarrolle las series de Taylor del denominador y/o numerador y obtenga la serie de Lau-
rent de f(z) ¢Cual es el residuo de esta serie?
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

Integre la siguiente funcidn cuyo contorno es un lazo que da 6 vueltas:

fsin(z) cos(z)dZ

z2

Utilizando la férmula de calculo de residuos, evalue la integral en cada una de las singu-
laridades. ¢ Cuantas singularidades hay? Si se obtuviera la serie de Laurent de la funcidn
a integrar, ¢ cual es el anillo de convergencia de esta serie?

eZ
f Z-n=-%

Calcular fc(e‘OZZ + senh(z) + -%;)dz = donde C la circunferencia de radio 2 centrada en
el origen.

Calcular fc #dz = donde C es la circunferencia de radio 5 centrada en 0.

-16

o0 dx L
Calcular [ o

Obtener la serie de Laurent de la siguiente funcidon en la regidon que se indica:

1
=——  para0 5
f(@) = 5 Para 0 < el <

Calcular la integral

j{ 7"(2)"dz
€:|z|=1

Calcular la integral

(z—20)"ldz; a#1
€:|z—z0|=Re'?

Sea P(z) = a + bz + cz> donde a, b y ¢ son constantes complejas si

P P P
j{ ﬁdz = 2mi, 75 (—Z)dz =2ni, Yy jl{ ﬁa’z =2mi
% zz—1 %

z z- z+1
con € : z = 2¢'% recorrida en sentido positivo. Demostrar que P(z) = 1

Use el Teorema del Residuo de Cauchy para evaluar la integral a lo largo del contorno

indicado;
CoS 7
dz; |z—-1]=1.
i PR A

Use contornos indentados y residuos para calcular el Valor Principal de Cauchy (P.V.) de
la siguiente integral impropia;
/°° 1 —cosx
—— —dx.
—o X
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54. Use Teoria de Residuos para calcular la Transformada de Laplace Inversa Z~! de la
siguiente funcién F(s);

e—as

— a>0.
s2—-55+6

55. Sea C; la curva dada por x> + y? = 9 recorrida en sentido positivo del punto 3 + 0i hasta
el punto 0 + 3i y sea C; la curva y = 34/x + 3 recorrida de 0 + 3i al punto 1 + 6i. Evaluar

/ Im(z) dz
CiuC,

56. a)

sen(z%) + cos(mz?)
7 dz
|z|=3 22—3z+2

b) Demostrar que

‘7{ e Zsen(z) dz = 27rii &
-, £ (2k = 1)1(2K)!

57.

2 1
———df
/0 2 — cos(26)

58.

ZZ
d
‘7£Z3—4z2+9z—10 .

donde C es el rectangulo de vértices 3 + i, i, —3i, 3 — 3i.

59. Evaluar la siguiente integral compleja

(2z+1)dz w 1
_— conC: |z-3i| ==
£z3—iz2+6z =P 3

60. Apoyandose en la teoria de la integracion compleja (teorema del residuo) resuelve la si-

guiente integral real
/ * dx
—oo [x2 + 4]2
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61.

62.

63.

64.

¢, Qué condicion es necesaria para aplicar el teorema de Cauchy-Goursat?

a)
)
c)
d)

El contorno debe ser abierto

b) La funcion debe tener polos en el dominio
La funcidon debe ser analitica en un dominio simplemente conexo
La funcidn debe ser real en el contorno

¢, Qué caracteristica distingue a la serie de Laurent respecto a la de Taylor?

a
b

C

)
)
)
)

Incluye senos y cosenos
Solo aplica a funciones periddicas
Puede incluir potencias negativas de z

d) Se usa unicamente en el eje real

¢, Cudl es el coeficiente de

Z — 20

en la serie de Laurent de una funcidon?

a)
b)
c)
d)

Si

La derivada de la funcién en zg
El valor promedio sobre el circulo
El residuo de la funcion en zg

El médulo de la funcidn en zg

f(z) =

22+4

;cudles son sus polos?

c

)
b)
)
)

d

a) z = £2i, polos simples
z = £2, polos dobles
z =0,4, polos de orden 2

No tiene polos, es analitica
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65. ¢Cual es el valor de la integral

66.

67.

68.

69.

70.

dz

j{ 1
cZ—da

si C es un circulo que encierra a a?

a

Tl

0
2

O

O
Q

l

o
3

)
)
)
)

Evalia la siguiente integral real utilizando el método de residuos

<1
d.
[oo 2+4

Calcula la siguiente integral compleja. Donde C es el circulo |z| = 2 orientado en sentido

antihorario. >
+2
/ 2 dz
C ZZ +1

Evalta la integral, donde C es el circulo |z| = 2, orientado en sentido antihorario

22 +1

/cm

dz

Determina el residuo de la funcidn

1/z

F2) = eZ—Z

en el punto z = 0, y clasifica la singularidad en ese punto.

Evalua la siguiente integral utilizando el teorema del residuo

® x2cosx
2 dx
oo XY+ 1
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Unidad 3

1. Halle la serie de Fourier compleja o exponencial para la sefal:

f@) =21,

0<t<3 conT=3
2. Seala senal f(r) = 5cos 5t,

0 <t < . Determinar la serie de Fourier en senos.
3. Convertir la serie de Fourier compleja a serie de Fourier trigonométrica para:

2A 2A con 5
co=—; Cp=- wo = 21
07 n(4n? - 1) .

4. Para la sefal periddica f(¢) = |Asen(wot)| hallar:

a) La serie de Fourier trigopnométrica.
b) La forma armdnica.

c) La forma compleja.

La gréfica de la funcioén es la siguiente:

vl

5. Encontrar la serie de Fourier para la funcién f(z) definida por

1, —m<t<0,
r) =

F® {0, O0<t<m.
f(t+2nn) = f(t) paratodon € Z

[
|
1

E &~
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6. Calcular la serie de Fourier y verificar la férmula de Parseval para f (1) = | cos(¢)|

7. Calcular latransformada de Fourier y verificar Parseval para una sefial de pulso de coseno.
8. Resolver la ecuacion diferencial mediante transformada de Fourier.

9. Encuentre la integral de Fourier compleja de f(x) = e /2,

10. Encuentre la serie de Fourier de la funcion:

-6a -2a 2a Ga

11. Demuestre la inversa usando Heaviside y halle la inversa de /(w).

12. Encuentre la serie de Fourier de la funcion:

6a

13. Determinar la serie de Fourier compleja para f(t) = %t.
14. Encontrar la serie de Fourier en cosenos para f(t) = cost.

15. Calcular la Transformada de Fourier de la siguiente funcion:

f(1) = sgn(t) + sen’t — 1
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16. Calcule la transformada de Fourier & de;

Flx) = {2, si x| <2;

0, silx|>2.

{0 |Ix] > 2

2 Ix|=<2
—rr

5T

Lo

0.5

17. Use la Transformada de Fourier Inversa %~ F(s) para encontrar la funcién original f(x)
del problema 4.

18. Calcular el periodo de las siguientes funciones y graficarlas:

a) f(t) = sen*(5t —4n)
b) f(t) =sen(t/3) + cos(6t/7)

2t+2, si —m<t<0
19. Calcular la serie de Fourier realde f(¢r) =4r—-2, si0O<t<n

Vi, f(t+2n) = f(1).

2, si—-n<t<0

20. Calcular la serie de Fourier complejade f(r) = {t3, si0O<t<n

Vi, f(t+2n) = f(1).

t—2, si—-n<t<0
. Graficar el espectro de Amplitud y frecuencia para f(t) = -t +2, si0O<t<n

Vi, f(t+2nm) = f(1).

2

—_—
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Calcular la Transformada de Fourier de las siguientes funciones:

a) f(t) = 6e7%u(r) donde u(r) es la funcién escalén unitario.

£, si—m<t<0
b) f(t)=4-t-2, si0O<t<n
0, otro.

Demuestre que si Z{f (1)} = F(w) entonces F{f(t — t9)e'"'} = F(w — wp)e (@@ y
con este resultado calcular.

F{(e (1 — 6))e}.

Pruebe que si f(¢) es periddica es decir f(r + T) = f(t) entonces
t
F(t) = / Fu)du — L4
0 2

T
conagp = %/ZT f(t)dt tambien es periddica F(t + T) = F(t)
2

Calcular la serie trigonometrica de Fourier de

f(t):{a 0<|t|<nm

b n<l|t|<2nm

Calcular la serie trigonometrica de Fourier de
Z(ak cos(kt) + By sin(kt))
k=0

Calcular la serie exponencial de Fourier de la funcion

f(x):{x(ﬂ—x) :0<x<nm

—x(mr—x) :n<x<2n

Sean f(z) y g(¢) funciones continuas a trozos con periodo 7, y sean a,, @, b, y B, los
respectivos coeficientes de Fourier de f(t) y g(t), respectivamente. Demostrar que

T (=]
L [z 1
= |, fgndr = 5aoao+;<anan+bnﬁn)

oI

Calcular la serie de Fourier de la siguiente funcion

f(r) = sin®t cos’ ¢



NACIONAL

ESCUELA SUPERIOR DE COMPUTO e
Subdireccion Académica @
Departamento de Formacion Basica

Guia de preparacion para ETS ESCOM

30

31

32

33.

34.

35

36.

37

. Calcular usando la definicion la transformada de Fourier de la siguiente funcion

1
eat + e—al

f) =

. Calcular las siguientes transformadas usando tablas
.2
Sin t
7 { (a )}
nt

3
%{ 34 (e7"" cos bt)}

t R
dr?
. Calcular las siguientes transformadas inversas usando tablas
97_1 Ll +e—mw
2r 1 —w?

2(1 — b
97_1{ ( cosazw)cos w}

w

a) Calcular la serie de Fourier de la funcion f(f) = —| cos(t)|

b) Graficar la serie usando algunos términos, mediante algun software y anexar la grafi-
ca

c) Aplicar la férmula de Parseval y despejar m del resultado obtenido.

a) Calcular la transformada de Fourier mediante la definicidon de transformada

f() = {lse”(m silt] <%

0 si %< |t

b) Graficar con algun software la funcién f(z) y el médulo de la transformada |F(w)]|

. Resolver la ecuacion diferencial 2y” + 12y” + 18y = cos(x) aplicando la transformada de
Fourier (sugerencia: encuentre la inversa mediante convolucion)

a) Calcular la serie de Fourier para la funcion f(¢) definida en un periodo por:
T
f() :—|x|+§ para —n <t<mnm

b) Graficar 10 términos de la serie usando algun software y anexar la gréafica obtenida.
. Calcular la transformada inversa de Fourier

_sen(3w)
ETTEETS)
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38.

39.

40.

41.

42.

Calculando la serie de Fourier de la funcién periddica

f(t):{A O<t<m

-A —-nm<t<0

f(t+2m) = f(1)
Demuestre que:
o (=DF

T
Lidk+1 4

Tip: evalue la serie de Fourier de f(r) parar =5, i.e. f (5) =

Obtenga la serie de Fourier de la funcién con periodo T’ = 2x:

AR STE
Iy

f@) =

] NIN A
IN N~

<
t
t

IAN A )
[T

YR

3
Calcule la transformacion integral de Fourier
1 N :
Fl) =70} =—= [ fwear
V2r Jw
de la funcion

te! -1<t<0
f(@) =
0 en otro caso

Demuestre las identidades de modulacion de la transformacion de Fourier:

F{f (1) cos(wot) } = [F(w +wo) + F(w ~ wp)]

FA{f(t) sin(wot) } = [F(w + wo) — F(w — wo)]

y calcule ambas transformaciones para f(t) = §(t), considerando:
L1
0(t) = lim —[u(t+a) —u(t —a)]
a—02a

Calcule la transformacion inversa

f(6)=F HF(w)}

de la funcion: .
e—l3w+6 -1

Fle) = V27(2 - iw)

INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Sea F(w) = F{f(t)}, demuestre que la transformacién de Fourier de la n-ésima derivada
de f(z) es:
F{ (1)} = ()"F ()

Emplee esta identidad para resolver la ecuacion diferencial:
79 +5y+3y =6(t —2)
para hallar la solucién y = f(¢).

Graficar y calcular la serie de Fourier (la real o la compleja) de la siguiente funcién:

f(t)={_%t S fesn=fo

3t si0<r<1

Calcular la transformada de Fourier de la siguiente funcidn:

f(1) = > — sen(t) + 3sgn(z)

k"
Usar ¢, | <dz, para demostrar

2r
/ ek 050 cos(k sin(n0))do = 2n
0

Encontrar la transformada de Fourier de

1
1) = NN\ S N
F(@) 2+4r+13

Sea
0, para —3<x<0,
f(X)={
x, para0<x <3,

encontrar la serie de Fourier de f en [-3, 3].

Demostrar que la transformada de Fourier de la funcién

A .
7’ si—-T<t<0,
f(t): A
——, si0<t<T,
T

esta dada por

4A T
F(w) = ﬁisen2 (%) .
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50.

51.

52.

Una funcidn periddica f(z) con periodo 27 esta definida por
f()y=*+t, -n<t<mn  f@t)=f(t+2n).

Dibuje una grafica de la funcion f(¢) para los valores de ¢t desde t = —3x7 hastar = 3z y
obtenga la expansion en serie de Fourier de la funcion.

Determinar la serie de Fourier compleja de

f(x):xz, - <x<m, T =2nr.
Aplicando las propiedades de la transformada de Fourier resolver

a) F {se—arz sen(3t)} b) 7! {9e-%} .



