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Capitulo 1

Introduccion a la probabilidad

La probabilidad es una rama de las matematicas cuya aplicacién es de
caracter tan general, que es tema de estudio tanto en las ciencias exactas
como en las ciencias sociales. El concepto probabilidad surge de la necesidad
de conocer la oportunidad de ganar en los juegos de azar. Su objeto de
estudio son aquellos experimentos en los cuales esta presente el azar como el
elemento principal. El Diccionario Enciclopédico Espasa [5] define azar como
casualidad y en el mismo sentido, la Real Academia de la Lengua Espanola[6]
define el azar como casualidad o caso fortuito.

1.1. Generalidades

En esta seccién se presentaran los conceptos fundamentales de la proba-
bilidad: El objeto de estudio y sus caracteristicas més importantes.

1.1.1. Modelos probabilisticos y deterministicos

Definicién 1.1.1 (Experimento) Se conoce como experimento a cualquier
proceso que genere un conjunto de datos.

Experimentos deterministas y modelos deterministicos Existen cier-
tos experimentos, que si se llevan a cabo, bajo condiciones esencialmente
idénticas, se llegaran a los mismos resultados. A este tipo de experimentos se
les conoce como experimentos deterministas. Por ejemplo, si se deja caer un
balin de 1cm de diametro desde una altura determinada h, es posible medir
el tiempo de caida ¢ (con el equipo adecuado) y éste serd practicamente el
mismo, siempre que el experimento se repita bajo las mismas condiciones.
Para el ejemplo que se ha citado, existe una ley que determina el tiempo de
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caida en funcién de la altura (t = . El modelo que llevé a establecer la

)
ley anterior es un ejemplo de modelo determinista. El éxito del modelo solo
puede concretarse una vez que se confirman las consecuencias del modelo
mediante la observacion o experimentacion. En general, los modelos deter-
ministicos son aquellos en los cuales se acepta que las condiciones iniciales

en las que se realiza el experimento definen el resultado del mismo.

Experimentos aleatorios y modelos probabilisticos Existen exper-
imentos en los cuales no es posible controlar el valor de determinadas vari-
ables, en otros las variables son desconocidas totalmente, de manera que el
resultado cambiara de un experimento a otro, a pesar de que la mayoria de
las condiciones sean las mismas. A este tipo de experimentos se les conoce
como aleatorios. Por ejemplo, al lanzar una moneda al aire, el resultado del
experimento serd cara (C) o cruz (X). Aqui interesan particularmente las ob-
servaciones que se obtegan en la repeticion del experimento que, como puede
verse, dependeran del azar y no podra predecirse un resultado con precision.
En este caso, aplicar un modelo determinista es imposible; sin embargo, los
modelos probabilisticos han probado su potencial con este tipo de experimen-
tos. En general, a diferencia de los modelos deterministicos, en un modelo
probabilistico, las condiciones iniciales bajo las cuales se realiza el experi-
mento no definen el resultado, sino lo que posteriormente se conocera como
la distribucién de probabilidades.

1.1.2. Espacio de muestras y eventos

Definicién 1.1.2 (Espacio de muestras o espacio muestral) Se conoce
como espacto muestral al conjunto de todos los posibles resultados de un ex-
perimento aleatorio. El espacio muestral se representa generalmente mediante
la letra S.

Ejemplo 1.1.1 Considérese el experimento que consiste en examinar dos
articulos de una linea de produccion. Los articulos pueden clasificarse en
defectuosos (D) o no defectuoso (N). En este caso, el espacio muestral S es

el conjunto,
S={DD,DN,ND,NN}.

Ejemplo 1.1.2 Si se lanza un dado y se observa el niumero en la cara que
cae hacia arriba, entonces el espacio muestral es

S =1{1,2,3,4,5,6}.
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Ejemplo 1.1.3 Considérese el experimento que consiste en lanzar un dado
hasta que aparezca el primer 3. En este caso, en cada lanzamiento se puede
obtener éxito(3) o fracaso(3'"). El espacio muestral puede representarse como,

S ={3,33,333,3333,...}

Ejemplo 1.1.4 Considérese el experimento que consiste en determinar la
altura de los estudiantes de una clase de matemadticas. En este caso, el espa-
cio muestral consiste en un intervalo y cualquier valor entre dicho intervalo
estd permitido. En este caso,

S ={zla <z < b}.

Espacios muestrales discretos y no discretos

Los espacios muestrales se clasifican en discretos y no discretos. Los espa-
cios muestrales discretos son aquellos que poseen un niimero finito o infinito
numerable de elementos. Los ejemplos 1.1.1 y 1.1.2 son ejemplos de espa-
cios muestrales discretos con un nimero finito de elementos; mientras que el
ejemplo 1.1.3 representa un espacio muestral discreto con un nidmero infini-
to numerable de elementos. Por otro lado, se conoce como espacio muestral
no discreto a los espacios que contienen tantos elementos como el intervalo
(0, 1) en los numeros reales. Un ejemplo de espacio muestral no discreto lo
constituye el ejemplo 1.1.4.

Definicién 1.1.3 (Eventos) Un evento es cualquier subconjunto del espa-
cio muestral. Dos eventos de particular interés lo constituyen el evento sequro
S, y el evento imposible, denotado por ¢.

Definicién 1.1.4 (Eventos excluyentes o disjuntos) Dos eventos A y B
son mutuamente excluyentes o disjuntos si AN B = ¢; es decir, no tienen
elementos en comun.

Dado que los eventos son conjuntos, entonces es posible definir sobre ellos
las operaciones usuales sobre conjuntos; es decir, la union, la interseccion, el
complemento y la diferencia. A continuacion se definen lo eventos citados y
se representan graficamente mediante los diagramas de Venn.
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AUB

Figura 1.1: Unién

Definicién 1.1.5 (Unién) Si A y B son dos eventos, entonces la union
de estos eventos, denotado por AU B, es el evento que contiene a todos los
elementos que pertenecen a A o a B.

Definicién 1.1.6 (Interseccion) Si A y B son dos eventos, entonces la
interseccion de estos eventos, denotado por AN B, es el evento que contiene
a todos los elementos comunes a A y a B.

Algunas veces se omite el signo N, de manera que el evento AN B se de-
nota como AB. Esta notacion se utilizard algunas veces en este trabajo; sin
embargo, se advertird que se trata de la notacion economica.

ANB

Figura 1.2: Interseccién

Definicién 1.1.7 (Diferencia) Si A y B son dos eventos, entonces el even-
to diferencia de A y B, denotado por A — B, es el conjunto que contiene a
los elementos que se encuentran en A pero que no se encuentran en B.
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A-B

Figura 1.3: Diferencia

Definicién 1.1.8 (Complemento) Si 4 es un evento, entonces el comple-
mento de A, denotado por A’, A°,.CA o A, es el evento que contiene a los
elementos de S que no estdn en A; es decir, A =S5 — A.

|

Figura 1.4: Complemento

Definicién 1.1.9 (Producto cartesiano) Si A y B son dos eventos difer-
entes del vacio, el producto cartesiano de A y B, denotado por A X B es

Ax B ={(a,b)|la € A,b € B}

1.1.3. Interpretacion de la probabilidad

La probabilidad de un evento es una medida de la oportunidad de ocur-
rencia que tiene dicho evento. Para cuantificar la probabilidad del evento se
le asigna un numero entre 0 y 1. Se asigna una probabilidad de ocurrencia
igual a 1, al evento seguro; es decir, al espacio muestral S; mientras que al
evento imposible ¢, se le asigna una probabilidad de ocurrencia 0. Para asig-
narle una probabilidad a cualquier evento A contenido en S, se tienen dos
enfoques diferentes conocidos como: enfoque clasico y enfoque frecuentista.
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Definicién 1.1.10 (Enfoque clasico) Si un ezperimento aleatorio puede
resultar de n maneras diferentes, todas igualmente probables, y un evento A
contenido en S contiene h de los posibles resultados, entonces la probabilidad
del evento A, denotado por P(A) es,

P(A) = ~. (1.1)

Ejemplo 1.1.5 Supongase que se lanza un dado y que las seis caras tienen
la misma probabilidad de ocurrencia. Si se define el evento A como: obtener
un numero par, entonces para este cason =6 y h = 3, y de acuerdo con el
enfoque cldsico,

3

P(A) = = = 0.50.

6
Definicién 1.1.11 (Enfoque frecuentista) Siun experimento aleatorio con
espacio muestral S se repite un nimero n de veces, donde n es muy grande, y
el evento A contenido en S ocurre h veces, entonces la probabilidad del evento

A, denotado por P(A) es,
P(A) = —. (1.2)

Ejemplo 1.1.6 Supongase que se lanza un dado 100 veces y que se obtienen
55 numeros pares, en este caso, si A es el evento: obtener niumero par; de
acuerdo con el enfoque frecuentista,
55
A) = — = 0.55.
(4) 100
El enfoque clasico requiere, para su validez, que los eventos simples sean
igualmente probables, mientras que el enfoque frecuentista requiere que n sea
muy grande. Se evitaran la ambigiiedades de las expresiones ”igualmente
probables” y ”n muy grande” mediante un tercer enfoque, conocido como el
enfoque axiomatico de la probabilidad y que se tratara méas adelante.

1.2. Elementos del analisis combinatorio

En muchos casos el nimero de puntos en un espacio muestral no es muy
grande, de manera que resulta facil la enumeracién directa o el conteo di-
recto. Sin embargo, con frecuencia se presentan experimentos cuyos espacios
muestrales contienen tantos elementos que enlistarlos ya no constituye una
posibilidad practica. En tales casos, se hace uso del analisis combinatorio,
que, como se vera a continuacién, se basa en el principio fundamental de
conteo.
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Principio fundamental de conteo

Si una operacion puede realizarse de n; maneras diferentes, y si para cada
una de éstas una segunda operacion puede efectuarse de n, maneras difer-
entes, y asi sucesivamente hasta una k-ésima operacion que puede realizarse
de n;, maneras diferentes, entonces se tienen nq X ny X ... X n, maneras difer-
entes de realizar la secuencia de las k& operaciones en el orden establecido.

El principio fundamental de conteo tiene su origen en el diagrama de
arbol. A continuacién se ilustra este hecho para tres procesos con n; = 2,
ny = 3y n3 = 4. Véase la figura 1.5.

Figura 1.5: Principio fundamental de conteo y diagrama de arbol

El niimero total de manera en que el proceso puede realizarse en el orden
1, 2 y 3, corresponde al nimero total de las ramas finales del arbol: esto es
Siempre resulta ventajoso tener una imagen del proceso. Se recomienda por
simplicidad construir una linea de cuadros, como se muestra a continuacion,
y colocar en el cuadro correspondiente los ntimero nq,ns,...,n; de acuerdo
con el orden del proceso.

112 ...k

ny | N | ... N

Ejemplo 1.2.1 ;Cudntos numeros telefonicos pueden formarse con diez nimeros,
de los cudles los dos primeros solo pueden ser 5%

Solucion: Los dos primeros ntimeros solo tienen una manera de ser escogidos,
ya que todos los nimeros comenzaran con 55. Para cada uno de los siguientes
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nimeros se tienen 10 posibilidades, ya que en cada uno de los espacios se
usara un digito.

(1]1]10]10]10[10][10[10[ 1010 ]

Finalmente, por el principio fundamental de conteo se tienen 10® niimeros
telefénicos diferentes.

Ejemplo 1.2.2 ;De cudntas maneras diferentes se pueden seleccionar pare-
jas de distinto sexo de un grupo de 4 hombres y 7 mujeres?

Solucién: Hay 4 maneras de escoger un hombre y 7 maneras de seleccionar
una mujer.

H M
4|7

Por el principio fundamental de conteo se pueden formar 4(7) = 28 parejas
diferentes.

Ejemplo 1.2.3 a) ;Cudntos nimeros de tres cifras pueden formarse con el
conjunto {0,1,2,3,4,5} si no se permite repeticion? b) ;Cudntos de estos
nimeros son pares? c) ;Cudntos son impares?

Solucion:

a) Para explicar la solucién de este tipo de problemas se recurrird al arreg-
lo de cuadros que se recomendoé anteriormente. Considérese que los cuadros
representan las tres cifras de los niimeros que se requiere formar.

1123

El primer cuadro se rellenara con el niimero 5, ya que del conjunto se pueden
escoger solo 5 digitos para formar el nimero de 3 cifras. El cero se descarta
porque no se formarian con él niimeros de tres cifras en dicha posicién.

1123

El segundo cuadro se rellenara con el niimero 5, ya que existen 5 opciones
del conjunto dado para formar un niimero de 3 cifras. Aunque el digito que
se usé en la casilla anterior no puede usarse nuevamente, en esta posicion el
cero si es una opcién valida.
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11213
5

Por tltimo, los dos digitos del conjunto dado que se hayan usado en la primera
y segunda posicion, ya no podran usarse en la tercera posicién del nimero a
formar, de manera que el tercer cuadro se rellenara con el niimero 4.

11213
514

Por el principio fundamental de conteo se tienen, 7' = 5x5x4 = 100 niimeros
diferentes de tres cifras.

b) Para determinar los niimeros pares se comenzard por calcular aquellos
que terminan en 2 y 4, ya que el cero sigue una regla diferente en la formacion
de los niimeros y por esa razon se calcularan por separado los niimeros pares
de 3 cifras que terminan en cero.

Numeros pares que terminan en 2 y 4.
Considérese nuevamente la linea de cuadros,

11213

El tercer cuadro se rellenara con el ntimero 2, ya que hay dos opciones para
que el nimero termine en 2 y 4.

11213
2

La primera casilla se rellenara con el niimero 4, debido a que el niimero que
se uso en la tercera casilla y el cero no son opciones para el primer digito
del niimero que se formara. Estos dos nimeros se excluyen de las opciones
validas, de manera que, se tienen solamente 4 opciones diferentes para el
primer digito del nimero que se desea formar.

11213
4142

Excluyendo los dos ntimeron usados, quedan 4 opciones para escoger el se-
gundo digito, por esta razén la segunda casilla se rellanard con el nimero 4.
Por el principio fundamental de conteo se tienen, 4 x 4 x 2 = 32 numeros
diferentes de tres cifras que terminan en 2 y 4.

Niumeros pares que terminan en 0.
Considérese la linea de cuadros
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11213
5141

Solo hay una opcién para llenar la tercera casilla ( el 0). Para la primera
casilla hay 5 opciones descartando el cero. Para la segunda casilla hay 4 op-
ciones, descartando el cero que se usé en la primer casilla y el niimero que se
haya escogido para el primer cuadro. Por el principio fundametal de conteo
se tienen, 4 x 5 = 20 numeros diferentes de tres cifras que terminan en 0.
Finalmente, sumando todos los niimeros pares se obtienen P = 32 4 20 = 52
nimeros pares diferentes de tres cifras.

c¢) Para hallar los nimeros impares se cuenta con dos opciones:
Primera opciéon: Nuevamente la linea de cuadros

11213
4143

A continuacion se explica el llenado de las casillas. Tercera casilla: Hay tres
maneras en que un numero impar puede finalizar, con el conjunto dado.
Primera casilla: Descartando el cero y el nimero usado en la primera casilla
se tienen 4 opciones para la primer casilla.

Segunda casilla: Descartado los 2 digitos usados en las casillas 3 y 1, quedan
4 opciones para la segunda casilla.

Por el principio fundamental de conteo se tienen I = 4 X 4 x 3 = 48 numeros
impares de tres cifras.

Segunda opcion:
El total T' (hallado en el inciso a se compone de la cuenta de los nimeros
pares e impares. Si a T se le resta el nimero total de los pares, el resto debe
corresponder a los impares; es decir,

I=T—-P=100-52=48.

1.2.1. Permutaciones

Supdngase que se tienen n objetos diferentes y que se desea ordenar r
de ellos en linea. Cada una de estas posibles ordenaciones se conoce como
permutacién de n objetos tomados r a la vez. Para determinar el nimero
total de tales ordenaciones se procede de la siguiente manera: Debido a que
existen n maneras diferentes para escoger el primer objeto, y luego n — 1
maneras diferentes de escoger el segundo, y asi sucesivamente, al final se
tendran n — r + 1 maneras de escoger el r-ésimo objeto. La siguiente tabla
muestra el proceso.
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1 2 r
nin—1|...|n—(r—1)

A partir del principio fundamental de conteo, se deduce que el nimero de
arreglos diferentes estd determinado por,

nP.=nn—-1)...(nr+1), (1.3)

donde nP, es el nimero total de permutaciones de n objetos tomados r a la
vez.

Es posible expresar nP, de una forma mas conveniente, como se muestra a
continuacion.

nP, = nn—1)...(n-r+1),
nn—1)...(n—r+1)((n—1r)!)
(n—r)! ’
n!

et (1.4)

Dado que 0! = 1, entonces para el caso particular en que r = n se obtiene,
nP, =n! (1.5)

Ejemplo 1.2.4 Determine el numero de arreglos diferentes o permutaciones,
que constan de 3 letras cada una, que pueden formarse a partir de 7 letras:

{A,B,C,D,E,F,G}

Solucion: Se requiere determinar las permutaciones de 7 objetos tomados 3
a la vez; es decir,

7!

Ejemplo 1.2.5 En una seccion de un teatro, la fila A tiene asientos numer-
ados del 1 al 10. Si 5 ninos y 5 ninas deben sentarse en la fila A. Determine
el numero de maneras en que esto es posible si,

a) no ezisten restricciones,
b) deben sentarse en dos grupos: uno de ninos y otro de ninas,

c) deben sentarse de manera alternada.
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Solucion:
a) Si no existen restriciones, entonces se trata de hallar las permutaciones
de 10 elementos diferentes tomados todos a la vez; es decir,

10P; = 10! = 3,628, 800.

b) Se tienen 2 maneras de colocar a los grupos. Los elementos de cada
grupo pueden colocarse de 5!. Por el principio fundamental de conteo se
tienen

2(5)(5!) = 28,800,

maneras diferentes de sentarlos en dos grupos.

c¢) Considésere en primer lugar que se acomodan a las ninas en los asientos
impares. Esto puede hacerse de 5! maneras diferentes. Para cada una de las
ordenaciones anteriores, los ninos pueden colocarse en los asientos pares de
5! maneras diferentes. Por el principio fundamental de conteo se tienen 5! x 5!
maneras diferentes de colocarlos en sus asientos. Bajo el mismo argumento
los ninos pueden colocarse en los asientos impares y las ninas en los asientos
pares de 5! x 5! maneras diferentes. En total se tienen,

2 x 5l x 5! = 28800,

maneras diferentes de colocarlos en sus asientos de forma alternada.

Permutaciones de n elementos no todos diferentes entre si
Supongase que un conjunto consta de n objetos de los cuales n; son de una
primera especie (es decir, que no pueden distinguirse entre si), ny son de
una segunda especie, y asi sucesivamente; n, son de una k-ésima especie,
donde por supuesto, n; + ns + ... + np = n. Si todos los objetos fueran
diferentes, entonces el nimero de permutaciones diferentes seria, nP, = n!
Considerando que no todos los objetos son distinguibles y sea @) el niimero
de arreglos diferentes, entonces (Qnq!ns!...n.! es el nimero de maneras de
arreglar los n objetos como si fueran distinguibles, esto es n!, por lo tanto,

Qnilny! .. .ng! = n!

luego,
n!

nllng! c nk'
El ntmero total de permutaciones donde no todos los elementos son difer-
entes, se representa comunmente como 1P, n,, de manera que,

n! (1.6)

np, =
mnzetE e Ingl L ny!
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Ejemplo 1.2.6 Determine el numero de permutaciones diferentes de 9 letras
que pueden formarse con las letras de la palabra CARRETERA.

Solucidén: Se tiene un conjunto que consta de 1C, 2A, 3R, 2E y 1T, es
decir, se tienen elementos de diferentes especies, por lo tanto, el nimero de
permutaciones diferentes de 9 letras esta dada por

9P 23201 =
Ejemplo 1.2.7 ;Cudntos codigos diferentes pueden formarse con 6 unos y
4 ceros, es decir, con 11111100007

a) Sin restricciones

b) Si siempre se comienza y finaliza con un 1.

Solucion:
a) Se tiene un conjunto de 10 elementos, de los cuales 6 son de una especie
vy 4 de otra; el nimero de permutaciones diferentes esta determinado por,
10!
10FPs 4 = — = 210.
o4 6lal
b) Si se fijan los extremos de la permutacién con unos en cada extremo,
entonces se necesitan colocar 2 unos en dichas posiciones, los cuales pueden
escogerse de una sola manera, ya que éstos 6 elementos son indistinguibles.
De manera que los 4 unos restantes se permutaran con los 4 ceros generando

un total de
10!

414!
Un arreglo posible del problema corresponde a 1111100001. Este problema
estd intimamente relacionado con el problema de las casillas, que consiste en
repartir n objetos idénticos en r casillas separadas. Es decir, el inciso b puede
interpretarse como el nimero de maneras de repartir 4 canicas idénticas en
5 compartimentos separados.

8P4 = = 70 permutaciones diferentes.

Permutaciones circulares ( ciclicas )
Considérese que se tienen n objetos diferentes que deben ser colocados alrede-
dor de un circulo, en una secuencia ciclica o cerrada. Cada uno de los posibles
arreglos se conoce como permutacion ciclica. Considérese el caso en que tres
personas, por decir, A, B y C deben sentarse en una mesa redonda. Los lu-
gares a ocupar pueden numerarase como 1, 2 y 3. En la figura 1.6 se muestran
dos arreglos, los cuales son esencialmente equivalentes.
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Figura 1.6: Arreglos equivalentes

Para no contar las permutaciones equivalentes méas de una vez, se pro-
cedera de la siguiente manera. Se fijard un objeto en una de las posiciones y
enseguida se permutaran los n—1 objetos restantes. Por lo anterior se tienen
(n—1)! maneras diferentes de colocar los n — 1 objetos, una vez que se fija el
primero. Lo anterior se expresa mediante

nP. = (n—1)! (1.7)
donde nP, representa el nimero de permutaciones ciclicas de n elementos.

Ejemplo 1.2.8 ;De cudntas maneras pueden sentarse 6 personas alrededor
de una mesa redonda?

Solucion: Se trata de determinar las permutaciones ciclicas de 6 objetos. De
acuerdo con la ecuacion 1.7 se tienen,

6P. = 5! =120,
maneras diferentes de sentar a 6 personas alrededor de una mesa redonda.

Ejemplo 1.2.9 Tres mujeres y tres hombres deben sentarse de modo que sus
lugares queden alternados. Calcule de cudntas formas es posible hacerlo si se
sientan alrededor de una mesa circular.

Solucion: Se tienen 6 espacios, los cuales pueden numerarse como 1,2,3,4,5,6.
Si los espacios impares son ocupados por las mujeres, entonces se tienen 2!
formas de acomodar a las mujeres. Los lugares pares seran ocupados por
los hombres y esto puede hacerse de 3! maneras diferentes. Por el principio
fundamental de conteo se tienen 2!3! = 12 maneras diferentes.
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Ejemplo 1.2.10 Determine de cudntas formas pueden sentarse 8 personas
alrededor de una mesa redonda si,

a) pueden sentarse en cualquier forma,

b) dos personas no pueden estar una al lado de la otra.

Solucidn:
a) Se requiere determinar la permutacién ciclica de 8 objetos.

8P, = 7! = 5040.

b) Primero se calculard el nimero de formas en que estas personas pueden
sentarse juntas, asi que para los fines del conteo serdn considerandos como
un solo ente. Entonces se tienen 7 objetos diferentes que deben permutarse

ciclicamente; por lo tanto,
7P, = 6!

Para cada una de las ordenaciones anteriores, las dos personas que deben
permanecer juntas, pueden intercambiar sus lugares, entonces por el princi-
pio fundamental de conteo se tienen, 2(6!) = 1440 formas diferentes en que
dos personas pueden sentarse juntas. El complemento de esta afirmacion es
justamente el nimero de formas en que dos personas no pueden sentarse jun-
tas, asi que este nimero serd el que se obtenga de la diferencia con el total.
Entonces se tienen, 5040 — 1440 = 3600 formas en que dos personas no se
sienten juntas.

1.2.2. Combinaciones

En muchos problemas el interés se centra en el nimero de formas difer-
entes de seleccionar r objetos de un total de n posibles, sin importar el orden.
Estas selecciones se llaman combinaciones de n objetos tomados r a la vez.
Por ejemplo, considérese el conjunto {A, B,C, D, E}, si se desea obtener las
combinaciones de tres letras, se debe considerar que ABC y todas sus posibles
permutaciones (3!= 6) forman una sola combinacién ; es decir, ABC, ACB,
BAC, BCA, CAB, CBA son una misma combinacion. Si C' es el niimero total
de combinaciones y por cada una de ellas hay (3!) permutaciones, entonces
el niimero total de permutaciones de 5 letras, tomados 3 a la vez es

5P, = C(3)),

de manera que,
5P
=5
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Lo anterior se generaliza de manera inmediata. El nimero de combinaciones

de n objetos distintos, tomados r a la vez se denota por nC, o ( Z ) , de

"C’“:(Z):r!(nLir)! (1.8)

El niimero nC'. se como conoce como coeficiente binomial, ya que aparece
en el desarrollo del binomio de Newton, como se mostrard en el ejemplo
1.2.11.

manera que,

Teorema 1.2.1 Sin yr son numeros enteros tales que r < n, entonces

0 (:) - ()
0 () ()

Demostracién: a) Desarrollando el lado derecho de la ecuacién 1.9 se ob-
tiene,

ri(n —r)! ’
r(n—10! (n—r)(n—1)!
- rl(n—r)! i rln—r)l
(n—1)! (n—1)!

(r—D!(n—-r)! rln—r—1)0"
(n—1)! N (n—1)!
(r—D((n—1)—=(—=1) rl((n—1)—r)

(D))

La propiedad contenida en inciso b implica que: seleccionar r objetos
de n posibles es equivalente a seleccionar n — r objetos de los n posibles.
La propiedad contenida en el inciso b es la base para la construccién del
arreglo de niimeros conocido como triangulo de Pascal y que es muy 1til en
el desarrollo de la potencia de un binomio.
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Ejemplo 1.2.11 Considérese que un conjunto A contiene n elementos, donde
n es un entero positivo. Demuéstrese que A posee exactamete 2" subconjun-
tos.

Solucién: A contiene nCy = 1 subconjunto con cero elementos (el conjunto
vacio), nC; = n subconjuntos con 1 elemento , nCy subconjuntos con 2
elementos, ..., nC, = 1 subconjunto con 1 elemento (el propio conjunto A).
De manera que el niumero total de subconjuntos puede expresarse como,

- n
> ( L ) . (1.11)
k=0
Por otra parte, el desarrollo del binomio de Newton se expresa como,

" & n e

(z+y) :Z(k)xky k (1.12)
k=0

Si se evalta la ecuaciéon 1.12 para x = y = 1 se obtiene,

n n .

Z(k):2~ (1.13)

k=0

y esto es justo lo que se queria demostrar.

Ejemplo 1.2.12 Una clase de probabilidad consta de 20 hombre y 15 mu-
jeres. ;Cudntos equipos de 5 estudiantes, cada uno constituido por 3 hombres
y 2 mugjeres pueden formarse?

Solucion: Se tienen 20C3 maneras de escoger tres hombres; para cada una
de estas combinaciones se tienen 15C5 maneras de escoger 2 mujeres. Por el
principio fundamental de conteo se tienen

(20C5)(15C5) = 119700
equipos de 5 estudiantes y que estén constituidos por 3 hombres y 2 mujeres.
Ejemplo 1.2.13 Considérese la palabra clave AAABBCCD,

a) ;Cudntas combinaciones diferentes de 3 letra pueden formarse con ella?

b) ;Cudntas permutaciones de tres letras son posibles?
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Solucion:

a) Las combinaciones son de tres tipos: aquellas en las cuales todas las
letras son diferentes, las que tienen 2 letras iguales y una diferente, y final-
mente, aquella que tiene todas las letras iguales.

Se tienen 4C'5 = 4 combinaciones con las tres letras diferentes.

Se tienen 3C13C, = 9 combinaciones con un par de letras iguales y una difer-
ente.

Finalmente, se tiene solo una combinacién con todas las letras iguales.
Sumando todas las combinaciones se obtiene un total 14 combinaciones difer-
entes.

b) Una vez que se tienen clasificadas las combinaciones, se usaran los re-
sultados de la seccion anterior, ya que cada combinacion genera un nimero
de permutaciones que contribuyen al total de las permutaciones.

El primer tipo de combinaciones aporta 3! = 6 permutaciones diferentes cada
una.

El segundo tipo de combinaciones aporta g—: = 3 permutaciones diferentess
cada una.

El tercer tipo de combinaciones solo aporta 1 permutacion.

Al multiplicar por las combinaciones correspondientes y sumar esos produc-
tos se obtiene el total de 4(6)+9(3)+1(1)=52 permutaciones diferentes.

Para los ejercicios siguientes se recomienda revisar el apéndice A

Ejemplo 1.2.14 ;De cudntas maneras puede extraerse un conjunto de 5
cartas de una baraja inglesa?

Solucién: La baraja inglesa consta de 52 cartas, dado que se extraen 5 de

ellas, entonces se tienen
52C5 = 2,598, 960

maneras diferentes de obtener las 5 cartas. En estos casos el orden en que
se obtienen las cartas no es importante. Solo interesa el conjunto de las 5
cartas.

Ejemplo 1.2.15 De cudntas maneras puede extraerse una mano de poker
que conste de 2 cartas rojas y 3 cartas negras?

Solucion: Se tienen 26C, maneras de obtener 2 cartas rojas y para cada una
de éstas se tienen 26C5 maneras de obtener una carta negra. Por el principio
fundamental de conteo se tienen,

(26C4)(26C5) = 845,000

manos diferentes de poker que consten de 2 cartas rojas y 3 cartas negras.
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Particiones de un conjunto

Considérese que se tiene un conjunto A y que éste consta de n elementos.
Supongase que se desea distribuir los elementos del conjunto A en k subcon-
juntos Ay, Ag, ... Ai , del conjunto A, donde A; N A; = ¢ para todo i # j, y
A =UF | A;. Se dice que los conjuntos Ay, As, ... Ay, forman una particién de
A. El problema que se plantea ahora es determinar de cudntas maneras es
posible particionar el conjunto A en k subconjuntos Ay, Ao, ..., Ag, que con-
tienen nq, no, . .., ny elementos, respectivamente, donde n;+nqo+...4+np = n.
En primer lugar se tienen

n
()

maneras diferentes de elegir los n; elementos del conjunto A;. Para cada una
de las elecciones anteriores de los elementos de A;, se tienen

(")

maneras diferentes de elegir los ny elementos del conjunto As. Continuando
con este proceso, al final se tendra

n—(n1+n2+...+nk_1) . Ny .
T o T o

manera de escoger los n; elementos de Ajg. Si se denota por R al nimero
total de maneras en que la particiéon puede llevarse a cabo, entonces por el
principio fundamental de conteo se tiene,

R:<7:Ll><n;2nl >“.(n—(n1+n2n:...+nk_1) ) 119

Considérese el caso particular en que k£ = 2, de acuerdo con la ecuacién

anterior,
B n n—n
= () ()
. n No
B n1 ny )’
B n
= 0 )

n!
ni!(n —ny!)’

nllngl’
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Puede demostrarse, por el método de inducciéon matematica, que en general

|
R=— " (1.15)

n1!n2! c. nk‘

Ejemplo 1.2.16 En un programa de concursos se tienen tres urnas difer-
entes, en las cuales se colocardn tres premios diferentes. ;De cudntas man-
eras pueden colocarse los 3 premios en las 2 urnas si,

a) no deben quedar urnas vacias?

b) si no hay restricciones?

Solucion:
a) Se tiene un conjunto de 3 objetos el cual se desea particionar en 2
conjuntos. Las particiones permitidas son:

{(n1,n2)|1 <my <3,1<ny <3,m +ny =3} ={(12),(21)}.

A continuacién se procede a determinar el niimero de maneras posibles en
que cada particion puede llevarse a cabo.

3!
R = 5 =3 (1.16)
3!

Sumando los niimeros anteriores se obtienen en total 6 maneras diferentes de
repartir 3 premios diferentes en dos urnas diferentes, sin que queden urnas
vacias.

b) Si se quita la rectriccién, entonces se agregan dos formas mas, y éstas
corresponden a poner todos los premios en una sola urna. Al final se tienen 8
maneras diferentes de colocar 3 premios diferentes en 2 urnas diferentes sin
restricciones.

Ejemplo 1.2.17 Con un grupo de 9 personas deben formarse 3 equipos de
trabajo, con 4, 3 y 2 elementos. ;jDe cudntas maneras pueden formarse los
equipos?

Solucidén: Se requiere particionar un conjunto de n = 9 elementos en tres
conjuntos con ny; = 4, ng = 3y ng = 2. De acuerdo con la ecuacién 1.15 se

tienen,
9!

41312!
maneras diferentes de formar los equipos.

— 1260,
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Ejemplo 1.2.18 Después de un sismo, la cruz roja debe transladar a un
equipo de rescate a la zona de desastre. Dispone de tres vehiculos con capaci-
dades maximas para 4, 3 y 2 pasajeros. Si debe mouvilizar a 7 brigadistas, sde
cuantas maneras puede hacerse el translado de los brigadistas sin que queden
vehiculos sin usar?

Solucion: Sea B el conjunto de todas las particiones permitidas; es decir,

B = {(n,n2,n3)|1<ny <2, 1<ny <3, 1<n3 <4, ng+ny+nz="7}
{(133), (124), (214), (223), (232)}.

A continuacion se determinan el nimero de maneras posibles en que puede
efectuarse cada particion.

8!

Rl — ﬁzl]_QO,
8!

R2 - M - 8407
8!

R3 - M :8407
8!

R = Sy = 1640,
8!

Ry = 23121 = 1640.

Sumando los niimeros anteriores se obtiene el resultado final, 6160.

1.3. Axiomas de probabilidad

Definicién 1.3.1 (Probabilidad) Sea S un espacio muestral y A cualquier
evento de éste, se llamard funcion de probabilidad sobre el espacio muestral
S a P(A), si satisface los siguientes aziomas:

1. P(A) >0,
2. P(S) =1,

3. Si para los eventos Ay, As, As, ...,
AiNA; = ¢ para toda i # j, entonces

P(AyUAsU...) = P(A;) + P(Ay) + ...
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Teorema 1.3.1 Si A; y Ay son eventos tales que, Ay C As, entonces

a) P(Ay — Ay) = P(Ay) — P(Ay), (1.18)
b) P(A1) < P(As). (1.19)

Demostracién: Considérese el diagrama de Venn mostrado en la figura 1.7.

Figura 1.7: Diferencia

a) Se observa del diagrama que:
Ay =AU (A — Ay),

ademas,

Al ﬂ(Ag —A1> - (b

Como consecuencia del axioma 3 se tiene,

P(Ay) = P(Ay) + P(Ay — Ay),
despejando P(As — A;) se obtiene,

P(Ay — Ay) = P(Az) — P(Ay).
b) Como A; — A; es un evento contenido en S, entonces por el axioma 1,

P(Ay; — Ay) > 0.
De este resultado junto con el inciso anterior se sigue que,
P(A3) - P(41) = 0

es decir,
P(A;) < P(A2). |
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Teorema 1.3.2 Para un evento cualquiera A,
0<P(A) <1 (1.20)
Demostracion: Como A C S, entonces por el teorema anterior,
P(A) < P(S5),
ademas por el axioma 2,
P(A) < P(S) =1,

Este resultado junto con el axioma 1 permiten establecer el contenido de este
teorema. |}

Teorema 1.3.3 Si A’ es el complemento del evento A, entonces

P(A)) =1 — P(A). (1.21)

Demostracion: Considérese el diagrama de Venn que se muestra a contin-

uacion.
A

Figura 1.8: Complemento

Del diagrama se observa que,

S=AUA
ANA = ¢.

Por el axioma 3 de probabilidad se tiene,
P(S) = P(A)+ P(A").

Del axioma 2 se sigue,

1=P(A)+ P(A").

Despejando P(A’) se concluye la demostracién. |}
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Teorema 1.3.4 Si ¢ es el evento imposible, entonces P(¢p) = 0.

Demostracién: Dado que S y ¢ son eventos complementarios, por el teore-
ma anterior

P(¢) =1-P(95),
ademds, por el axioma 2, P(S) = 1, por lo tanto,
P(¢)=0. 1

Teorema 1.3.5 Si A y B son dos eventos cualesquiera, entonces

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). (1.22)

Demostracién:Considérese el diagrama de Venn siguiente:

S A B

AUB

Figura 1.9: Unién de los eventos A y B

Es posible expresar A U B como la unién de dos eventos disjuntos, éstos
son, By A — B. De manera que por el axioma 3,

P(AUB) = P(B) + P(A— B). (1.23)

Ademas,
A-B=A-(ANB),

de manera que por el teorema 1.3.1 se obtiene
P(A—B)=P(A)— P(ANB) (1.24)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién 1.24 en la ecuacién 1.23 se concluye la
demostracion. |}

Teorema 1.3.6 Si A y B son dos eventos cualesquiera, entonces

P(A) = P(ANB)+ P(ANB)). (1.25)
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Demostracion: Obsérvese que A puede expresarse como la unién de los
eventos disjuntos, AN By AN B’, de manera que por el axioma 3,

P(A)=(ANB)+P(ANB). 1

Teorema 1.3.7 Si Ay, A, ..., A, son eventos mutuamente excluyentes; es
decir, AiNAj = ¢, para todo i # j, y A=A UAU...UA,, entonces

P(A) = P(A)) 4+ P(As) + ...+ P(A,), (1.26)
particularmente, si A =S, entonces

P(A) = P(A)) + P(Ay) + ...+ P(A,) = 1. (1.27)

Demostracion: Se sigue directamente de los axiomas 2 y 3. |

Asignacion de probabilidades

Espacios muestrales finitos

Considérese un espacio muestral finito S que se compone de n elemen-

tos, S = {s1,82,...,5,}. El conjunto S puede particionarse en n conjuntos
Ay, As, ..., A, que consten de un solo elemento. De la manera mas simple
se tiene A; = {s;} para i = 1,2,...,n. Estos conjuntos se conocen como

conjuntos elementales, ya que contienen un solo punto del espacio muestral.
De acuerdo con el axioma 1 de la probabilidad y con el teorema 1.3.7, los
conjuntos elementales deben satisfacer las siguientes condiciones:

1. P(A) >0,

Si un evento cualquiera A consta de h elementos del espacio muestral, es
decir,
A= {Sz‘h 8§25 - - - 75ih}7

entonces

P(A) =) P(Aj). (1.28)
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Ejemplo 1.3.1 Una moneda estd cargada de tal manera que el evento, obten-
er cara(C), tiene el doble de oportunidad de ocurrir que el evento, obtener
cruz(C). Determine la probabilidad de los eventos simples.

Soluciéon: Como se definieron anteriormente, los eventos simples son:
C: Obtener cara.
X: Obtener cruz.

Si se define P(X) = p, entonces P(C') = 2p, y de acuerdo con la propiedad
2 para los eventos simples,

P(C)+P(X) = 1,
2p+p = 1,
3p = 1.

Por lo anterior, P(X) = 1/3 y P(C) = 2/3. Ambos valores son positivos,
satisfaciendo la propiedad 1 de los eventos simples.

Espacios muestrales equiprobables

Si todos los puntos de un espacio muestral finito tienen la misma prob-
abilidad de ocurrencia, el espacio muestral se conoce como espacio muestral
equiprobable. En este caso los resultados de la secciéon anterior se reducen
considerablemente. Por principio de cuentas,

P(4;) = —. (1.29)

P(4) =Y P(dy) =, (1.30)

donde n representa el nimero de puntos del espacio muestral y h el nimero
de puntos en que el evento A puede ocurrir.

Ejemplo 1.3.2 Considérese el experimento que consiste en lanzar un dado
equilibrado. Determinese la probabilidad de los siguientes eventos:

a) Obtener un nimero par.

b) Obtener un nimero impar.
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¢) Obtener un nimero mayor que 3.

d) Obtener un nimero impar o un nimero mayor que 3.

e) Obtener un nimero impar y que sea mayor que 5.

Solucién: El espacio muestral es:

S =1{1,2,3,4,5,6}.

Considere los siguientes eventos:

A: Obtener niimero par.

B: Obtener un ntimero impar.

A=1{2,4,6)

B=1{1,3,5}

C: Obtener un nimero mayor que 3.

D: Obtener un nimero impar y que sea mayor que 3.

O =1{4,56)

D=BnNC = {5}

E: Obtener un nimero impar o un nimero mayor que 3.

E=BUC ={1,3,4,5,6}

33

Cada punto muestral tiene la misma probabilidad, ya que el dado esté equi-
librado. De acuerdo con la ecuacién 1.30,

P(A)=3=
PB)=3=
PC)=2=1,
P(D)= ¢
P(E) = g
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Es ilustrativo verificar que el teorema 1.3.5 se satisface.

P(E) = P(BUOQ),
P(B) + P(C) — P(BNC),

_1+11
2 2 6
_ 5
= =

Ejemplo 1.3.3 Considerése el experimento que consiste en lanzar una mon-
eda equilibrada dos veces.

a) Determine la probabilidad de obtener mdzimo una cara.
b) Determine la probabilidad de obtener 0 caras.

c) Determine la probabilidad de obtener al menos una cara.

Solucidén: El espacio muestral de este experimento puede expresarse como:
S={CC,CX,XC, XX}

Debido a que la moneda lanzada es equilibrada se tiene un espacio muestral
equiprobable, es decir, cada evento elemental tiene probabilidad igual a 1/4.
A continuacion se definen los siguientes eventos:

A: Obtener maximo una cara.

B: Obtener 0 caras.

C: Obtener al menos una cara.
De acuerdo con lo anterior:

A = {XX,XC,OX},
B = {XX},
C = {CC,XC,CX}.

De la ecuacién 1.30 se obtiene lo siguiente:

W PA)=>,
) PB) =1,
0 PC)= 2

1Se estd haciendo uso de la notacién taquigrafica para la interseccién, donde CX sig-
nifica que se obtuvo cara en el primer lanzamiento y cruz en el segundo
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Obsérvese que B y C son eventos complementarios; es decir, ¢! = B. De
acuerdo con el teorema 1.3.3,

P(C) = 1-P(C"),

1_P(B)>

1
p— 1——:§'
4 4

Para los siguientes ejemplos se recomienda ver el apéndice A

Ejemplo 1.3.4 Se sacan 3 cartas de un mazo bien barajado de 52 naipes
(baraja inglesa). Encuentre la probabilidad de sacar 3 ases.

Solucion: El espacio muestral consiste de todos los subconjuntos de 3 cartas
que pueden formarse de un conjunto con 52 elementos diferentes. Se tienen

(%)

maneras de obtener tres cartas de un conjunto de 52. Este ntmero corre-
sponde a la cardinalidad del espacio muestral.

Si se define el evento A como:

A: Obtener 3 cartas que sean ases cuando se extraen 3 cartas de un mazo
bien barajado de 52.

Dentro del conjunto de las 52 cartas solo se tienen 4 ases, de los cuales se
deben tomar 3. El niimero de maneras en que se pueden sacar 3 ases de un

conjunto de 4 es:
4
h— ( ! ) |

Por lo tanto, la probabiidad del evento A es:

P(4) = <§)
(%)

41
22100 5525’
= 1.8 x 107

Este problema se resolvera en la siguiente seccion con un enfoque diferente.

Ejemplo 1.3.5 Se sacan 5 cartas de una baraja inglesa. Determine la prob-
abilidad de que,
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a) todas las cartas sean de un mismo palo,
b) se saquen exactamente 2 ases,
c) que no se saquen ases,

d) se saque al menos un as.

Solucidn: El espacio muestral de este experimento consta todos los subcon-
juntos de 5 cartas que pueden formarse con un total de 52 cartas diferentes.
La cardinalidad de este conjunto es 52C5.
A continuacion se definen los eventos de interés:

A: Sacar todas las cartas de un mismo palo.

B: Sacar exactamente 2 ases.

C: No obtener ases.

D: Sacar al menos un as.

a) Se procede a determinar el nimero de elementos del conjunto A. Debido a
que se tienen 4 palos diferentes, se tienen 4 opciones diferentes de escoger un
palo; ademas, cada palo tiene 13 cartas de modo que se tienen 13C5s maneras
diferentes de escoger las 5 cartas del palo. Por el principio fundamental de
conteo se tienen, 4(13C5) maneras de obtener 5 cartas del mismo palo; por

lo tanto,
< ) ) ( 5 )
1 5 66
P(A) = = .
“) ( 52 ) 4165
5

b) Para el conjunto B, debido a que se tienen 4 ases diferentes, en con-
secuencia se tienen 4C5 maneras de escoger 2 de de ellos. Las tres cartas
restantes deberan tomarse del conjunto de 48 cartas que no son ases y esto
puede hacerse de (3Cys) maneras diferentes. Por el principio fundamental
de conteo se tienen (4C5)(3Cyg) formas diferentes de obtener 5 cartas con
exactamente 2 ases. En consecuencia,

4\ (48
PIB) = ( 2<)5g )3 ) - 544312445'
5
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c¢) Las 5 cartas deberdn proceder del conjunto de 48 cartas que no son
ases y esto puede hacerse de (5Cys) maneras diferentes. Por consiguiente,

P(C) = ( %? ) 35673

52 \ 54145
5

d) Obsérvese que los eventos C y D son complementarios, es decir, D' = C,
de modo que mediante el teorema 1.3.3 se tiene,

P(D) = 1-P(D),
35673

54145
18472

54145
El lector podra verificar que,

(4C1)(48Cy) + (4C5)(48C5) + (4C5)(48Cy) + (48C,) 18472

P(D) = = .
(D) 52C5 54145

1.4. Probabilidad condicional

Para tener una aproximacion intuitiva del concepto de probabilidad condi-
cional, considérese el siguiente experimento aleatorio. Una urna consta de N
esferas, de las cuales, n son blancas y el resto, N — n son negras; por las
demés caracteristicas fisicas son idénticas. Se deben extraer de la urna una
tras otra x esferas y anotar sus colores. Este experimento puede realizarse de
dos maneras conocidas como: extraccién con reemplazo y sin reemplazo.

a) Extraccién con reemplazo
Se extrae la primera esfera y una vez que se anota su color ésta es
devuelta a la urna. Después se extrae la segunda esfera, una vez mas
se anota su color y se devuelve a la urna, y asi sucesivamente, hasta
completar la dltima extraccién y anotar el color correspondiente.

b) Extraccién sin reemplazo
A diferencia con el proceso anterior, si se extrae la segunda esfera sin
antes devolver la primera esfera extraida, y cada extraccion se realiza
sin devolver la esfera de la extraccion previa, y asi sucesivamente, hasta
extraer x de ellas, el proceso se conoce como extraccion sin reemplazo.
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Considérese el experimento aleatorio que consiste en extraer dos esferas de
la urna antes mencionada y definanse los eventos By y By como: Bj es el
evento que consiste en sacar esfera blanca en la primera extraccion y By es
el evento que consiste en sacar una esfera blanca en la segunda extraccion.
Naturalmente, si el proceso de extraccion se realiza con reemplazo, las prob-
abilidades de los eventos By y By pueden calcularse sin dificultad alguna, ya
que en cada extraccién se sabe explicitamente cuantas esferas hay en total
en la urna y cuantas de ellas son blancas. Mas especificamente, si en total se
tienen 30 esferas de las cuales 20 son blancas y 10 son negras, entonces para
la primera extraccion, P(B;) = 20/30. Como la esfera extraida se devuelve
a la urna, entonces para la segunda extraccion se tiene, P(By) = 20/30.

Ahora considérese que el experimento se realiza sin reemplazo. Nueva-
mente, P(By) = 20/30; sin embargo, para calcular la probabilidad del se-
gundo evento se necesita informacién adicional sobre la composicién de la
urna, ya que una vez que se extrae una esfera sin reemplazo, la composicion
de la urna necesariamente se modifica, de manera que, el ntimero total de
esferas y el nimero de esferas blancas dependera del resultado obtenido en
la primera extraccién. Si en la primera extraccién se obtuvo esfera blanca,
esto permite conocer la nueva composicién de la urna y es posible calcular
la probabilidad de obtener una esfera blanca en la segunda extraccién dado
que en la primera extraccion se obtuvo una esfera blanca. Esta probabilidad
se conoce como la probabilidad condicional del evento By dado que el evento
Bj ha ocurrido y se denota por P(Bs|B;). Para el ejemplo que se ha consid-
erado, P(By|By) = 19/29, ya que después de la primera extraccién se tienen
29 esferas de las cuales 19 son blancas.

Un analisis més detallado de este experimento permitirda desarrollar una
definicion general de la probabilidad condicional. Para el experimento ante-
rior, el espacio muestral puede expresarse como:

S = {31827 BlN27 NlBZ7 NlNQ}

donde B; y Bs representan los eventos: obtener esfera Blanca en la extrac-
cion 1 y 2, respectivamente. De la misma manera N; y N, representan los
eventos: obtener esfera negra en la extraccion 1y 2, respectivamente. Cuando
se calcula la probabilidad del evento B; se esta comparando la posibilidad
de estar en el evento By dado que se esta el espacio muestral completo S
es decir, dentro de S los eventos que favorecen B; son {B;By, BiNs}. Sin
embargo, para la segunda extraccién se esta comparando la posibilidad de
estar en By dado que se estd en By; es decir, el espacio muestral se reduce a
{B1 B2, Bi Ny} y el evento que favorece a By es { B; By }. Lo anterior conduce
a la siguiente definicién.
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Definicién 1.4.1 (Probabilidad condicional) Si A y B son dos eventos
en un espacio muestral S tal que P(A) > 0, entonces se define la probabilidad
condicional de que el evento B ocurra dado que el evento A ya ha ocurrido
mediante,

P(ANB)
P(B|A) = ———. 1.31
(BIA) = =55 (131)
Si P(B) > 0, de manera andloga se define:
P(ANB)
P(AB) = ———— 1.32
(A1B) = 5 (132)
s A B
ANB
Figura 1.10: Probabilidad condicional
Despejando P(A N B) en las ecuaciones anteriores se obtiene,
P(ANnB) = P(A)P(B|A),
= P(B)P(A|B). (1.33)

Ejemplo 1.4.1 Considérese el experimento que consiste en lanzar un dado
equilibrado dos veces. Sean A y B los eventos, A: obtener un total de 10, y
B: obtener al menos un 5. Determine a) P(A|B), b)P(B|A).

Solucidén: Se comenzard por definir y determinar los elementos de los eventos
involucrados en la definiciéon de probabilidad condicional:

A: obtener un total de 10.

A={(4,6),(5,5),(6,4)}

B: obtener al menos un cinco.

B ={(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5)}

ANB={(55)}

a) P(BJA) = 2408 _

e
Wl
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b) P(A|B) = Zp28) —

o)~

1
6

Ejemplo 1.4.2 La urna I contiene 10 bolas blancas y 15 bolas negras; mien-
tras que la urna Il contiene 20 bolas blancas y 10 bolas negras. Se extrae
una bola de la urna I y sin ver su color se deposita en la urna II. Posteri-
ormente se extrae una bola de la urna Il. ;Cudl es la probabilidad de que la
bola extraida de la urna II sea blanca?

Solucion: Considérese los siguientes eventos:
B : obtener una bola blanca de la urna I,
Nj : obtener una bola negra de la urna I,
B> : obtener una bola blanca de la urna II,
E; : obtener blanca de la urna I y blanca de la urna II,
FE5 : obtener negra de la urna I y blanca de la urna II,
E : obtener blanca de la urna II.

El evento E puede ocurrir de dos maneras: que suceda F; o que suceda
FE5. De manera que, E = EyUFE;. Como los eventos F y Fs son mutuamente
excluyentes, entonces

P(E) = P(E\UE),
= P(B1NBy)+ P(N,N By),
= P(B1)P(Bz|B1) + P(Ny)P(By|Ny)

Sustituyendo los datos se obtiene:

P(E) = P(B)P(By|By) + P(N1)P(B2|Ny),

10\ /21 15\ (20
= () (&) + () ()
102
e

Ejemplo 1.4.3 Un lote estd compuesto de 30 microcomputadoras de las
cuales 5 son defectuosas. Se extraen sin reemplazo una tras otra 6 maicro-
computadoras del lote. Determine la probabilidad de que la sexta microcom-
putadora extraida sea la ultima microcomputadora defectuosa.

Solucion: Para que la sexta microcomputadora extraida sea la ultima de-
fectuosa, necesariamente se tienen que haber obtenido 4 microcomputadoras
defectuosas en las 5 extracciones anteriores. Por lo tanto, es conveniente
definir los siguientes eventos:
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A: Obtener 4 microcomputadoras defectuosas en las 5 primeras ex-
tracciones.
B: Obtener una microcomputadora defectuosa en la sexta extraccion.
Se desea determinar la probabilidad del evento = A N B. De manera que,

P(E) = P(ANB),
— P(A)P(B|A).

El evento A consiste en extraer 4 articulos defectuosos de un total de 5
posible y un articulo no defectuoso de 25 posibles, lo cual puede hacerse de
5C4(25CY ) maneras diferentes. Por lo tanto,

OGN
(3 e

Hasta aqui se han extraido 5 articulos del lote, de los cuales 4 fueron de-
fectuosos y uno no defectuoso. Para la ltima extracciéon la composicién del
lote es de 25 microcomputadoras, de las cuales solo una es defectuosa, por lo

tanto,
1
P(BJA)= | —
1= ()
Finalmente,

125 \ (1 5
P(E) = P(A)P(B|A) = )= —35x 107
(E) = P(A)P(B]A) (142506) (25) 1a2s06 o2

Teorema 1.4.1 Si Ay, Ay, A3z son tres eventos cualesquiera de un espacio
muestral, entonces

Demostracion: Mediante una simple asociacién de los conjuntos y la apli-
cacion de la ecuacion 1.33 se tiene,

P(AiNAyNAs) = P((A1NAy) N As),
= P(A1 N A)P(A3]A; N Ay),
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La generalizacion de este teorema para n conjuntos es inmediata.

P(A1NAy...NA,) = P(A1)P(A2| A1) P(A3|A1NAs)... P(AL|AiINAy .. .NAL ).

(1.35)
La demostracién (mediante el método de induccién matemética) se deja al
lector.

Ejemplo 1.4.4 Considérese nuevamente el ejemplo 1.3.4. Se sacan 3 cartas
de un mazo bien barajado de 52 naipes (baraja inglesa). Encuentre la prob-
abilidad de sacar 3 ases si las cartas se sacan una tras otra sin reemplazo.

Solcucién: Considere los siguientes eventos:

Ajq: Obtener as en la primera extraccion.
As: Obtener as en la segunda extraccion.
As: Obtener as en la tercera extraccion.

Se desea determinar la probabilidad del evento A; N A; N As. De manera
que, de acuerdo con el teorema 1.4.1

P(A NA;NAy) = P(A)P(As|A))P(As|A N Ay).

Inicialmente se tienen 52 cartas, de las cuales 4 son ases, entonces

4

P(A)) = —.

() = o5

Una vez que se ha extraido un as de la baraja, quedan 3 ases de un total

de 51 cartas, de manera que la probabilidad de obtener un as en la segunda

extraccion dado que se obtuvo un as en la primera extraccién es,

P(AslA) = 2
Por tltimo, una vez que se han retirado dos ases del mazo, quedan solo
dos ases de un total de 50 cartas, asi que la probabilidad de obtener as en la
tercera extraccién dado que se obtuvieron ases en las dos extracciones previas

es,
P(As] Ay 1 Ay) = =
3141 2 50"

Por lo tanto,

pieanan - () (2)(2) - o
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1.5. Eventos independientes y la regla de la
multiplicacion

Considérese nuevamente el experimento que consiste en extraer una tras
otra dos esferas de una urna que contiene 20 esferas negras y 10 esferas blan-
cas. Si la extraccion se realiza con reemplazo y se definen nuevamente los
eventos By y By como obtener esfera blanca en la primera y segunda extrac-
cion, respectivamente, entonces P(Bs|B1) = P(Bs); es decir, la probabilidad
de B, no se ve afectada por la ocurrencia de B;. Este resultado permite intuir
el concepto de eventos estadisticamente independientes.

Si Ay B son dos eventos en el espacio muestral S'y P(B|A) = P(B),
entonces A y B son eventos independientes. Del mismo modo, se requiere que
P(A|B) = P(A) de otro modo la independencia no seria un concepto 1til.
Ademas de los anteriores requisitos, se debe cumplir que tanto P(A) como
P(B) deben ser mayores que cero. Se puede abordar el concepto de una
manera que permita su generalizacion, si se observa que para dos eventos
independientes Ay B, P(AN B) = P(A)P(B). Esta relacién seguira siendo
valida aun cuando A o B sean eventos de probabilidad cero. Para tres eventos
A, By C, se dird que éstos son eventos mutuamente independientes si se
satisfacen las siguientes condiciones:

P(ANB) = P(A)P(B),
P(ANC) = P(A)P(C),
P(BNC) = P(B)P(C),

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

La generalizacion para n eventos se establece a continuacion.

Definicién 1.5.1 (Eventos independientes) Si{A;, Ao, ..., A,} son even-
tos en un espacio muestral S, entonces los eventos se conocen como mu-
tuamente independientes si para cualquier subconjunto A;, Ao, ..., Ay del
conjunto {Ay, Aa, ..., An} se satisface que,

ademds,
P(AiNAyNn...A,) = P(A)P(As) ... P(A,).
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Es importante notar que para n eventos, en general se tienen 2" —2 relaciones
por satisfacer. Este niimero corresponde al nimero de combinaciones de n
objetos tomados r a la vez, con r > 2.

Ejemplo 1.5.1 Se lanza una moneda equilibrada dos veces. Determine la
probabilidad de que se obtenga:

a) Solo una cara.
b) Al menos una cara

¢) Maximo una cara.
Solucidén: El espacio muestral de este experimento es:
S={CC,CX,XC, XX}

donde C'X significa que se obtuvo cara en el primer lanzamiento y cruz en el
segundo; es decir, se estd usando la notacién economica para la interseccion.
a) Para el evento, A: obtener solo una cara, se tiene

A={CX,XC}
Los dos eventos que conforman A son mutuamente excluyentes, asi que,
P(A)=P(CX)+ P(XO).
Debido a que los lanzamientos son independientes,

P(A) = P(O)P(X)+ P(X)(C),

= (1/2)(1/2) + (1/2)(1/2),
= 1/2.

b) B: obtener al menos una cara.
B={CX,XC,CC}
Por los mismos argumentos que en el inciso anterior,

P(B) = P(C)P(X)+ P(X)(C)+ P(CO),

= (1/2)(1/2) + (1/2)(1/2) + (1/2)(1/2),
— 3/2.

¢) C: Maximo una cara.
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C={CX,XC XX}

De la misma manera que en los incisos anteriores,

P(C) = P(C)P(X)+ P(X)(C)+ P(XX),

= (1/2)(1/2) + (1/2)(1/2) + (1/2)(1/2,)
— 3/2.

Ejemplo 1.5.2 Considérese el experimento que consiste en lanzar un dado
equilibrado dos veces.

a) Determine la probabilidad de cada punto muestral.

b) Determine la probabilidad de obtener un total de 7.

Solucion:

a) El primer lanzamiento de un dado puede resultar uno de los nimeros
del conjunto S; = {1,2,3,4,5,6}, todos con la misma probabilidad. Para el
segundo lanzamiento, de la misma manera, puede resultar cualquiera de los
numeros de Sy = {1,2,3,4,5,6} de la misma manera que con el primer dado
lanzado, todos con la misma probabilidad. Por lo tanto, el espacio muestral
que describe los resultados de este experimento es,

S =5 x5, = {(a,b)|a S Sl,b S SQ}

Cada uno de los posibles resultados en S tiene la misma probabilidad. Dado
que S tiene 36 puntos muestrales, entonces P|(a,b)] = 1/36.

Bajo el enfoque de la independencia de eventos se llega a la misma con-
clusion. De hecho, como los lanzamientos son independietes; es decir, lo que
se obtiene en el primer lanzamiento no influye sobre el resultado del segundo
lanzamiento, entonces

Pl(a,0)] = P[{a}n{b}],
= P({a})P({b}),

- (5) (),
(%)
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b) Definase el evento A como:
A: Obtener un total de 7 en 2 lanzamientos de una moneda equilibrada.
De acuerdo a la definicién de A se tiene,

A= {(17 6)? (27 5)7 (37 4)7 (47 3)7 (57 2)? (67 1)}7

por lo tanto,

Ejemplo 1.5.3 Considérese que se lanzan un par de dados equilibrados 5
veces.

a) ¢Cudl es la probabilidad de obtener un total de 7 por primera vez en el
ultimo lanzamiento?

b) ;Cudl es la probabilidad de obtener un total de 7 una sola vez?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de obtener un total de 7 al menos una vez?

Solucion: Se definen los siguientes eventos:
E;: obtener un total de 7 en el i-ésimo lanzamiento de los dos dados.
E!: obtener un total diferente de 7 en el i-ésimo lanzamiento de los dos
dados.
De los 36 posibles resultados que se obtienen al lanzar dos dados, 6 de ellos
dan un total de 7, por lo tanto,

1

pE) = S -1
36 6

PE) = 2="
36 6

a) Si se obtiene un 7 por primera vez en el quinto lanzamiento, entonces
debieron obtenerse totales diferentes de 7 en los primeros 4 lanzamientos de
los dos dados. El evento de interés es: A = E|EyELE) Fs. Debido a que cada
lanzamiento de los dados es independiente de los demas, entonces

P(A) = P(E\EyEyEE5),
P(E})P(E}) P(E}) P(E}) P(Es),

- () ()

625
= oo = 0.0803

(
(
5
6
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b) A diferencia del inciso anterior, ahora el 7 pudo haberse obtenido en
cualquiera de los intentos. El evento de interés estd compuesto por todos
aquellos eventos que dan un total de 7 en 5 intentos; es decir,

B={FF'F'FFE FFEE'FFE EFEFEEFE FEEEE EFEFEFEE}

Se han omitido los subindices, ya que en este punto debe ser claro que la
posicion de la letra corresponde al nimero del lanzamiento.

Los eventos que conforman a B son mutuamente excluyentes, asi que, de
acuerdo con el axioma 3 de la probabilidad,

P(B) = P(EE'E'E'E')+ P(E'EE'E'E)+ P(E'E'EE'E') +
P(E'E'E'EE') + P(E'E'E'E'E)

Debido a que los 5 lanzamientos son independientes, entonces

P(B) = 5P(E)PYE)

= —— =0.4019

c¢) En cinco intentos se pueden obtener hasta 5 totales de 7. Considere los
siguientes eventos:
C': obtener al menos un total de 7.
C': obtener totales diferentes de 7.
Se procederd a determinar la probabilidad del evento C’, y posteriormente,
mediante el teorema 1.3.3 se determinara la probabilidad del evento C.
El evento C" se obtiene cuando todos los lanzamientos dan totales diferentes
de siete; es decir, C = {E'E'E'E'E'}, por lo tanto,

P(C") = P(E'E'E'E'E,

— PY(E),
- ()
3125

776
= 0.4019
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Finalmente,

P(C) = 1-P(C),
3125

7776’
4651

77767
= 0.5981

1.6. Regla de Bayes

Teorema 1.6.1 Si Ay, Ao, ..., A, son eventos mutuamente excluyentes; es
decir, Ay Aj = ¢ para todo i # j, y A=A UAU...UA,, entonces

P(A)=PANA)+PANA)+...+ P(ANA,). (1.36)

Demostracién: Obsérvese que AN A; = A; para todo i. Sustituyendo este
resultado en el teorema 1.3.7 se concluye la demostracion. |

Definicién 1.6.1 (Particién finita del espacio muestral) Sea S un es-
pacio muestral y Ay, As, ..., A, una sucesion finita de eventos en S. Se dice
que Ay, As, ..., A, es una particion del espacio muestral S si se satisfacen
las siguientes dos condiciones:

D) S=AUA...UA,. (1.38)

Teorema 1.6.2 (Probabilidad total) Si S esun espacio muestral y Ay, A, . ..

es una particion de S, entonces para todo evento A en S se tiene,

P(A) = P(A))P(A|A}) + P(As)P(A|As) + ... + P(A,)P(AA,).  (1.39)

Demostracion: Del teorema 1.6.1 se tiene,

P(A) = P(ANA) + P(ANAy) + ...+ P(AN A,). (1.40)

7An
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De acuerdo con la definicién 1.4.1
P(ANA;) = P(A;)P(A|A;), Vi=1,2,...,n. (1.41)

Sustituyendo las ecuaciones descritas en 1.41 en la ecuacién 1.40 se concluye
la demostracién. |

Teorema 1.6.3 (Teorema de Bayes) Si Ay, As, ..., A, es una particion
del espacio muestral S y A es un evento en S, entonces
P(A,)P(AlA
P(A|A) = (Ae) P(A] A) k=1,2...,n. (1.42)

iz P(A)) P(A]A;)

Demostracion: De acuerdo con la definicién 1.4.1,

P(AlA) = P(ﬁ(—%‘l’“), (1.43)
P(AlAx) = %, (1.44)

de la ecuacién 1.44 se obtiene,
P(AN Ay) = P(AR)P(A|A). (1.45)

Sustituyendo la ecuacién 1.45 en la ecuacion 1.43 se obtiene,
P(AR) P(A[Ar)
pPA)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién 1.39 en la ecuacién 1.46 se concluye la
demostraciéon. |

P(A)A) = k=1,2...n. (1.46)

Ejemplo 1.6.1 Un bolso contiene tres monedas de las cuales dos son nor-
males, mientras que una de ellas estd sesgada, de manera que el evento,
obtener cara(C),tiene dos veces mds probabilidad de ocurrir que el evento,
obtener cruz(X). Se extrae aleatoriamente una moneda del bolso y se lanza
cuatro veces, obteniéndose 4 caras. ;Cudl es la probabilidad de que la moneda
seleccionada haya sido la moneda sesgada?

Solucion: Definase como evento seguro el evento que ya ha ocurrido y que
consiste en obtener 4 caras en cuatro lanzamientos.
A: Obtener 4 caras en 4 lanzamientos.
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Definanse los eventos de la particién como:
Aq: Escoger la moneda sesgada.
As: Escoger una moneda no sesgada.

De acuerdo con los eventos definidos se requiere calcular la probabilidad
de que se haya escogido la moneda sesgada dado que se obtuvieron 4 caras;
es decir, P(A;|A). Como las monedas se extraen del bolso aleatoriamente,
entonces

P(Ar) =

P(Ay) =

Wl W|

Para la moneda sesgada la probabilidad de obtener una cara es P(C) = %,
mientras que para las no sesgadas se tiene P(C') = % Ademas, los resultados
de cada lanzamiento son independiente, de manera que,

2\* 16

P(A|4y) — (%)4:%

Finalmente, aplicando el teorema de Bayes se obtiene,

_ PAYPAlA)
P = S Py paay

Ejemplo 1.6.2 Una compania posee tres maquinas que producen cierto tipo
de pernos. Las mdquinas My, My y My fabrican 50%, 30% y 20% de la
produccidn total, respectivamente. De lo que cada una produce, 7% , 3% y
2 %, respectivamente, son pernos defectuosos. Si se escoge un perno al azar
y éste resulta defectuoso. ;Cudl el la probabilidad de que el perno provenga
de la maquina My ?

Solucion: Se comenzara por definir los eventos de interés:

Evento seguro:
A: Obtener un perno defectuoso.
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Los eventos de la particién se definen mediante:
A;: El perno proviene de la maquina M;, i=1,2,3.

Se requiere calcular la probabilidad de que el perno provenga de la maquina
2 dado que el perno resulté defectuoso; es decir, P(As|A). Las probabilidades
de que los pernos provengan de cada una de las maquinas estan dadas por,

P(A) = 0.50,
P(A;) = 0.30,
P(43) = 0.20

Ademas, las probabilidades que un perno sea defectuoso dado que fue pro-
ducido por la maquina 1, 2 o 3, respectivamente, son:

P(A|A) = 0.07,
P(AlA;) = 0.03,
P(A|A;) = 0.02

Aplicando el teorema de Bayes se obtiene,

P(A)P(AA)
> iy P(A) P(AJA;)
(0.3)(0.03)

(0.50)(0.07) + (0.30)(0.03) + (0.20)(0.02)’
= 0.19

P(A2|A) =
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Capitulo 2

Variables aleatorias discretas y
continuas

En este capitulo se estudiara el significado de las variables aleatorias y
se mostrara como calcular cantidades relacionadas con éstas. En particular
se estudiaran la media y la varianza, las cuales representan cantidades cuyos
significados son relevantes dentro de la probabilidad y la estadistica.

2.1. Variables aleatorias discretas y continuas

Las variables aleatorias surgen como una necesidad de cuantificar los re-
sultados de un experimento aleatorio y con éstas realizar inferencias estadisti-
cas sobre un conjunto de datos (poblacién). Para tener una aproximacién al
concepto de las variables aleatorias, considérese un experimento sencillo, co-
mo el de extraer una tras otra tres esferas de una urna que contiene k esferas
negras y N — k esferas blancas. El espacio muestral de este experimento es

S ={NNN,NNB,NBN,NBB,BNN, BNB, BBN, BBB},

donde N significa que se extrajo una esfera negra y B que se extrajo una es-
fera blanca. El espacio muestral consta de resultados cualitativos (no numéri-
cos); sin embargo, el interés podria centrarse en el nimero de esferas negras
obtenidas en el experimento, de manera que resulta natural definir una fun-
cién cuyo dominio sea el espacio muestral S y cuyo recorrido esté contenido
en los reales. Estas funciones se conocen como variables aleatorias.

Definicién 2.1.1 (Variables aleatorias) Considérese un experimento aleato-
rio con espacio muestral S. Una variable aleatoria X es una funcion que

23
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asocia un numero real con cada punto del espacio muestral S. Lo anterior se
expresa en notacion matemdtica de la siguiente manera,

X:5 =R (2.1)

El recorrido de la variable aleatoria X, denotado por Ry, es un subconjunto
de los niimeros reales y se define como,

Ry ={ze€R:X(s) ==z, yseS},

de manera grafica se representa en la figura 2.1.

Rx

X(s)

Figura 2.1: Recorrido o rango de X

En general, las variables aleatorias se denotan con una letra mayuscula
como X, Y o Z, mientras que los valores que se encuentran dentro de sus
recorridos se denotan por medio de letras minisculas, como X, y o z, respec-
tivamente.

En sentido estricto Rx representa también un espacio muestral y , natural-
mente, pueden definirse probabilidades sobre este espacio, como se mostrara a
continuacion.

Ejemplo 2.1.1 Considérese un lote que contiene 30 microcomputadoras de
los cuales 5 son defectuosas. Si se extraen aleatoriamente y sin reemplazo,
dos microcomputadoras para ser analizadas, entonces el espacio muestral es

S ={NN,ND,DN, DD},

donde N significa que se extrajo una microcomputadora no defectuosa y D
que se extrajo una microcomputadora defectuosa. Si el interés en este experi-
mento se centra en el numero de microcomputadoras defectuosas, entonces se
debe definir a la variable aleatoria X como el nimero de microcomputadoras
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defectuosas obtenidas en las dos extracciones. Los valores en el recorrido de
la variable aleatoria X son:xy =0, x9 = 1, 3 = 2. De manera mdas explicita,

X(NN) = o,
X(ND) = 1,
X(DN) = 1,
X(DD) = 2.

St se define el evento B como: obtener al menos un articulo defectuoso, en-
tonces B = {1,2}. De manera intuitiva se considera que B es equivalente!
al evento A contenido en S, donde A = {ND,DN,DD}. Se infiere que
P(A) = P(B) para eventos equivalentes. Este hecho se establece en la sigu-
iente definicion.

Definicién 2.1.2 (Eventos equivalentes) Considérese una variable aleato-
ria X, definida en un espacio muestral S, con recorrido Rx. Si B es un evento
contenido en Rx, y el evento A que estd contenido en S se define como

A={seS:X(s) =z, yx € B},
entonces A y B se conocen como eventos equivalentes y P(B) = P(A).

Ejemplo 2.1.2 Considérese el experimento aleatorio que consiste en lanzar
una moneda equilibrada 2 veces. El espacio muestral de este experimento es
S ={CC,CX,XC, XX}, donde C significa que se obtuvo cara y X que se
obtuvo cruz. Ahora, sea'Y la variable aleatoria que cuenta el nimero de caras
en los dos lanzamientos, entonces Ry = {0,1,2}. Si B es el evento: obtener
menos de dos caras, entonces B = {0,1}. El evento equivalente a B en el
espacio muestral S es A = {CX,XC,XX}. De acuerdo con la definicion
2.1.2,

P(B) = P(A),
P(CX) + P(XC)+ P(XX),

A~ w

Definicién 2.1.3 (Variables aleatorias discretas) Una variable aleato-
ria X se conoce como discreta si su recorrido Rx es un conjunto finito o
infinito numerable.

1Obsérvese que A v B no son conjuntos iguales, ya que no son subconjuntos de un
mismo conjunto.
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Ejemplo 2.1.3 (Caso finito) Considérese que se lanza un dado normal
(seis caras y no sesgado) dos veces y que X es la variable aleatoria que se
define como la suma de puntos obtenidos en los dos lanzamientos. En este
caso el recorrido de la variable aleatoria X consta de todos los valores enteros
que van desde 2 hasta 12; por lo tanto, la variable aleatoria X es una vartable
aleatoria discreta.

Ejemplo 2.1.4 (Caso infinito numerable) Supdngase que se lanza una
moneda normal (con cara y cruz) de manera repetida hasta obtener la primer
cara, entonces el espacio muestral es

{C,XC,XXC,XXXC,..}

donde C significa que se obtuvo cara y X que se obtuvo cruz. Si se define
la variable aleatoria Y como aquella que cuenta el numero de lanzamientos
hasta obtener la primera cara, entonces Ry = {1,2,...}. En este caso la
variable aleatoria Ry toma un numero infinito numerable de valores.

Definicién 2.1.4 (Variables aleatorias continuas) Una variable aleato-
ria X se define como continua si Rx contiene tantos puntos como puntos
hay en el intervalo (0,1) en los reales.

Ejemplo 2.1.5 (Caso continuo) Considérese el experimento aleatorio que
consiste en determinar el tiempo que tarda una bombilla eléctrica en fallar
(dejar de funcionar). En este experimento el interés radica en medir el tiempo
T, con cierto grado de precision, que tarda el dispositivo en fallar a partir
de que se ha puesto en funcionamiento por primera vez. FEl tiempo que se
obtenga caerd dentro de cierto intervalo, en los reales, y dado que dentro de
este intervalo existen tantos puntos como en el intervalo (0,1) contenido en
R, entonces T es una variable aleatoria continua.

Las variables aleatorias continuas surgen generalmente de procesos de medi-
cién; mientras que las variables aleatorias discretas surgen de procesos de
conteo.

2.1.1. Funcion de masa de probabilidad
Supdngase que el recorrido de una variable aleatoria discreta X es
RX = {{L‘l,xg, .. }

Cada uno de los valores del recorrido tiene asociado una probabilidad, dicho
de otra manera, la variable aleatoria X puede tomar cada valor x; de su
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recorrido con cierta pobabilidad.
Notacién: La probabilidad de que una variable aleatoria discreta X pueda
tomar el valor particular x; € Rx se denota por: P(X = ;).

Ejemplo 2.1.6 Considérese una vez mas el ejemplo 2.1.1. Como se men-
ciono anteriormente, se cuenta con un lote de 30 microcomputadoras de las
cuales 5 son defectuosas; ademds, se extraen sin reemplazo una tras otra dos
microcomputadoras. La variable aleatoria X que cuenta el numero de mi-
crocomputadoras defectuosas en las 2 extracciones puede tomar los valores
x=0,1,2 ; es decir, Rx = {0,1,2}. Debido a que las dos extracciones son
sin reemplazo,

Definicién 2.1.5 (Funcién de masa de probabilidad) SiX es una vari-
able aleatoria discreta cuyo recorrido es Rx = {x1,xs,...}, se conoce como
funcion de probabilidad, funcion de masa de probabilidad o funcion de dis-
tribucion de probabilidad, a la funcion que asocia a cada punto x; € Rx
el valor P(X = x;). La funcion de probabilidad se representa como f(zx).
En general, f(x) serd la funcion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta X si:

1. f(x) >0, para todo x € Rx.

2. > fl@)=1

TERX
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La suma en el punto 2 toma todos los valores en el recorrido de X . De manera

més explicita, si Ry = {x1, s, ..., ,}, entonces la condicién 2 representa:
n
D fla) =) fla) =1 (2.2)
r€ERx =1

Si Ry tiene infinitos elementos, entonces la condicion 2 representa:

D S@) = flw)=1. (2.3)

TERX

Ejemplo 2.1.7 Para el ejemplo 2.1.6 determinese la funcion de probabilidad
para la variable aleatoria X .

Solucidén: Se construird una tabla para representar los valores de Rx y las
probabilidades que les asigna f(x).

x |0 1 2
ls & =

Tabla 2.1: Funcién de probabilidad

Se observa en la tabla 2.1 que las dos condiciones de la definicion 2.1.5 se
satisfacen.

Ejemplo 2.1.8 Se lanza una moneda equilibrada dos veces. Determinese la
funcion de probabilidad para la variable aleatoria X que cuenta el nimero de
caras en los dos lanzamientos.

Solucién: El recorrido de la variable aleatoria X es Rx = {0, 1,2}. Como
los lanzamientos son independientes y la moneda es no sesgada,

~
—
—_
~—r
Il
e,
B
I
[a—
N~—
I
el A N

La funcién de probabilidad re representa en la tabla 2.2
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NI
= DN

T H 0
fl)
Tabla 2.2: Funcién de probabilidad

Definicién 2.1.6 (Funcién de densidad de probabilidad) Se dice que
f(z) es la funcion de densidad de probabilidad o simplemente la funcion de
densidad de la variable aleatoria continua X, si la probabilidad del evento
a < X < b esta determinada por

b
Pla< X <b) = / f(z)dx, para todo —oo < a <b < oo, (2.4)

donde la funcion f(x) satisface las siguientes condiciones.

1.  f(x)>0, —oo<uz<oo.
2. h f(z)dx = 1.

La probabilidad del evento X = a es cero, ya que si a = b, entonces

P(X =a)= /a f(z)dz = 0. (2.5)

Por lo anterior, para las variables aleatorias continuas, es posible reemplazar
los signos > y < por > y < sin que se afecte el resultado; es decir,

Pla<X<b)=Pa<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b). (26)
+

Ejemplo 2.1.9 a) Determine+ si la funcion f(z) que se define a contin-
uacion representa una funcion de densidad para alguna variable continua X .
b) Calcular la probabilidad de que X se encuentre entre -1 y 1.

2e % 1 >0,
ro={

en otro caso.

Solucion:
a) Como la funcién f(x) es positiva para toda x, entonces f(z) satisface
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la condicién 1 de la definicion 2.1.6 . Para concluir, se verificara la condicion

2.
[ s = [ s [,

_ /_ () + /0 (2672)dx,

— [,

_ —21‘00_
= e 0 =1.

La funcién f(z) satisface las condiciones 1 y 2; por lo tanto, es una funcién
de densidad de probabilidad.

b) De acuerdo con la definicién 2.1.6

1
P-1<X<1l) =

[

f
0 1
d d
fa)do + / f(x)de,
= /(Qe_Qx)daz,
0

_ 72;;:‘1_ =2
= e Ofl e

= 0.86

(2)d,

Ejemplo 2.1.10 Para la siguiente funcion:

[ kY, 0<y<2,
9(y) = { 0, en otro caso.

a) Determinese el valor de k, de manera que f(x) sea una funcion de den-
stdad para alguna variable aleatoria Y .

b) Calcilese la probabilidad P(0 <Y < 1).

Solucién:
a) Se utilizard la condicién 2 de la definicién 2.1.6 para hallar el valor de
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k.

De la ultima ecuacion se obtiene, k = 411'

b) De la definicién 2.1.6

PO<Y <1) = /0 g(y)dy—/o (yzg)dy,

ey
BRTEA T

Interpretaciones Graficas para f(x)

Si f(z) es la funcién de densidad para una variable aleatoria continua
X, entonces es posible representarla graficamente en el plano cartesiano,
haciendo y = f(z). En la figura 2.2 se representan las caracteristicas generales
de la gréfica, las cuales se obtienen a partir de su definicion.

A f(x)

Figura 2.2: Grafica de la funcién de densidad f(x)

Propiedades graficas de la funcién de densidad f(x).
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1. f(x) > 0. Implica que la curva no cae por debajo del eje x.

2. Pa< X <) = f:f(x)dx = AA. Corresponde al area bajo la curva
entre los puntos a y b.

3. A= ffooo f(x)dx = 1. El drea total bajo la curva es 1.

2.1.2. Funcion de distribucién acumulativa

Para el calculo de probabilidades, ya sea para una distribucién discreta
o continua, resulta méas practico utilizar lo que se conoce como funciéon de
distribucion acumulativa. De hecho, existen tablas para las funciones de dis-
tribucion acumulativas que se presentan de manera mas frecuente al modelar
experimetos aleatorios. Las tablas de las distribuciones se presentan en el
apéndice E y se utilizaran en el capitulo 3.

Definicién 2.1.7 (Funcién de distribucién acumulativa) La funcion de
distribucion acumulativa, funcion de distribucion acumulada o simplemente
funcion de distribucion de una variable aleatoria (discreta o continua) X se
define como:

F(z) = P(X < x). (2.7)
De manera mds explicita:
Caso discreto:
F(zr)=P(X <) :Zf(t), para  — 00 < x < 00, (2.8)
t<z

donde f(z) es la funcion de probabilidad de la variable aleatoria discreta X.
La suma toma todos los valores t € Rx que satisfacen la relacion t < x.

Caso continuo:

F(z)=P(X <z)= /_96 f®)dt, para —oo <z <00, (2.9)

donde f(x) es la funcion de densidad de la variable aleatoria continua X.

Ejemplos: Caso discreto
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Ejemplo 2.1.11 Considérese el ejemplo 2.1.7. Determine la funcion de dis-
tribucion acumulada para la variable aleatoria X que cuenta el nimero de
microcomputadoras defectuosas.

Para el ejemplo al que se hace referencia, la funcion de probabilidad se rep-
resento mediante la tabla:

T H 1
fo) | & &

Aplicando el caso discreto de la definicion 2.1.7

qlg <=
|l\::l\D

[ed]

7

0, x <0,
60
= 0<zr<l1
— 877 — ’
F(z) = B, 1<z<2,
1, x> 2.

La grifica de F(x) se muestra en la figura 2.3

F(x)
10

08
06
04 -

02

-4 -2 2 4

Figura 2.3: Funcion de distribucién acumulada para el nimero de microcom-
putadoras defectuosas

Ejemplo 2.1.12 Considérese el ejemplo 2.1.8. Determine la funcion de dis-
tribucion acumulda para la variable aleatoria X que cuenta el numero de
caras en dos lanzamientos de una moneda.

Para el ejemplo al que se hace referencia, la funcion de probabilidad se rep-
resento mediante la tabla:

L )
DN

N =
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De acuerdo con la definicion 2.1.7

0, x <0,
x 0<zr<1
Flz)=4¢ ¥ - ’
1 1 S T < 2,
1, x> 2.
A continuacion se muestra la grdfica.
F(x)
l.Oj
0.8:*
0.6:*
0.4:*
O.ZI*

Figura 2.4: Funcién de distribucién acumulada para el niimero de caras en
el lanzamiento de una moneda

Ahora considérese que se conoce la funcion de distribucion acumulada
y se requiere calcular la probabilidad del evento X = 1 mediante F(z). El
procedimiento es el siguiente,

FQ) = f(0)+f(1),

por la tanto,

En general, si X es una variable aleatoria discreta cuyo recorrido consta de los
nimeros xi,xs,...,T,, en dicho orden, entonces su funcion de distribucion



Probabilidad y Estadistica 65

acumulada se determina por,

O’ T < 7,

f(xl)a T S T < Tq,

F(z) = [fl@)+ f(z2), a2 <w <,
\ 17 Xz Z xn

Si se conoce F'(z) y se desea calcular la probabilidad de un punto o de
un intervalo, por ejemplo, f(x;) = P(X = x;), entonces

Si se requiere hallar la probabilidad de un intervalo, por ejemplo, P(X > x;),
entonces

P(X>uz;) = 1-P(X <),

Ejemplo 2.1.13 Considérese el experimento que consiste en lanzar un dado
normal (de 6 caras y equilibrado) 2 veces. Si X es la variable aleatoria que
determina el total en los dos lanzamientos:

a) halle la funcion de distribucion acumulada,

b) usando la funcion de distribucion acumulada determine P(X = T7) y
P(X >T)

Solucién:
a)El recorrido de la variable aleatoria X es Rx = {2,3...,12}. La dis-
tribucién de probabilidad se representa en la siguiente tabla:

e | 2]3[4]5|6]7|8]9]10][11]12]
F@) |56 156 a6 o Lo o6 [ o6 56 [ 5 [ 56 [ 56 |
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La funcién de distribucién acumulada es

(

=

T < 2,
2<z <3,
3< <4,
4 <x<h,
o< x <06,
6<xr<T,
7T<zx<8§,
8<r <9,
9 <x <10,
10 < x < 11,
11 <x < 12,
x> 12.

ElE882 | SR SE R 58 28 o3 e~

—w

\
La grafica de la funcion se muestra a continuacién,

F(x)

10 —

08

06

04r

02

I I I
5 10 15

Figura 2.5: Funcién de distribuciéon acumulada para el total en dos lanza-
mientos de un dado

b) Célculo de las probabilidades requeridas:

P(X=T7) = F(7)—F(6),
21 15 6
36 36 36
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PX>T7) = 1-P(X<T),

= 1-F(7),
B 21 15
N 36 36

Ejemplos: Caso continuo

Ejemplo 2.1.14 Considérese la variable aleatoria continua X definida en
el ejemplo 2.1.9. Determine la funcion de distribucion acumulada para la
variable aleatoria X .

Solucidn: La funcién de densidad estd dada por,

) = { 2e% x>0,

0, en otro caso.

De acuerdo con la definicién 2.1.7,

i) Six <0, entonces f(z) =0, y por lo tanto,
F(x) :/ f(t)dt = 0.
ii) Si z >0, entonces f(z) = 2¢72*, luego

o) = [ s [ i

_ 2\ gy 2|7
= /0 (2e7)dt = — e,
= 1—e.

La funcién de distribucion acumulada es

0, x <0,
F(:z:):{ 1—e 2 x> 0.

La siguiente figura muestra la grafica de F'(x).
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F(x)

08

06

041

02

. . . Loy
2 _2 2 4 6 8

Figura 2.6: Funcion de distribuciéon acumulada

Interpretaciones Graficas para F(x)

Si F(z) es la funcién de distribucién acumulada para la variable aleatoria
continua X, de manera andloga a como se interpreté f(x), es posible repre-
sentar graficamente en el plano cartesiano a y = F'(x), mediante una curva
tal como se muestra en la figura 2.7.

Figura 2.7: Curva de densidad de probabilidad

De la definicién de la funcion de distribucién acumulada se obtienen las
siguientes propiedades generales de la curva:

a) Como F(z) = [*_ f(u)du, entonces F(z) es una funcién mondtona-
mente creciente.

b) Mmoo F(z) = lim, o [* f(z)dz = 0.

¢) Hmy oo F(z) = lmy oo [* f(u)du = [T flu)du = 1.
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Si se conoce la funcién de distribucién acumulada F'(x), entonces es posible
hallar la probabilidad de un intervalo (a,b) cualquiera, como se muestra a
continuacion.

F(a) = Px<a)= /a f(u)du,
-
F(b) = P(X <b) :/ f(u)du.

luego,

F(b) - Fa) = /;f(u)du— |t

:/:ﬂmm+l%@M—/;ﬂwm

- / f(u)du,
Pla < X <b).

Pla< X <b)=F(b) — F(a) (2.10)

Una relacién fundamental entre f(x) y F(x) se obtiene al aplicar el teo-
rema fundamental del célculo a la definicién de F'(x), como se mostrara a
continuacion.

@) = ([ s,
es decir,

d

= - (F(2)) = F(x). (2.11)

/()

Ejemplo 2.1.15 Considérese la variable aleatoria continua Y definida en el
ejemplo 2.1.10.

a) Determine la funcion de distribucion acumulada para la variable aleato-
ria Y .

b) Por medio de la funcion de distribucion acumulada calcule P(0 <Y <

1).
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Solucion:
a)La funcién de probabilidad para la variable aleatoria Y estd dada por,

1,3
_ 3y 0<y <2,
9(y) { 0, en otro caso.

De acuerdo con la definicién 2.1.7,

i) Siy <0, entonces g(y) =0, y por lo tanto,

Y

Gly) = / g(t)dt = 0.

ii) Si0 <y <2, entonces g(y) = 35°, luego

Y

4
— 07

14
167

iii) S y > 2, entonces g(y) = 0, por lo tanto,

6w = [ swars [owas [,

—00

::AZmﬁ5K§ﬂ%

Lo
= gtle=1

Por lo tanto, la funcién de distribucién acumulada esta determinada por,

0, y <0,
Gly) =4 ', 0<y<2,
L y=>2.

La siguiente figura muestra la gréfica de G(Y').  b) Célculo de la proba-
bilidad requerida.

PO<Y <1) = G(1)—G(0) = G(1),
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G(y)
01

08
06
04

021

L L L Ly
-2 -1 1 2 3 4

Figura 2.8: Funcién de distribuciéon acumulada

Cambio de Variables

Teorema 2.1.1 (Cambio de variable-caso discreto) Sea X una variable
aleatoria discreta cuya funcion de probabilidad es f(x). Supongase que la
variable aleatoria Y se define en términos de X mediante Y = ¢(X), donde
para cada valor de X le corresponde un unico valor de Y e inversamente
(a cada valor de Y le corresponde un tnico valor de X), de manera que es
posible determinar X = ¥(Y). Entonces la funcion de probabilidad de Y
estd determinada por,

9(y) = f((y)). (2.12)

Demostracion: Dado que a cada valor de y le corresponde un tnico valor
de x y también viceversa, si x = ¥(y) entonces los eventos X =z y Y =y
son equivalentes, luego

gly) = P(Y =y) = P(¢(X) =y) = P(X = ¢(y)) = [(¢(y). B (213)

Ejemplo 2.1.16 Considérese una variable aleatoria discreta X, cuya fun-
cion de probabilidad estd dada por,

() :{ 2(3)", x=1,2,3... (2.14)

0, en otro caso.
a) Verifiquese que f(z) sea una funcion de probabilidad.

b) Determinese la funcion de probabilidad para la variable aleatoria Y =
4X — 1.
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Solucion:

a) Todas las probabilidades asignadas por la ecuacién 2.14 son positivas,
por lo tanto, la propiedad 1 de la definicién 2.1.5 se satisface. Ain queda por
verificar que la suma de las probabilidades es igual a 1.

if(x) - 2%(%)
_ 2(1:2(;)”51),
— 2(%(%)1—1>

Se agregd y resté un 1 para identificar a la suma con la serie geométrica, para

la cual se conoce que
> 1
T _ 2.15
; e (2.15)

La convergencia de la suma esta condicionada a que |r| < 1. Para el ejemplo
que se esta tratando, r = %, de manera que

gf(x) - 2<i (%)_1>

()
= 2(3/2 —31) =1.

b) Célculo de g(y) para la variable aleatoria ¥ = 4X — 1.
Se observa que Y es una funcion que satisface las condiciones del teorema an-
terior (es una funcién biyectiva). Los valores en los recorridos de las variables
aleatorias estan relacionados por medio de las funciones,

y=4dz—1=¢(x)
de donde se sigue que,
1
z =7y +1)=9(),

de manera que,

9y) = f((y)

1 i(?ﬁrl)
gly) = 2(5) , y=3,7,11,...
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Teorema 2.1.2 (Cambio de variable-caso continuo) Sea X una vari-
able aleatoria continua con funcion de densidad f(x), donde f(x) > 0 para
algin intervalo, a < x < b. Si'Y = ¢(X) es una funcion de X estricta-
mente mondtona(creciente o decreciente) y y = ¢(x) es derivable para toda
x. Entonces la funcion de densidad de probabilidad de Y estd determinada
por,

gildyl = f(x)|dx|, (2.16)
oy) = f@) j—y = F@)Y @) (2.17)

Demostracién: Considérese el caso en que y = ¢(x) es una funcién mondtona
creciente; es decir, y se incrementa a medida que x se incrementa, como se
muestra en la figura 2.9. De acuerdo con la definicién 2.1.2,

Figura 2.9: Gréfica de una funcién mondtonamente creciente, y = ¢(x).

P(y1<Y<y2) = P($1<X<33’2),
= f(z)dz,

1

= [T rww) )y, (2.18)

At

La ecuacion 2.18 se obtuvo como resultado del teorema del cambio de vari-
ables que se estudia en cursos de célculo. Por otro lado, desarrollando el lado
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izquierdo de la ecuaciéon 2.18 se obtiene,

Y

P <Y <u) = | f0u)e @)y, (2.19)

Y1

/ oy = [ ) @)y (2.20)

Y1

La tultima ecuacion puede expresarse como,

/ " o) — FQ () dy) du = 0. (2.21)

Y1

La ecuacién 2.21 se cumple para todo valor de y; y ys si y solo si,

l9(y) — f(o(y)Y' (y)dy] = 0, (2.22)

luego
9(y) = fFw)Y'(y). 1

El caso de una funcion mondtona decreciente se deja como ejercicio al
lector.

Ejemplo 2.1.17 Considérese la variable aleatoria X que se describio en el
ejemplo 2.1.9. S§1 'Y es otra variable aleatoria definida como, ¥ = 4X — 1,
hallar la funcion de densidad de la variable aleatoria 'Y .

Solucion: La funcion de densidad de la variable aleatoria X esta dada por,

2e % >0,

ﬂ@:{m z <0.

Los valores de las variables aleatorias X y Y se relacionan por medio de las
funciones,

Yy = 4.%—12(b(33'),
1

o= Jly+)=9)
Derivando la tltima ecuacion se obtiene,
1
/ ——
Vi) =

De acuerdo con el teorema anterior se concluye que

9(y) = fW)IV (),
— 9 25(+1) (1/4),
_ 1 tem

> 0.
5 y Y
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Calculo del recorrido de g(y).
Dado que g(x) > 0, para > 0, entonces g(y) serd diferente de cero para
toda = = 9(y) > 0, de manera que

z > 0,
ly) > 0,
—(y+1) > 0,
y+1 > 0,
y > —1.
Finalmente,
1,—5(y+1) _
_ ) ze2 , y > —1,
9(y) { 0 y<—1

La gréafica de la funcién de densidad se muestra en la figura 2.10

gly)
101

08

—4 -2 2 4 6 8

y

Figura 2.10: Gréfica de la funcién de densidad g(y).

Teorema 2.1.3 Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad
f(z), y sea Y = X?, entonces la variable aleatoria Y tiene una funcion
de densidad dada por

1

= m(f(\/@) + F(=V)). (2.23)

9(y)

Demostracion: Para este caso no es aplicable el teorema anterior, ya que
para cualquier z # 0 la funcién ¢(x) = z? asigna el mismo valor a z y a
—x. Por lo anterior, se procedera de la siguiente manera: Se determinara la
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funcién de distribucién acumulada G(y), posteriormente se calculard G'(y)
lo que es igual a g(y), de acuerdo con la ecuacién 2.11.

Gly) = P
- P

= F

9y) = G'(y),
= I(

Ejemplo 2.1.18 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f(x)
definida por
e’ ", x>0,

ﬂw:{o, z <0,

Si una nueva variable aleatoria se define comoY = X2, determine la funcion
de densidad g(y) de esta variable aleatoria.

Solucion: De acuerdo con el teorema anterior, para toda y > 0 se tiene que

9ly) =

1
ZEGW@+fF¢@%

(V)
N

Por lo anterior,

ef\/y
o) =4 w5 470
0, y <0.

La gréfica de la funcién ¢(y) se muestra en la figura 2.11
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aCy)
10

08
06
04

02

. , . ; y
-4 -2 2 4 6

Figura 2.11: Gréfica de la funcién de densidad g(y).

Para dar por terminada esta seccién considérese la siguiente situacion:
Supongase que se tiene una variable aleatoria X cuya funcién de densidad
es conocida, y que se desea calcular la funcién de densidad de una variable
aleatoria Z que puede expresarse como Z = aX?, siendo a una constante.
Lo recomendable es determinar la funcién de densidad g(y) de la variable
aleatoria Y = X2, de acuerdo con el teorema 2.1.3 y posteriormente, hallar la
funcién de densidad h(z) de la variable aleatoria Z, observando que Z = aY
satisface las condiciones del teorema 2.1.2.

Ejemplo 2.1.19 Considérese que el radio de una esfera es una variable
aleatoria continua y supongase que su funcion de densidad estd determinada

por
_f6r(l—r), O0<r<l,
fr) = { 0, en otro caso.

Determine la funcion de densidad para el drea de la superficie que limita a
la esfera.

Solucién: La variable aleatoria S (drea) esta definida por la funcién S =
4w R?. Se comenzara por hallar g(y), donde Y = X?. De acuerdo con el
teorema 2.1.3 se obtiene,

1

gly) = m(f(\/?)ﬂﬂf(—\/@),
F(\VY)
2\/§ ’
6/y(1—\/y)
2\/§ ’
— 3(1— ).
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Por lo anterior,

0, en otro caso.

g(y):{:su—\/y), 0<y<1,

Ahora considérese que S = 47Y . Las relaciones entre los valores de Ry y Rg
son:

s = Admwy = ¢(y),
s
Yy = 55~ U(s).

P(s) = —. (2.24)
Aplicando el teorema 2.1.2 se concluye que,

h(s) = g(¥(s)¥'(s),

4
3 S
= —(1—4/— 4.
47T( 47-(-)’ 0<s<A4dr

g(y)z{ (1= /5), 0<s<dnm

0, en otro caso.

Finalmente,

2.2. Valor esperado de una variable aleatoria
(discreta o continua)

El valor esperado de una variable aleatoria es una de las cantidades mas
importantes que se estudian en probabilidad y estadistica. La media de una
variable aleatoria constituye una medida de tendencia central; es decir, los
valores en Ry tienden a concentrarse alrededor de la media. El teorema de
Chebyshev, que se estudiara en el capitulo 3, permitird dar una interpretacion
mas precisa de este hecho.

Definicién 2.2.1 (Valor esperado de una variable aleatoria) Si X es
una variable aleatoria (discreta o continua) se define la esperanza, el valor
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esperado o la media de la variable aleatoria X como:

Caso discreto:

uw=FEX)= Z zf(x), donde f(z) es la funcion de probabilidad de X.
TERX
(2.25)
La suma anterior se toma sobre todos los valores x en el recorrido de la
variable aleatoria X.
Si Rx consta de un nimero finito de valores, {1, xs,...,x,}, entonces

B(X)=> x:if(z:). (2.26)
i=1
Si Rx consta de un nidmero infinito de valores, {1, s, ...}, entonces

E(X) = szf(%) (2.27)

Caso continuo:

pw=EX)= / zf(x)dx, donde f(x) es la funcion de densidad de X.
B (2.28)
La media existird si la suma o la integral (segin corresponda) converge ab-

solutamente; es decir, si al sustituir x por |x| en las ecuaciones 2.25 o 2.28
la suma o la integral correspondiente converge.

Ejemplo 2.2.1 (Caso discreto-finito) Suponga que una variable aleato-
ria discreta X tiene funcion de probabilidad descrita en la siguiente tabla.
z |0 1 2
o8 & =

Determine el valor esperado de la variable aleatoria X .

Solucion: Ry contiene un nimero finito de valores, de acuerdo con la defini-
cion 2.2.1,

25 2 29

B(X) = Y aaf () = 0(g2) + 1(50) +2(55) = -



R0 Ricardo Ceballos Sebastian

Ejemplo 2.2.2 (Caso discreto-infinito) Considérese la variable aleatoria
X del ejemplo 2.1.16, cuya funcion de probabilidad estd dada por

f(a:)z{ 2(3)", *=1,2,3...

0, en otro caso.
Determine el valor esperado de la variable aleatoria X .
Solucioén: De acuerdo con la definicion 2.2.1,

B(X) =S af(z) =2 Za;(%yc.

=1
Hasta aqui lo que se quiere mostrar es el sentido de la definicién. El resultado
de este ejercicio se desarrollard en la seccién 2.4

Ejemplo 2.2.3 (Caso continuo) Considéres una variable aleatoria con-
tinua X cuya funcion de densidad esta definida por

e’ x>0,
0, z < 0.

fz) =

Determine el valor esperado de X .

Solucion: A partir de la definicién 2.2.1,

) = [ swe= [ e [T s,

= /000 f(z)dz = /OOO e “dx,

Mediante el método de integracién por partes se obtiene,
u=x= du=dx

dv=e"%de,=>v=—e"
bl )

/udv:uv—/vdu.

EX) = /0 e "dx,

= —gxe” go + /°° e “dx,
0

~ly

= e “(z+ 1)’

De manera que,

— |00
- ¢ ‘0’

=1.

= — e

0
e
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Teoremas sobre la media

Teorema 2.2.1 (Media de una funcién) Sea X una variable aleatoria (disc-
reta o continua), si se define una sequnda variable aleatoria Y = ¢(X), en-
tonces

Caso discreto:

E[Y]= E[p(X)] =Y é(x)f(x), (2.29)

La suma anterior se toma sobre todos los valores x en el recorrido de la
variable aleatoria X.
Si Rx consta de un nimero finito de valores, {x1,xs,...,2,}, entonces

E(X) = Z o (i) f (). (2.30)

B(X) = o) f(z:) (2.31)

donde f(x) es la funcion de probabilidad de la variable aleatoria X .

Caso continuo:

EIY) = Elp(X)] = | ola)f(e)da, 232
donde f(z) es la funcion de densidad de la variable aleatoria X .

Demostracion: Se presentara un bosquejo de la demostracién para el caso
discreto. La demostracién del caso continuo queda fuera de los objetivos de
este trabajo.

Considérese una variable aleatoria X discreta cuyo recorrido sea finito, dig-
amos, Ry = {z1,x9,...2,} y sea Ry = {y1,¥2,...ym} €l recorrido de Y. Si
(X)) es uno a uno y sobre; es decir, a cada valor de X le corresponde un solo
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valor de Y y también viceversa, entonces m = n, ademas, de acuerdo con el
teorema 2.18 g(y) = f(¥(y)), luego

= _wig(y) = Y owi) f(). (2.33)

Ahora supdngase que ¢(X) no es uno a uno y sobre; es decir, m < n. Para
simplificar, supéngase que para todo 1 <i < n—2, ¢(x;) = y; y que ¢(x,_1) =
é(xn) = Yn_1, como se muestra en la siguiente tabla.

X H ry ... Tp—2 Tp—1 Tn
y=0@) [y - Yooz Yoot Y

Para este caso,
9(y;) = f(z;) para 1<i<n-—1,

9(Yn—1) = [ (@) + [ (2n),

por lo tanto,

E(Y) = i yig(yi)a

= Zyz yz + Yn— 19( 1)

=1

= Zyz i) T Yno1 (f(wn1) + f(20)),
— Zy’ )+ Yno1 f(Xn_1) + Yn-1f(zn),

= Z ¢ gjl xz + ¢<£L‘n 1)f($n71) + ¢($n)f(xn)a

Ejemplo 2.2.4 Considérese la variable aleatoria X que cuenta el nimero de
microcomputadoras defectuosas cuando que se extraen sin reemplazo, dos de
ellas de manera aleatoria de un lote que contiene en 30 microcomputadoras,
de las cuales 5 son defectuosas. Si'Y es otra variable aleatoria definida en
términos de X comoY = (3X —1)2, determine el valor esperado de la variable
aleatoria Y .
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Solucion: La funcién de probabilidad de la variable aleatoria X se muestra
en la siguiente tabla:

z |0 1 2
@le & =

De acuerdo con el teorema anterior,

E(Y) = Y o) f(x)
= > Br—1)7f(),

T

60 25 2
=1 4 2

(g7) +4(g-) + 25(5),
LT

29

Ejemplo 2.2.5 Sea X la variable aleatoria que se considero en el ejemplo
2.1.17. Si Y es otra variable aleatoria que se define en términos de X por
Y =4X — 1, hallar el valor esperado de la variable aleatoria Y .

Solucion: La variable aleatoria X tiene funcién de densidad definida por

2e % >0

f(@:{o, r<0.

De acuerdo con el teorema 2.2.1,

BY) = [ o)t
:/fder/gzﬁ

= /0(4x—1) 2y,
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Desarrollando la integral, mediante el método de integracion por partes, se
obtiene

E(X) = 2/ (4 — 1)e *dx,
0
= o Lue— e L [T era
- _5(1:_ )6 ‘0—’_50 € ( l’) )
1 —2x |0 - —2z
= 2(—5(4{17—1)62‘0 +2/0 ede>,
1 —2z —2z =
= 2|—=-M@r—-1)e " —e

= 2 (%(41; -1)+ 1) e

= (4o —-1)+2) e’%‘zo,

= (4z+1) e_%‘go,
= 1.

)
0

N |

0

Y

o)

El teorema 2.2.1 permite calcular la media de la funcién Y = ¢(X), sin
calcular previamente la funcién de densidad de la variable aleatoria Y, como
se precisa de la definicion de la media; sin embargo, la verdadera importancia
de este teorema radica en los teoremas que se estableceran a continuacién y
que permiten calcular la media de funciones con mayor facilidad.

Teorema 2.2.2 Si X es una variable aleatoria con funcion de probabilidad
o de densidad f(x), segin corresponda, y si C' es una constante, entonces

E(C) =C. (2.34)

Demostracion: Se desarrollara la demostracion para una variable aleatoria
discreta X. Para el caso continuo solo se requiere reemplazar sumas por
integrales. De acuerdo con el teorema 2.2.1

E[C)=> Cf(x:)=C) flz)=C. 1

Teorema 2.2.3 Si X es una variable aleatoria con funcion de probabilidad
o de densidad f(x), segin corresponda, y si C es una constante, entonces

E(CX) = CE(X). (2.35)
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Demostracion: De manera analoga al teorema anterior,

E[CX] =) Cuaif(x;) =C> x:if(z:) =CEX). 1}

Teorema 2.2.4 (Media de la suma de variables dependientes) Si X
es una variable aleatoria con funcion de probabilidad o de densidad f(z),
segun corresponda, y st Y es otra variabe aleatoria que depende de X; es
decir, Y =Y (X), entonces

E(X+Y)=EX)+ E(Y). (2.36)

Demostracion: Se demostrara el teorema para una variable aleatoria discre-
ta X. Para el caso continuo solo se requiere reemplazar sumas por integrales.
De acuerdo con el teorema 2.2.1,

ElZ(X)] = Y =(w)f(),

T

= Z(% +vi) f (@),

= lef(x@) + Zyzf(ajl)v
- EEX)+E[Y]- l i

Ejemplo 2.2.6 Considérese el ejemplo 2.2.4. Obtenga la media requerida
haciendo uso de los 3 teoremas anteriores.

Solucién: La variable aleatoria X tiene funcién de probabilidad dada por

z |0 1 2

60 25 2
| & % &

Se requiere calcular el valor esperado de Y = (3x — 1)?, de manera que
desarrollando el binomio se obtiene,

ElY] = E[B3X-1)7,
= E[9X*-6X +1],
= E[9X? + E[-6X] + E[1], teorema 2.2.4,
= 9E[X? —6E[X]+ E[1], teorema 2.2.3,
= 9E[X?] - 6E[X]+1, teorema 2.2.2. (2.37)
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Calculando por separado E[X] y E[X?] se obtiene,

BIX) = Y () = 0(30) +100) +2( ) = .

X = 30 ) =0+ 1) 4 =

Sustituyendo E[X]y F[X?] en la ecuacién 2.37 se obtiene,

33 29 70
1= =2.41
87) 6(87) + 29°
Ejemplo 2.2.7 Sea X la variable aleatoria del ejemplo 2.2.5, si'Y se define
en términos de X por'Y = 4X — 1, calcilese el valor esperado de la vartable

aleatoria Y, ahora utilizando los tres teoremas anteriores.

E[Y] =9E[X?] - 6E[X]+ 1 = 9(

Solucién: La variable aleatoria X tiene funcién de densidad dada por

2e % >0

ﬂw:{a £ <0,

Calculando el valor esperado de Y = 4X — 1, tal como en el caso anterior se
obtiene,

ElY] = E[4X -1)],
= Fl4X]+ [ 1], teorema 2.2.4,
= E[4X] - teorema 2.2.2,
= 4E[X] - 1, teorema 2.2.3, (2.38)

Se calculard E[X].

E[X] = /_Z xf(z) = /OOO(Zx)eQId:L'.

Aplicando el método de integracién por partes se obtiene,

E(X) = (—xe_%‘go%—/o e_%dx),

Sustituyendo F(X) en la ecuacion 2.38 se obtiene,

E(Y)=4(1/2) —1 =1,
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2.3. Varianza de una variable aleatoria (disc-
reta o continua)

Definicién 2.3.1 (Varianza de una variable aleatoria) Si una variable
aleatoria X tiene media | finita, se define la varianza de X como,

Var(X) = E[(X — p)?, (2.39)
de manera mds precisa:
Caso discreto:

Si X es una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad f(x)
y media finita p, se define la varianza de la variable aleatoria X como,

var(X) = 3 (¢ — p?f (@), (2.40)

TERX

siempre y cuando la suma converja absolutamente.

La suma se toma sobre todos los valores x en el recorrido de la variable
aleatoria discreta X.

Si Rx consta de un nimero finito de valores, {1, xs,...,2,}, entonces

var(X) = (w; — p)’ f(2:). (2.41)

=1

Si Rx consta de un nimero infinito de valores, {1, s, ...}, entonces

var(X) = Z(w — )2 f (z;). (2.42)

Caso continuo:

Si X es una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x) y
media finita p, se define la varianza de la variable aleatoria X como,

var(X) = /OO (x — p)?f(x)dz, (2.43)

oo

siempre y cuando la integral converja absolutamente.



88 Ricardo Ceballos Sebastian

Definicién 2.3.2 (Desviacién estandar) La raiz cuadrada positiva de la
varianza se conoce como desviacion estandar y se denota por o; es decir,

o =/Var(X) = VE[X — p)?)]. (2.44)

Obsérvese que 02 = var(X), de hecho, es comtin usar o2 en lugar de var(X)
cuando no existe duda sobre la variable aleatoria a la cual se refiere.

Ejemplo 2.3.1 Determine la varianza y la desviacion estandar de la vari-
able aleatoria X del ejemplo 2.2.6.

Solucién: De acuerdo con los resultados del ejemplo 2.2.6 se tiene que p =
29/87. Nuevamente se requiere de la funcién de probabilidad

z |0 1 2
ls & =

De acuerdo con la definicién 2.3.1

var(X) = 3 (x - p)’f(a),

T

-
87 87 87 87 87 87 )

70

Tﬂ.

Finalmente, la desviacion estandar es,

o= wvar(X) = \/% = 0.5270

Ejemplo 2.3.2 Determine la varianza y la desviacion estdndar de la vari-
able aleatoria X del ejemplo 2.2.7.

Solucién: Esta variable aleatoria tiene media p = 1/2, la cual se deter-
mino en el ejemplo 2.2.7. Su funcién de densidad estd definida como,

2e % >0,

f@:{o, z < 0.
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De acuerdo con la definicién 2.3.1,

var(X) = /: (m - %>2f(:z:)dm.

00 1 2
= 2/0 (x—ﬁ) e 2 dy.

Desarrollando la integral, con el método de integracion por partes, se obtiene

1
X)=-.
var(X) 1
La desviacion estandar es entonces,
1 1
o = —_ = —
4 2

Teoremas sobre la varianza

A continuacion se demostraran un conjunto de teoremas que permiten
obtener la varianza de una variable aleatoria X de manera eficiente.

Teorema 2.3.1 Si X es una variable aleatoria (discreta o continua) con
funcion de probabilidad o de densidad f(x), segin corresponda, entonces

var(X) = E[X?] — u*. (2.45)

Demostracion: A partir de la definiciéon 2.3.1 y aplicando las propiedades
de la esperanza contenidas en los teoremas 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.4 se obtiene en
consecuencia,

var(X) = E[(X —p)7,
= E[X2—2uX+M]
= E[X°]+ E[-2uX] + E[1*),
= B[X?Y - 2uBE[X] + 412,
= E[X?] - 2u + 40,
= BIX"] - i

Teorema 2.3.2 Si X es una variable aleatoria (discreta o continua) con
funcion de probabilidad o de densidad f(x), segin corresponda, y si C' es una
constante, entonces

var[CX] = C*var[X] (2.46)



90 Ricardo Ceballos Sebastian

Demostraciéon: Definase la variable aleatoria Y = C'X y apliquese el teore-
ma 2.3.1

var[CX| = warlY],
= EB[Y?]- B[],
= B[C*X?] - [E(CX)],
= C’B(X?) —[Cu]%,
= CUE(X?) - 1),
= Char(X). |1

Teorema 2.3.3 Si X es una variable aleatoria (discreta o continua) con
funcion de probabilidad o de densidad f(x), segin corresponda, entonces y C
es una constante, entonces

var[X + C] = var|X] (2.47)

Demostracion: Definase la variable aleatoria Y = X + C' y apliquese el
teorema 2.3.1

var[X + C] = warlY],
= BlY?] - B[],
= E[(X+C)?-[EX+C)P.

Finalmente, de las propiedades de la media se concluye que,

var[X + 0] = E[X?+20X +C% — [u+ P,
E(X?) +20u+ C? — [ + 2u + O],
E(X?) +2Cu+ C* — p? — 2uC — C?,
= B(X?) -2

= var(X). |}

Ejemplo 2.3.3 Considérese la variable aleatoria X del ejemplo 2.53.2. De-
termine la varianza usando el teorema 2.5.1.

Solucién: La variable aleatoria tiene funcién de densidad

2e % >0,

f@:{o, z < 0.



Probabilidad y Estadistica 91

De acuerdo con el teorema 2.3.1 se requieren E(X) y E(X?) . Para esta
variable aleatoria la media se calculd en el ejemplo 2.2.2. A continuacién se
calculard E(X?).

B(X?) :tkéxv@mm.

o
o0

= 2/ rle % dx.
0

Desarrollando la integral, mediante el método de integraciéon por partes, se
obtiene

E(X?) = 2/ e ¥ dy.
0

Finalmente, de acuerdo con el teorema 2.3.1 se tiene

mmm:Em%—ﬁ:%—<52:i

La desviacion estandar es entonces,

Ejemplo 2.3.4 Suponga que una variable aleatoria X tiene media pp =0 y
varianza o? = 1. Determine las varianzas correspondientes de las siguientes
funciones.

a) U =3X,
b) V=X4+5,

) W=3X+2.
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Solucioén:
a) var(U) = war(3X),
= 3%ar(X), teorema 2.3.2,
=9.
b) wvar(v) = wvar(X +5),
= var(X),  teorema 2.3.3,
=1.
¢) var(W) = wvar(3X +2),

= var(3X),  teorema 2.3.3,

= (%)2 var(X), teorema 2.3.2,

Otras medidas de tendencia central

Definicién 2.3.3 (La moda) Para una variable aleatoria discreta la moda
es el valor que ocurre con mayor frecuencia. Para una variable aleatoria
continua la moda es el valor para el cual la funcion de densidad tiene un
mazimo local. Es comin que una variable aleatoria, discreta o continua, tenga
varias modas, en tales casos se dice que la funcion es multimodal.

Definicién 2.3.4 (La mediana) La mediana es el valor x para el cual P(X <
x)=1/2 y P(X > z) < 1/2. Para una distribucion continua se cumple que
P(X < z) = P(X > x) = 1/2; es decir, la mediana separa a la curva de
densidad en dos regiones con dreas iguales.

Definicién 2.3.5 (Los percentiles) Si f(z) es la funcion de densidad de
una variable aleatoria continua X, y si P define un porcentaje del drea total
bajo la curva de densidad, entonces el valor xp de la variable aleatoria X que
satisface la ecuacion,

P = /_xp f(z)dx. (2.48)

se conoce como percentil. (ver figura 2.12)

Si el drea se divide en 10 partes iguales, entonces los valores de las 6rde-
nadas se conocen como deciles: xq 19, Zo.20, - - - ; 0.90, de Mmanera que xq 1o es el
primer decil o décimo percentil, (.20 es el segundo decil o vigésimo percentil,
y asi sucesivamente.
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Xp

Figura 2.12: Los perdentiles

2.4. Funcién generadora de momentos de una
variable aleatoria (discreta o continua)

Definicién 2.4.1 (Momentos alrededor de la media) Dada una variable
aleatoria X con media p finita, se define el momento r-ésimo alrededor de la
media como,

wr=FE[(X —p) r=0,1,2,... (2.49)

Si f(x) es la funcion de probabilidad (o de densidad), entonces

Caso discreto:

pe= Y (z—p)flx), r=012... (2.50)

TERX

siempre que la sumatoria converja absolutamente.

La suma se toma sobre todos los valores x en el recorrido de la variable
aleatoria discreta X.

Si Rx consta de un numero finito de valores, {1, xs,...,x,}, entonces

n

pr =Y (@ —p) ), r=0,1,2,.... (2.51)

i=1
Si Rx consta de un nimero infinito de valores, {1, s, ...}, entonces

o0

oy = Z(mz — ) f(x;), r=0,1,2,... (2.52)

=1

Caso continuo:
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i :/_OO (x — p)" f(x)dx, r=0,1,2,... (2.53)

(e 9]

siempre que la integral converja absolutamente.

Obsérvese que los primeros momentos alrededor de la media son:

Ho = 17
H1 = 07
pe = o’

Definicién 2.4.2 (Momentos alrededor del origen) Dada una variable
aleatoria X, el momento r-ésimo alrededor del origen se define como,

W =E[(X"] r=012,... (2.54)
Si f(x) es la funcion de probabilidad (o de densidad) entonces

a) Caso discreto

W = Z 2" f(x), r=0,1,2,... (2.55)

TERX

stempre que la sumatoria converja absolutamente.

Si Rx consta de un nimero finito de valores, {x1,z,...,z,}, entonces
,u;:Z:c;f(:ci), r=0,1,2,.... (2.56)
i=1

Si Rx consta de un nimero infinito de valores, {x1,xs,...}, entonces

,u;:Zx:f(xl), r=0,1,2,... (2.57)
i=1
b) Caso continuo
W = / f(x)z", r=0,1,2,... (2.58)

siempre que la integral converja absolutamente.
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Obsérvese que los primeros mometos alrededor del origen son:

po = 1,
o=
py = BE(X?).

Teorema 2.4.1 Si X es una variable aleatoria con funcion de probabilidad
(o de densidad) f(x), segin corresponda, cuyos momentos alrededor de la
media y alrededor del origen son p,. y (.., respectivamente, entonces

o= 0 () (259

j=0

Demostracion: Considérese la definicién 2.4.1,
pr=E[(X —p)]" r=0,1,2,... (2.60)

El desarrollo de (X — p)" mediante el binomio Newton permite establecer,

(X — ) = 2;—1)]‘ ( ' ) X, (2.61)

Al sustituir la ecuaciéon 2.61 en la ecuacién 2.60 y, ademads, aplicando las
propiedades de la media se obtiene,

pr = E

Ejemplo 2.4.1 Desarrolle la ecuacion 2.59 para r = 2.
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Solucion: La ecuacion 2.59 para r = 2 se expresa como:

po = i(—l)j ( ? )/ﬂué_j,

J=0

2 2 2
- <0>u°u’2—(1>u1u’1+<2)u2u6,

=y — 2ut e+ P
=y — 2" + %,
=y — 4,

Es importante destacar que la tltima ecuacion coincide con el resultado del
teorema 2.3.1. En efecto, us = var(X), py = FE(X?). Al reescribir esta
ecuacién en estos términos se obtiene, var(X) = X? — p2.

Definicién 2.4.3 (Funcién generadora de momentos) La funcién gen-
eradora de momentos de una variable aleatoria X se define como,

Mx(t) = E(e'). (2.62)
Si f(x) es la funcion de probabilidad (o de densidad) entonces

a) Caso discreto

Mx(t) =Y e f(x), (2.63)

T

siempre que la sumatoria converja absolutamente. La suma se toma
sobre todos los valores x en el recorrido de la variable aleatoria discreta
X.

Si Rx consta de un nimero finito de valores, {x1, 2, ..., x,}, entonces
Mx(t)=> e"if(z;), r=01,2,.... (2.64)
i=1

Si Rx consta de un nimero infinito de valores, {x1,xs, ...}, entonces

(e 9]

Mx(t) = e"if(z;), r=01,2,... (2.65)

i=1
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b) Caso continuo

Mx(t) = /00 e f(x)dx, (2.66)

o0

siempre que la integral converja absolutamente.

Teorema 2.4.2 Si X es una variable aleatoria con funcion de probabilidad
(o de densidad) f(x) y si Mx(t) es su funcion generadora de momentos,
entonces 7

— = My(t
g Mx ()

iy

t=0

Demostracion: La demostraciéon que se desarrollard corresponde al caso
continuo. Para el caso discreto se requiere reemplazar las integrales por
sumas.

De acuerdo con la definicién 2.4.3:

Mxt) = [ e flads,

Ahora, tomando la derivada r-ésima de la funcién generadora de momentos
se establece,

dr < d o,
(Mx () = / e () (2.67)
Por otro lado,
d'/‘
%(em) =a"e', (2.68)
de manera que
dT‘
—(2"e™)| =2 (2.69)
dtr -0

Sustituyendo la ecuacion 2.68 en la ecuacién 2.67 y evaluando en ¢ = 0 se
obtiene,

G| = [ wdrsaan
dt t=0 —00 t=0
~ [ o fa,

[T |
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Ejemplo 2.4.2 Considérese la variable aleatoria X que se describio en el

ejemplo 2.2.2.
_f26)r x=1,2,3...
f(z) = { 0. en otro caso.

Hallar la funcion generadora de momentos, la media y la varianza de X.

Solucion: De la definicién 2.4.3
Mx(t) = E[e™],
= D “fl@),
rx=1

La suma puede identificarse con la serie geométrica la cual converge si (Lef) <

3
1. En este caso la suma converge para, 0 <t < In 3, y por lo tanto,

J%ﬂﬂzg(l;gé_1):2(3fé>. (2.70)

Acontinuacion se determinaran los momentos alrededor del origen p} y .
Para hallar el primer momento alrededor del origen se debe calcular la
primera derivada de M (t).

d et
—M = 2
a0 = 2(755),

2(@—aytﬁﬂ—a)7

(3 —et)?
., et _ o2t 1 2
n (3 —et)? ’

6et
(3 —et)?’
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Al evaluar en t = 0 se obtiene,

= Dar)

B _ 6e
lj’l dt

t=0 a (3 —et)?

Para hallar el segundo momento alrededor del origen es necesario calcular la
segunda derivada de Mx(t).

i) = 5 ().

dt?
d 6e!
odt \(3—et)2)’

(3 —e')%e" —2¢'(3 - et>(—et>> 7
Y iizzf;“

6
4

t=0 2

Al evaluar en t = 0 se obtiene,

/ d2

36t +62t
Ho = ﬁMX(t)

= 6 —_—
=0 (3 _ et)3

t=0

Finalmente, la media y la varianza de X son, respectivamente,

o, 3

u—,ul—z
9 3

2 / 2
= —ur=3—--=-.
o o — [ 11

A continuacion y para finalizar este capitulo, se presentan algunos re-
sultados importantes relacionados con la funcién generadora de momentos,
cuyas implicaciones seran de gran utilidad para el desarrollo de los capitulos
4vy5.

Teorema 2.4.3 (Teorema de unicidad) Si X y Y son variables aleato-
rias con funciones generadoras de momentos Mx(t) y My(t), respectiva-
mente, y si ademds, Mx(t) = My (t) para todos los valores de t, entonces X
y Y tienen la misma distribucion de probabilidad.
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La importancia de este teorema radica en que, si se conoce la funciéon gen-
eradora de momentos, la distribucién de probabilidad queda determinada de
manera Unica. Es decir, la funcién generadora de momentos y la funcion de
distribucién de probabilidad (o de densidad) son caracteristicas que definen
de manera tnica a la variable aleatoria X.

Teorema 2.4.4 Si X es una variable aleatoria con funcion generadora de
momentos Mx(t); si ademds, a es una constante, entonces

Cl) Mx+a<t> = eath(t),
b) Max(t) = Mx(at).

Demostracién: A partir de la definicién 2.4.3 se obtiene,

a) MX+a = E (et(X+a)) ,
= e“B(e) = e Mx(t).

b) M,x = BE(e"X)) = Mx(ta). |}



Capitulo 3

Distribuciones de probabilidad
para variables aleatorias
discretas y continuas

En este capitulo se estudian las distribuciones de probabilidad, tanto disc-
retas como continuas, que se presentan con mayor frecuencia en el estudio
de fenémenos aleatorios. El conocimiento de sus propiedades sera de gran
utilidad practica para modelar una amplia gama de fenémenos aleatorios.
Para el calculo de las probabilidades se usaran las tablas estadisticas de las
distribuciones, que se incluyen en el apéndice E.

3.1. Distribuciones de probabilidad para vari-
ables aleatorias discretas

Definicién 3.1.1 (Ensayos de Bernoulli) Siun experimento aleatorio puede
repetirse cuantas veces se necesite y en cada repeticion, o ensayo simple, es
posible seleccionar un evento particular, el cual se busca analizar; cada vez
que el evento seleccionado ocurre, se dice que se obtuvo un éxito. Por otro
lado, si dicho evento no ocurre, se dice que se obtuvo fracaso. Si la probabil-
idad de éxito se mantiene constante de un ensayo a otro y cada repeticion

es indepentiente de las anteriores, entonces cada ensayo o prueba simple se
conoce como prueba o ensayo de Bernoull.

Ejemplo 3.1.1 Considérese el experimento aleatorio que consiste en lanzar
una moneda equilibrada dos veces. Si se define el evento C como obtener
cara, entonces en cada uno de los dos ensayos la probabilidad de este evento

101
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es 1/2, ademdas, cada ensayo es independiente. De acuerdo con la definicion
3.1.1, cada repeticion es un ensayo de Bernoulli.

Ejemplo 3.1.2 Supdngase que se tiene una urna con 5 bolas negras y 7
bolas blancas. Si se extraen aleatoriamente de la urna tres bolas, una tras
otra con reemplazo, y se define el evento N como extraer una bola negra,
entonces en cada extraccion la probabilidad de extraer una bola negra es 5/12,
ademads, cada extraccion es independiente de las anteriores, por lo tanto, cada
extraccién es un ensayo de Bernoullit.

3.1.1. Distribucién geométrica

Definicién 3.1.2 Considérese un experimento aleatorio que consiste en en-
sayos de Bernoulli y sea A el evento que se requiere estudiar y p la probabil-
idad de ocurrencia de A en cada ensayo simple. Si X es la variable aleatoria
que determina el numero del ensayo en el cual ocurre el primer éxito; es de-
cir, la primera ocurrencia del evento A, entonces se dice que X es una vari-
able aleatoria con distribucion geométrica. En general, st X es una vartable
aleatoria con distribucion geométrica, entonces su funcion de probabilidad
estd determinada por,

f@)=PX=2)=q¢"'p, 2=1,2,3,... (3.1)

donde ¢ = 1 — p es la probalidad de fracaso; es decir, que el evento A no
ocurra.

Es conveniente representar a la funcién anterior como g(z;p),

g(x;p) = “p, x=1,2,3,... (3.2)

donde ¢ hace referencia a la distribucién geométrica. Los argumentos de g
son: x, los valores en el recorrido de la variable aleatoria X y p, el parametro
mas importante de esta distribucion. Notese que la variable z se separa del
parametro p por un punto y coma, mientras que cuando la funcién tenga més
de un parametro, éstos se separaran entre si por medio de una coma simple.

Ejemplo 3.1.3 Supongase que se lanzan un par de dados equilibrados repeti-
damente. Si se define el evento A como obtener un total de 7, y si X se de-
fine como la variable aleatoria que determina el nimero del ensayo en el cual

INétese que si las extracciones se realizan sin reemplazo, las extracciones ya no son
independientes y la probabilidad tampoco permanece constante.
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ocurre el primer éxito, entonces X es una variable aleatoria con distribucion
geométrica. El recorrido de la variable aleatoria X consta los valores 1, 2,
3, .... St se requiere hallar la probabilidad de que la variable aleatoria X
tome el valor particular 3; es decir, se busca calcular la probabilidad de que
el primer éxito (se obtenga un total de 7 por primera vez) ocurra en el tercer
lanzamiento, entonces en los dos lanzamientos anteriores debieron obtenerse
fracasos, de manera que,

f(3)=P(X =3) =qqp=¢’p=(5/6)*(1/6),

donde p = 1/6 y q = 5/6 son las probabilidades del éxrito y del fracaso,
respectivamente.

La funcién generadora de momentos

Una vez que se conoce la funcién de probabilidad se calcula la funcion
geradora de momentos y con ésta, la media y la varianza.
De acuerdo con la definicién 2.4.3,

Mx(t) = E(e),

En la dltima ecuacion se ha sumado y restado la unidad, de manera que la
suma se lleve a cabo desde z = 0. Esto permite identificar la suma consid-
erada con la serie geomética, la cual converge si |r| = |ge’| < 1. Lo anterior
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permite obtener,

= ——  0O<t<In(l/q).
" n(1/q)

La media y la varianza

Para hallar la media y la varianza se deben determinar primeros momen-
tos alrededor del origen.
Y

i = (Gono)|

B d pet
N dt1—qet J|,_,

_ pe
(1 - qet)Q t=0 ’
(=g
_ p_1
P op
De manera analoga,
d2
/
H = (_ MX ) )
2 dt? —0
- (@ (@onm))
dt =0
B d
-\t \(1 - qet —o

pe + pge?
( (1 —qget)? )t07
P+pe _ ptpg
(1-gq)? P
1+g¢

.

Finalmente, la media es

=R
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y la varianza

var(X) =y —p’,

1+¢ 1
A
q

Ejemplo 3.1.4 Tres jovenes juegan un disparejo. El juego consiste en que
cada uno de ellos lanza una moneda no sesgada. Ganard el juego quien obten-
ga un resultado diferente al de los otros 2. St los tres obtienen el mismo resul-
tado las monedas se lanzan nuevamente. El afortunado ganador serd quien
invite los cafés. Determine la probabilidad de que se requieran a lo mds 4
lanzamientos.

Solucion: El espacio muestral que corresponde al lanzamiento de 3 monedas
tiene ocho puntos muestrales, todos con la misma probabilidad. El fracaso
en este experimento consistira en obtener 3 caras o tres cruces, mientras que
el éxito se obtiene con cualquier otro resultado. La probabilidad de fracaso
en un lanzamiento de las 3 monedas es 1/4, mientras que la probabilidad
de éxito es 3/4. Ahora definase la variable aleatoria X como aquella que
cuenta el numero de lanzamientos necesarios hasta que se obtiene el primer
éxito. Esta variable aleatoria tiene una distribucion geomética con parametro
p = 3/4. Se busca hallar P(X < 4); por lo tanto,

P(X<4) = 3 gla;3/4),

-2 ()

255
= — = 0.9961.
256

Ejemplo 3.1.5 Se lanzan un par de dados repetidamente.

a) ;Cudl es la probilidad de obtener un 7 por primera vez en el cuarto
lanzamiento?

b) ;Cudl es el nimero minimo de lanzamientos para que la probabilidad
sea mayor a 0.907
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Solucion: Definase la variable aleatoria X como aquella que cuenta el niimero
del lanzamiento de los dos dados en el cual se obtiene el primer 7. Entonces
X es una variable aleatoria con distribucién geométrica. En este caso, la
probabilidad de éxito es 1/6, mientras que la probabilidad de fracaso es 5/6.

a) Se requiere determinar la probabilidad de que X = 4; de manera que,

P(X =4)

= 9(4;1/6),

- (6) ),

125
= 1906 0.0965.

b) En este caso se quiere determinar el valor de n tal que P(X < n) >

0.90.
Se despeja n.

P(X <n)

= > glaip),

La suma anterior se deja como ejercicio al lector.

n

=0
Sustituyendo la ecuacién 3.6 en la 3.5 se obtiene,

N 1 — qn—l-l

1_ n+1
P(X<n) = 7_9(—‘1_1)’
g\ 1—¢q
= 1- qna
Por 1ltimo,
1—q¢" > 0.90,
1-090 > ¢",

q" < 0.10,
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Considerando que el logaritmo es una funcién creciente y que 0 < g < 1, se

obtiene,
In0.10

5

In()

Por 1ltimo, n debe ser un entero mayor que 12, en consecuencia, el menor
entero es 13.

n > = 12.63.

3.1.2. Distribucion binomial

Definicién 3.1.3 (Distribucién Binomial) Considérese un experimento
que consiste en n ensayos de Bernoulli. St X es la variable aleatoria que
determina el numero de éxitos en los n ensayos, entonces X es una variable
aleatoria con distribucion binomial. En general, si X es una variable aleatoria
con distribucion binomial, entonces su funcion de probabilidad estd determi-
nada por

f(#) = P(X =) = ( " )pxq”x, c=123.. . m
donde n es el numero de ensayos de Bernoulli.

Resulta conveniente representar a la funcién de probabilidad para una vari-
able aleatoria X con distribucién binomial como b(x;n,p); es decir,

b(xz;n,p) = ( Z )pxq"I, r=1,2,3,...,n. (3.7)

Es claro que b hace referencia a la distribucién binomial y, n y p son los
parametros representativos de dicha distribucion.

Ejemplo 3.1.6 Supdngase que se lanzan un par de dados equilibrados 5 ve-
ces, y definase el evento éxito como obtener un total de 7. Si X es la variable
aleatoria que determina el niumero de éxitos en los 5 lanzamientos, entonces
X es una variable aleatoria con distribucion binomial. El recorrido de la vari-
able aleatoria X es Rx = {1,2,3,4,5}. Si se requiere hallar la probabilidad de
que X tome el valor particular 3; es decir, se requiere calcular la probabilidad
de obtener 3 éxitos( 3 veces un total de 7) en 5 lanzamiento, entonces

P(X =3)= ( g )p3q5‘3,

donde p =1/6 y q = 5/6 son las probabilidades de ézito y de fracaso, respec-
tiwamente.
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La funcién de distribucién (acumulada)
La funcién de distribucién (acumulada) esté definida por,
n u o n—u
F(m,n,p)—gb(u,n,p)—;(u>pq , —00 < T < 00. (3.8)

La tabla 1 del apéndice E contiene las funciones distribuciones acumuladas
para diversos valores de los parametros n y p.

La funcién generadora de momentos

A continuacion se determinan la funcion generadora de momentos y con
ésta, la media y la varianza.
De acuerdo con la definicion 2.4.3,

MX(t) = E(etX>7

La media y la varianza

A continuacién se calculan los primeros momentos alrededor del origen.

Y

wo= (Fonw)|
= (%(pet+q)”) N

= (np(pe" +9)"'e") |,y

= npp+q" ",
= np.
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De manera analoga,

i = (g00x)

= np+n(n—1)p%

np + n2p2 — np2.

Finalmente, la media es
jo = iy = np. (3.9)
y la varianza
var(X) = ph—p’,
— np+n?p? —np? — n2p?,

= np—np’,
= npq. (3.10)

Ejemplo 3.1.7 De acuerdo con la oficina de emision de licencias para con-
ducir de la ciudad de Westlake, Ohio; el 10 % de los solicitantes no superan la
prueba de manejo. Si 15 personas realizan el examen, ;cudl es la probabilidad
de que mds de 3 de ellas no obtengan su licencia de conducir?

Solucion: Si la variable aleatoria X se define como aquella que determina el
nimero de solicitantes que fallan en la prueba de manejo, entonces X es una
variable aleatoria con distribucién binomial y parametros p = 0.10, n = 15.
Se requiere determinar P(X > 3).

P(X>3) = 1-P(X<3),
= 1_F<3)7

De la tabla 1 del apéndice E se obtiene, F(3) = 0.9444; por lo tanto,
P(X >3) =1 — 0.9444 = 0.0556.
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Ejemplo 3.1.8 Cierto tipo de componente electronico tiene una probabilidad
p=0.20 de pasar con éxito una prueba de durabilidad. Si 20 componentes
electronicos seleccionados aleatoriamente son sometidos a la prueba,

a) determine la probabilidad de que al menos la mitad supere la prueba

b) determine el nimero esperado y la varianza para el nimero de compo-
nentes electronicos que superan la prueba.

Solucion: La variable aleatoria X que cuenta el nimero de componentes que
superan la prueba tiene una distribuciéon binomial con pardmetros p =0.20 y
n =20.

a) Se requiere determinar P(X > 10), de modo que
P(X>10) = 1-P(X <10),
= 1-P(X<9),
1— F(9).
De la tabla 1 del apéndice E se obtiene, F'(9) = 0.9944, de manera que,

P(X >10) =1—0.9994 = 0.0006.

b) La media y la varianza para una distribucién binomial son:
pw = np=20(0.20) = 4.0,
o® = npq=20(0.20)(0.80) = 3.2.

3.1.3. Distribuciones hipergeométricas y de Poisson

Definicién 3.1.4 (Distribucién Hipergeométrica) Considérese que se tiene
un lote con N articulos, los cuales pueden ser clasificados en dos grupos, de
acuerdo con cierta propiedad (o cardcteristica) definida, de tal manera que
k de dichos articulos poseen la propiedad y N — k no la poseen. Supongase
que se extraen de manera aleatoria y sin remplazo n articulos del lote. Si el
articulo extraido del lote posee la propiedad definida, se dice que se obtuvo
un éxito, en caso contrario se dice que se obtuvo fracaso. Si X es la variable
aleatoria que determina el numero de €xitos en las n extracciones, entonces
X es una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica. En general, si
X es una variable aleatoria con distribucion hipergeométrica, donde n < k,
entonces su funcion de probabilidad esta definida por,

k N —k
f(z)=P(X =2) = (“"><n—m )

()

para x =0,1,2,3,...,n.
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Los parametros que aparecen en la distribucion hipergeméotrica se conocen
como:

N : Tamano de la poblacion.

k : Numero de éxitos en la poblacion.

n: Tamano de la muestra.

Resulta conveniente representar a la funcién de probabilidad para una
variable aleatoria X con distribucién hipergeométrica como h(x; N, n, k); es
decir,

() ()
x n—x
h(z; N,n, k) = ,
N
()
La letra h hace referencia a la distribucién hipergeométrica y, N, n y k
son los parametros representativos de la distribucion.

La tabla 3 del apéndice E contiene las funciones distribucién (acumuladas)
para diversos valores de los parametros.

para x =0,1,2,3,...,n.  (3.11)

Ejemplo 3.1.9 Considérese que una urna contiene 10 bolas blancas y 15
bolas negras. Si se extraen de la urna una tras otra y sin reemplazo 3 bolas,
y st X determina el niumero de bolas negras extraidas, entonces X es una
variable aleatoria con distribucion hipergeométrica. En este ejemplo, N = 25,
k =10 y n = 3. El recorrido de la variable aleatoria X es Rx = {0,1,2,3}.
La funcion de probabilidad esta determinada por,

() (")

T 3—x

fl)=P(X =2) = 15 , +=0,1,2,3. (3.12)

(%)

Ejemplo 3.1.10 Considérese un lote de 50 microcomputadoras de las cuales
10 son defectuosas. Supongase que se extraen sin reemplazo 5 microcomputa-
doras. Si X es la variable aleatoria que cuenta el nimero de microcomputa-
doras defectuosas en la muestra, entonces X es una variable aleatoria con

distribucion hipergeométrica, cuya funcion de probabilidad estd determinada
por,

T 5—x

f(x):P(X:x):<10>< 40) r=0,1,2,3,4,5.  (3.13)

(5)
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La media y la varianza

En este caso, la funcién de probabilidad no facilita el calculo de la funcién
generadora de momentos, de manera que, para esta distribucién se proced-
erda a determinar la media y la varianza de la variable aleatoria X mediante
las definiciones basicas.

La media
De acuerdo con la definicién 2.2.1

po= > xf(x),
= be(x;N,n, k),
=0
k N —k
u T n—zx
= Z xr s
=0 N
()
dado que el primer término de la sumatoria es nulo,

k\ [ N—k
po= zn:x<x><nx ) (3.14)

=)

Ahora considérese la siguiente propiedad de la combinatoria:

(v)=5(na) 315

La propiedad anterior permite establecer:

()=
(1)-2(00)
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Sustituyendo las ecuaciones 3.16 y 3.17 en la ecuacion 3.14 se obtiene,

(o))

ﬂ_;x E(N—]-> )

we (A2 (=)

= . (3.18)

8 |

Ahora cambiese el indice de la suma x por y = x — 1. Con este cambio la
ecuaciéon 3.18 se transforma en,

- n_;i(’uW(%%%”).

(Vo))

Los términos que aparecen en la sumatoria de la ecuacion 3.19 corresponden
a una distribucién hipergeométrica con parametros:

Tamarno de la poblacién: N' = N — 1,

Tamano de la muestra: n’ =n — 1,

Numero de éxitos en la poblacién: &' = k — 1.

Por lo tanto,

(3.19)

S (3.20)

La varianza
Para calcular la varianza considérese la siguiente propiedad:

of = B(X?) - E*(X),
= B(X?) - B*(X) + E(X) — E(X),
= E(X?)-E(X)-E*X)+E(X),
= B(X’-X)+ E(X) - E*(X),
= B(X(X —1)+p—p (3.21)
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Puesto que ya se conoce la media de la variable aleatoria X, para obtener la
varianza solo falta calcular el primer término en la ecuaciéon 3.21.
De acuerdo con el teorema 2.2.1

E(X(X-1) = Y a(e—1)f(),

x
n

= > a(z—1)b(x; N,n, k),

=0

RO

=

como los términos primero y segundo de la suma son nulos, entonces

Y ( “{z ) ( ilv:xk ) (3.22)

E(X(X-1) = > az(z—1)
Sy

Aplicando recursivamente la propiedad de la combinatoria expresada en
la ecuacién 3.15 se obtiene,

()= G=) () (3.23)

De la propiedad anterior se sigue,

(2)- ) =) () a2
()= E=) () (3.25)

Sustituyendo las ecuaciones 3.24 y 3.25 en la ecuacién 3.22 se obtiene,

sy - Sy [2EC) ()

o’ (%) (5= ( 5—_22 ) |

gl o

n—2



Probabilidad y Estadistica 115

Cambiando el indice z de la suma por y = = — 2, la ecuacién 3.26 se
transforma en,

k—2 (N—-2)—(k—2)
n—2
n(n —1)k(k —1) y (n—2)—y

EX(X-1) =

(X( ) N(N -1) s N —2

n—2

Los términos que aparecen en la sumatoria de la ecuacion anterior correspon-
den a una distribucién hipergeométrica con pardmetros:
Tamano de la poblacién: N’ = N — 2,
Tamano de la muestra: n” =n — 2,

Numero de éxitos en la poblacion: £/ = k — 2.
Por lo tanto,

B(X(X - 1)) = “Z&%@ﬁ;”ﬁim%N—zn—zk—m,

n(n_l)k<k_1) - RN/
N(N_l) Zh(y7N7n7k)7

n(n—1)k(k —1) gy
N(N-1)

(3.27)

Sustituyendo las ecuaciones 3.20 y 3.27 en la ecuacién 3.21 se obtiene,

o _ nn—Dk(k—-1) nk n’’
T T NWN-1 N N

Realizando el algebra se obtiene,

9 N —n k k
oo () () () o
Ejemplo 3.1.11 Una compania utiliza un sistema de control para la aceptacion
de los articulos producidos antes de ser embarcados. Se preparan cajas de 15
articulos para embarques y se selecciona una muestra de 3 para verificar si
tienen algun articulo defectuoso. Si se encuentra un articulo defectuoso, en-
tonces la caja entera se regresa para verificarla al 100 %. Si no se encuentran

articulos defectosos, entonces la caja se embarca. ;Cudl es la probabilidad de
que se embarque una caja que contiene 2 articulos defectuosos?




116 Ricardo Ceballos Sebastian

Solucidn: Si la variable aleatoria X cuenta el nimero de articulos defectu-
0sos en la muestra, entonces X tiene una distribucién hipergeométrica con
pardmetros N = 15, k = 2, n = 3. Se requiere calcular P(X = 0), ya que solo
en el caso de no encontrar articulos defectuosos en la muestra, el embarque
de la caja procederia. Por lo anterior,

= 0.6286.

Ejemplo 3.1.12 Un wviajero ha colocado en cada uno de tres frascos idénti-
cos 6 pildoras de narcoticos y 10 de vitaminas, las cuales son en apariencia
tdénticas. ;Cudl es la probabilidad de que el viajero sea arrestado por posesion
ilegal de drogas si,

a) el agente de aduanas revisa una muestra de 3 pildoras de un solo frasco?

b) el agente toma muestras de 3 pildoras en 2 de los tres frascos?

Solucién:

a) La variable aleatoria X que cuenta el nimero de narcéticos en la mues-
tra tiene una distribucién hipergeométrica con parametros N = 16, n = 3,
k = 6. Se requiere la probabilidad de que al menos un narcético aparezca en
la muestra.

P(X>1) = 1-P(X=0),
= 1—h(0;20,3,6),

3
1-~— 2,
16
3
14’

11
= — =0.7857.
14

= 1—
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b) Para cada uno de los tres frascos la probabilidad de obtener al menos
una pildora de narcotico en una muestra aleatoria de tamano 3 es una con-
stante. Si Y es la variable aleatoria que cuenta el nimero de éxitos (obtener
al menos un narcético en la muestra) en 2 ensayos, la variable aleatoria Y
tiene distribucion binomial con parametros n = 2, p =0.7857. El viajero
sera arrestado si Y > 1; es decir, si se obtiene al menos un éxito en los 2
ensayos; por lo tanto,

PY>1) = 1-P(Y =0),
= 1—b(0;2,0.7857),

p
= 1—(0)1906127
2
o (3Y
14

187

196
= 0.9541.

Distribucion de Poisson

La distribucion de Poisson surge del proceso que lleva el mismo nombre y
es de gran utilidad para modelar eventos que ocurren en un determinado in-
tervalo de tiempo o en una regién determinada. El pardmetro mas importante
para una variable aleatoria con distribucién de Poisson es la media, como se
mostrard mas adelante. A continuacion se define el proceso de Poisson y en
el apéndice B se muestra la deduccion de la funciéon de probabilidad.

Proceso de Poisson

Las tres propiedades que definen el proceso de Poisson y que se enuncian
a continuacion, estan descritas en términos de un tiempo especifico; sin em-
bargo, en todas las propiedades es posible reemplazar tiempo especifico por
espacio especifico(longitud, area, volumen) y los enunciados siguen siendo
validos.
Propiedades que definen el proceso de Poisson.

1. Los eventos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son indepen-
dientes.

2. La probabilidad de que un evento sencillo ocurra en un intervalo de
tiempo pequeno es proporcional a la longitud del intervalo.
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3. La probabilidad de que mas de un evento sencillo ocurra en un intervalo
pequeno de tiempo es despreciable.

Definicién 3.1.5 (Distribucién de Poisson) Una variable aleatoria X que
surge del proceso de Poisson se conoce como variable aleatoria con distribu-
cion de Poisson y su funcion de probabilidad estd definida por,

e*)\t()\t)x

p(z;At) = —

. r=0,1,2,... (3.29)

La tabla 2 del apéndice E contiene las funciones de distribucion para diversos
valores de la media.

La funcién generadora de momentos

A continuacién se calcula la funcién generadora de momentos y con ésta,
la media y la varianza. De acuerdo con la definicion 2.4.3,

Mx(u) = E(e"),

o0

= ) e“p(; M),

x=0
I Y]
— xl

_ ey

x!
=0
o ulx
_ —/\t§ : [Ate"]
= e —
=0 €T
— ef)\te[)\te ]7
_ e)\t(e —l)’

= exp[At(e” —1)].
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La media y la varianza

A continuacién se determinan los primeros momentos alrededor del origen.

D)

_ i 6)\t(e“ —1)
du we0

— e)\t(e”fl) [/\teu] ’u

= At

)
u=0

)l

=07

De manera analoga,

S8

2
’

(M)

(
- (@ (@),
( g (e”(eu‘l)()\te“))>
d

= M— [At(e*—1)+u]
du”

0
= AteMETDT N (e) 4 1]
= MM+ 1).

|~ Bl &

QU

u=0

Finalmente, la media es
=y = At. (3.30)

y la varianza
o’ = py—p?
= MM+ 1) — (M),
= M. (3.31)

La media es el parametro mas importante en una distribucion de Poisson.
Es conveniente reescribir la funcién de probabilidad para una distribucién de
Poisson en términos de la media.

e Hu®

plz;p) = — r=0,1,2,... (3.32)
x!

Ejemplo 3.1.13 Las llamadas telefonicas que entran a un centro de aten-
cion a clientes tiene una distribucion de Poisson con una media de 3 llamadas
por minuto. Determine la probabilidad de que en un minuto cualquiera,
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a) No se reciba llamada alguna.
b) Se reciba al menos una llamada.

b) Se reciban mds de tres llamadas.

Solucién: Los datos necesarios para resolver este problema pueden consul-
tarse en la tabla 2.

a) Se debe calcular P(X = 0), para una distribucién de Poisson con
pardmetro p = 3 llamadas por minuto.

P(X =0) = p(0;3),
= F(0),
= 0.0498.

b) Se requiere determinar P(X > 1). Este evento es el complemento del
evento determinado en el inciso a), asi que

P(X>1) = 1-P(X =0),
— 1-0.0498,
— 0.9502.

c¢) Por ltimo, se necesita calcular P(X > 3).

P(X>3) = 1-P(X <3),

= 1-F(3),
= 1-0.6472,
0.3528.

Ejemplo 3.1.14 Un pequeno productor de alimentos produce 15 unidades
de un jamon especial cada mes. Si el producto no se vende dentro de un mes,
debe descartarse. Supdngase que la demanda (pequena) X del producto, es
una variable aleatoria distribuida de Poisson con pardmetro 9. Si se obtiene
una utilidad de 1000 pesos en cada unidad vendida, mientras que ocurre una
pérdida de 300 pesos en cada unidad que debe ser descartada. Calculese la
utilidad esperada que el productor puede obtener en un mes con 15 unidades
producidas.

Solucion: La utilidad es una funcién de la variable aleatoria X cuya dis-

tribucion es de Poisson. La utilidad se define como:

Ux) = { 100X 30005~ X), 0 =0.12...,15,
1 0, en otro caso.
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El valor esperado de la variable aleatoria U es,

E(U) = ) u(x)f(x),

=0

15

= ) (13002 — 4500)p(x; 9),

=0
= 6,814.00 pesos.

3.1.4. Aproximacion entre las distribuciones binomial
y de Poisson

La forma de la funcién de probabilidad para una distribuciéon binomial
resulta dificil de evaluar cuando n, el niimero de ensayos, es muy grande; sin
embargo, cuando n es muy grande y p es pequena, de manera que la media np
permanece constante, es posible evaluar una distribuciéon binomial mediante
una distribucién de Poisson. A continuacion se demuestra por qué es posible
hacer esta aproximacion.

Para comenzar considérese una variable aleatoria X con distribucion bi-
nomial; es decir, su funcién de probabilidad esta dada por,

b(x;n7p):<;?/)pan_x7 x:071727"'7n'

Desarrollando la combinatoria y sustituyendo el pardmetro p = £ se obtiene,

n' r NnN—x
b(z;n,p) = mpq )

e A G A

 2l(n—2)!n® n ’

nn—1)...(n—(x+1))(n—x)! p* [\
- zl(n —z)! n® (1 ) ’

z! ne

S N N (L

z! n n n n

_ nn—1)...(n—(z+ 1)) pu* (1_E>n—x7




122 Ricardo Ceballos Sebastian

Tomando el limite cuando n tiende a infinito, p tiende a cero, y x y u per-
manecen constantes se obtiene

Ji vz = £t [ = S (120 (1) )

(3.33)
Considerando el limite del producto por separado,
1 r+1
1i 1—=)...(1— =1 3.34
i [0 1) 0- ) (3.34)
lfm (1 - ﬁ) = [h’m (1 - ﬁ)r ~1. (3.35)
n—00 n n—00 n
n B _n M
lfm (1—3) — lim (1—5) “] ,
n—o00 n n—oo | n
B _n7 —HK
1 g
n— 00 —=
i 1
= e M (3.36)

Sustituyendo las ecuaciones 3.34, 3.35 y 3.36 en la ecuacién 3.33 se concluye,

, e tfu®
lim b(z;n,p) = — = plz;p), ©=0,1,2...n. (3.37)
x!

n—oo

Ejemplo 3.1.15 Considérese que se lanzan un par de dados 200 veces. Definase
como éxito al evento que ocurre cuando se obtiene un total de 7. Determine la
probabilidad de obtener 40 sietes, usando la distribucion binomuial y mediante

la aproximacion de Poisson a la binomaial.

Solucion: Si X es la variable aleatoria que cuenta el nimero de 7 en los 200
lanzamientos, entonces X es una variable aleatoria con distribuciéon binomial,
cuyos parametros son: n = 200y p = % =0.17. Su funcién de probabilidad es

b(xz;n,p) = ( Z )pxq"_x, x=1,2,3,...,100.

La probabilidad de obtener 40 sietes en los 200 lanzamientos se expresa me-
diante,

P(z =40) = b(40;200,0.17),

_ ( 2400 ) (0.17)%(0.83) 6",
0.

0382
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De acuerdo con la aproximacion de Poisson a la binomial,

b(40;200,0.17) ~ p(40;34),
6734(34)40

40! 7
~ 0.0381.

Aunque los programas de cémputo actuales permiten calcular los dos
valores, es claro que el segundo proceso requiere de mucho menos recursos,
y en esto radica la importancia de la aproximacién de la binomial mediante
una distribucién de Poisson.

3.2. Distribuciones de probabilidad para vari-
ables aleatorias continuas

En esta seccién se presentaran las distribuciones continuas, sus propiedades
y sus aplicaciones, mismas que seran relevantes para el desarrollo del capitulo
5 de este curso.

3.2.1. Distribucion exponencial y gama
Distribucién Exponencial

Definicién 3.2.1 (Distribucién exponencial) Una variable aleatoria con-
tinua X tiene distribucion exponencial st para algin o > 0, su funcion de
densidad estd definida por,

{ ae” Y six >0, (3.38)

0, st x < 0.

La funcién de distribucién acumulada

La funcion de distribucién acumulada para la distribucion exponencial se
determina a continuacion.
De acuerdo con la definicién 2.1.7,

F(z)=P(X <z)= /m f(u)du.
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a) Si z < 0, entonces F(u)=0.
b) Si z > 0, entonces

F(x) = /ae_o‘“du,
0

X
= a/ e “du,
0

07
Flz) = 1—e.

—au

= —e

Por lo anterior,

1—e ™ siz >0,
Flz) = { 0, si z < 0. (3.39)

A continuacién se calcularan la media y la varianza mediante la funcion
generadora de momentos.

La funciéon generadora de momentos

Mx(t) = E(etx),
= [ s

[e.e]

o
= / eXae % dx,
0

= a/ e~ @92 dy [la integral converge si a — ¢ > 0],
0

o0
«

= — e
a—t

—(a—t)x

Primer momento alrededor del origen

i - (5G5)

(o —1)?

1
o= 3.41
My o ( )

)
t=0

)
t=0
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Segundo momento alrededor del origen

= (=G
- (@ (@)

2x
(v —1)?
2

9

t=0

)
t=0

La media

La media corresponde al primer momento alrededor del origen,

p=—. (3.43)

«

La varianza

Como se demostré en el capitulo 1, la varianza es

o =y —
2 1
T2 o
: - L (3.44)
g = 052' .

Ejemplo 3.2.1 Un tipo de fusible tiene una duracion T distribuida expo-
nencialmente, con media igual a 700 dias. Determine la probabilidad de que
un determinado fusible tenga una duracion mayor a su media.

Solucién: La variable aleatoria continua 7' tiene una distribuciéon exponen-
cial, de manera que su funcién de distribuciéon acumulada es,

1—e 0!, sit>0,
F(t)_{o, sit <0.

Se quiere determinar P(7" > 700); de modo que,
P(T >700) = 1— P(T < 700),

= 1— F(700),
= 1-(1—e),
= 6_17

= 0.3678.
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Notese que este resultado es de un caracter mucho mas general; es decir, el
resultado no depende de la media particular.

Ejemplo 3.2.2 Supongase que la duracion de un componente electronico
es una variable aleatoria continua T con una distribucion exponencial. Fl
proceso de fabricacion garantiza una duracion esperada de 100 horas (esto
es, el pardmetro o = 10071 ). Suponiendo que el proceso de produccion tiene
un costo de 1000 pesos si el dispositivo dura mds de 150 horas, mientras que
st el dispositivo dura menos de 150 horas, se agrega una pérdida de 500 pesos
en contra del fabricante. ;Cudl es el costo esperado de produccion por cada
componente electronico?

Solucion: Sea C' la variable aleatoria que determina el costo por fusible,

entonces:
1000, si T > 150,

c(T) = { 1500, si T < 150.

Ademas, la funcion de distribucién acumulada es

1—e w0, sit>0,
F(t)_{ 0, sit <0.

Ahora se requiere calcular el valor esperado del costo por unidad producida.

se) - [ 0,

oo
150

= 1500 [  f(t)dt+1000 [ f(t)dt,
0 150
— 1000P(T > 150) + 1500P(T < 150),

= 1000(1 — P(T < 150)) + 1500(P(T < 150)),
= 1000(1 — F(150)) + 1500F(150),

— 1000 + 500£(150),

= 1000 + 500(1 — e 100,

— 1000 + 500(1 — e 2),

= 1388.43 pesos.

La distribuciéon Gama

Antes de comenzar con un desarrollo de la distribucién gama, serd nece-
sario hacer una discusién breve de la funcién gama, la cual tiene diversas
aplicaciones en muchas ramas de las matematicas.
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Definicién 3.2.2 (La funcién Gama) Sip es un nimero real positivo, la
funcion gama, denotada por I', se define mediante la integral impropia

L(p) = /000 P e " dx. (3.45)

Puede demostrarse que la integral converge para todo p > 0.
Mediante el método de integracién por partes se obtiene la siguiente
propiedad, conocida como férmula recursiva

I'(p)=(—DI'(p-1). (3.46)

Para un entero n, la aplicacién sucesiva de la féormula recursiva permite
establecer

F'n)=(n-1)(n-2)...I'(1), (3.47)
ademads,
r() = /OO e Tdz = 1. (3.48)
Sustituyendo la ecuacién 3.48 en 1a03.47 se obtiene
I'(n)=(n—-1)! (3.49)
A continuacién se prueba la siguiente propiedad,
['(1/2) = /. (3.50)

De acuerdo con la definicién de la funcién gama (definicién 3.2.2),

r(1/2) - /Oo ey

o

Mediante el cambio de variable, x =

u2
2
a2 = /0 r 2e " dx,

I

S S
3

D
o

=

donde

2 T
I = “2du=4/—.
/O 5 du \E

La integral anterior se desarrolla en el apéndice C.1.
Finalmente,

T(1/2) = V7.



128 Ricardo Ceballos Sebastian

Definicién 3.2.3 (La distribucién gama) Una variable aleatoria contin-
ua X tiene distribucion gama si parar >0 y o > 0, su funcion de densidad
de probabilidad puede expresarse como,

O;« (axy—le—az’ >0
f(z) :{ 0" =0 (3.51)

En la figura 3.1 se muestran las graficas que corresponden a la distribucién
gama para « = 1/2 y valores de r = 1,2,3,4. Se observa que para r =
1 la distribucién gama se reduce a una distribuciéon exponencial; en otras
palabras, la distribucion exponencial corresponde a una distribucién gama
con parametro r = 1. En la siguiente seccién se discute el significado de este
parametro.

f(x)

Figura 3.1: Distribuciéon Gama

Funciéon generadora de momentos para una variable aleatoria con
distribucién Gama

A continuacion se determina la funcién generadora de momentos para
una variable aleatoria X con distribucion gama.

Mx(t) = E(e),
« > r—1 —ax tx
= — ax) e *edx,
w0 ),
_ o - r—1_—(a—t)z
= oax e dz.
w0,
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Haciendo 8 = oo — t se obtiene,

Mx(t) = % /Ooo(a:v)r_le_ﬂzdx.

La integral converge si § = a —t > 0; es decir, si t < a. Mediante el cambio
de variables y = [x se obtiene,

QT' oo
Mx(t) = Loy
€0 = i [ v
g
Finalmente,
&7’
Mx(t) = a1 t < a. (3.52)

Primer momento alrededor del origen

i = (i)

ra’”
(. —t)rtt

)
t=0

Y

t=0

(3.53)

r
o

Segundo momento alrededor del origen

- (5(c)
- (35

r(r+1)a”
(Oé _ t>r+2
)

Hy = = (3.54)

Y

t=0

)

t=0

Y

t=0
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La media

La media corresponde al primer momento alrededor del origen.

r
= —. 3.55
p= (3.55)
La varianza
Como se demostré en el capitulo 1, la varianza esta dada por,
o? = py— i,
or(r+1) 7
B a? a?’
ot = L (3.56)
= = :

La distribucién acumulada de una variable aleatoria con distribu-
cion Gama y su relacion con la distribucién de Poisson

A continuacién se determina la funcién de distribucién acumulada para
una variable aleatoria X con distribucién TI'.
Siz <0, F(x) = 0; por otro lado, para z > 0,

Flz) = P(X <),

= 1-P(X > a),
g
- 1- r—1 —y ]
/m 1—\(7,,) (ay) € Y,
= 1-1,

donde

*
J = r—1_—ay )
/x F(?") (Oéy) e dy

Mediante el cambio de variable u = ay, se obtiene du = ady, luego la integral
se transforma en,

* 1
[ — = a1 7ud
/ch ot C
o[>~
— T ud
T(r) / e

1 /°° o
= u" e "du.
L(r) J,
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Si se hace p = ax y se considera que r es un entero, entonces

I = ;'/oO u" e du.
(r—=1"J,

Esta integral se desarrolla en el apéndice C.2, el resultado es

r—1

_ 1 > r—1_—u _ e_u(ﬂ)k

k=0

Finalmente,

F(z) = 1- Z _e‘“(u)’“’

k!
k=0
r—1
= 1-) PY=k), (3.57)
k=0

donde Y es una variable aleatoria de Poisson con media p = ax.
El hecho de que la funcién de distribucién acumulada de una variable aleato-
ria con distribucién gama, pueda calcularse mediante la distribuciéon acumu-
lada de una variable aleatoria con distribucién de Poisson no es una casuali-
dad, como se demostrard a continuacién.
Sea X una variable aleatoria que surge del proceso de Poisson; es decir, X
mide el nimero de ocurrencias de un evento en un intervalo de tiempo fijo
(0,t) y satisface todas las hipétesis que el proceso de Poisson requiere. La
funcién de probabilidad estd determinada por p(z;at), donde « es el valor
esperado de eventos que ocurren en el intervalo fijo de tiempo t. Si se fija
el nimero de los eventos que ocurren, por decir k, y se define la variable
aleatoria 1" como el tiempo necesario para que k eventos ocurran, entonces
la funciéon de distribucién acumulada de la variable aleatoria T" esta definida
por,

H(t)=P(T<t)=1-P(T >1t),

Si k eventos ocurren en el tiempo T < ¢, entonces en T' > t ocurren menos de
k eventos. Esta probabilidad se calcula mediante la distribucion de Poisson
como se muestra en seguida.

G(t) = P(T > t),
P(X < k),

— 1-P(X<k-1),

k—1
= 1-) pla;at),
=0

1—
1 —
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El caso mas sencillo se observa cuando k£ = 0. En este supuesto, la prob-
abilidad de que ningiin evento ocurra en (0,t) estd determinada por;

p(0;at) = e .

Si se define la variable aleatoria T' como aquella que mide el tiempo necesario
para que un evento ocurra, entonces su funcién de distribucién acumulada
esta determinada por,

Gt) = P(T<?)

= 1-P(T >1),
= 1-P(X<0),
= 1—e
Derivando G(t) se obtiene,
g(t) = G'(b),
= ac™™ z>0.

Por lo que T" es una variable distribuida exponencialmente.

Ejemplo 3.2.3 Supongase que las llamadas telefonicas que entran a un con-
mutador en particular, siguen el proceso de Poisson con un promedio de 6
llamadas por minuto. ;Cudl es la probabilidad de que pase hasta un minuto
antes de que entren 4 llamadas?

Solucidén: Se define la variable aleatoria T como el tiempo necesario para
que ocurran 4 eventos. T" tiene una distribuciéon gama con parametros r = 4
y a = 6 y se requiere calcular F'(1) = P(T < 1). De acuerdo con la ecuacion
3.57,

F(1) = 1—Z€]€(F),

Ejemplo 3.2.4 (La distribucién x?) Una distribucién de gran interés en
la estadistica se obtiene al sustituir los pardmetros « = 1/2 yr =n/2 (donde
n es un entero positivo), en la distribucion gama descrita por la ecuacion
3.51. La familia de funciones que se obtienen corresponden a variables aleato-
rias cuya distribucion se conoce como chi-cuadrado (x?).
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a) Determine la funcion de densidad para una variable Z con distribucion

X2

b) Determine la media, la varianza y la funcion generadora de momentos

de la variable aleatoria Z .

Solucién:
a) Considérese la ecuacion 3.51

@ r—1_—ax
_ m(ax) e x>0
f(@) { 0, xz < 0.

Sustituyendo av = 1/2, r =n/2 y & = z en la ecuacién anterior se obtiene,

1 Z\n/2—1 oz
1) = srm7m) (5) e z>0
1 %
_ n/2—1_ -2
—2”/2F(n/2)z e 2, z>0.

De manera més precisa, se dice que una variable aleatoria Z tiene distribu-
cién x? con n grados de libertad si su funcién de densidad de probabilidad
estd definida por,

1 -z 0
_ | e ez,  z>
1) { 0, z < 0.

n/2—1

(3.58)

En la figura 3.2 se muestran las graficas de f(z) paran = 1,23, y en la tabla
5 del apéndice E se determinan las funciones de distribucién acumuladas para
diversos valores de n.

b) Dado que la distribucién chi-cuadrado es un caso particular de la dis-
tribucién gama, cuya media y varianza estan definidas por las ecuaciones
3.55 y 3.56, entonces

o= n, (3.59)
o? = 2n, (3.60)
My(t) W (3.61)

En la tabla 5 del apéndice E se muestran los valores cuantiles X;Q;a (para
diferentes valores del pardmetro n) los cuales deben interpretarse como:

/ f(z (3.62)

Como se muestra en la figura 3.3.
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f(z)

Figura 3.2: Distribucién x?

Xo

Figura 3.3: Valores cuantiles de y?

3.2.2. La distribucion normal

Definicién 3.2.4 (La distribucién normal) Una variable aleatoria con-
tinua X tiene distribucion normal si para dos nimeros reales | y o, con
o >0, su funcion de densidad puede expresarse como

1 _ew?
f(z) = et , —00<x <. (3.63)
2mo

A continuacién se verificara que la integral de f(z) sobre todo el dominio es
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igual a la unidad.

1= [t
<

_(@—w)?
= / e 202 dx,
2n0 J_oo

T—
o

1 o2
1 = —/ e 2dz,
V2T o
2 o2
= — e 2dz,
\/277/0

2
= \/jle.
T

La integral denotada como I se desarrolla en el apéndice C.1.
Ahora sera necesario hacer un analisis de las propiedades de la funcién de
densidad para tener un conocimiento general de su comportamiento.
Maximos y minimos
Derivando f(x) e igualando a cero se obtiene,

Mediante el cambio de variable, z =

, se obtiene, dxr = odz, manera que

f(x) = —%(a: — ) f(x) =0.

De la ecuacién anterior se concluye que f(z) tiene un punto critico en = p.
Calculando la segunda derivada y evaluando en este punto se comprueba
que se trata de un maximo (ya que la concavidad es negativa). En efecto, la
segunda derivada puede expresarse de manera conveniente como,

() = _f@) (_(:v —n? 1) '

o2

Puntos de inflexion
Igualando a cero la ecuacion anterior se encuentra que la gréafica tiene sus
puntos de inflexibnen x = p+oy x =p—o.
Simetria
Otra caracteristica de f(z) es la simetria respecto a la recta x = p; es decir,
para todo € > 0, f(z +¢€) = f(z —¢).
Asintota
Por 1ltimo,
lim f(z)= lim f(z)=0,

T—00 T—r—00
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de manera que la recta y = 0 constituye una asintota.

En la figura 3.4 se muestra la gréfica de f(x) para los valores de p = 0y
o = 1. La distribucién se conoce como distribuciéon normal estandar y se

denota por N(0, 1).

f(x)

Figura 3.4: Distribuciéon normal estandar

Funcién generadora de momentos

De acuerdo con la definicién 2.4.3,

Mx(t)

De aqui en adelante el procedimiento consistira en extraer de la integral los
términos que no dependen de la variable x. En el proceso se requerird de
completar un trinomio cuadrado perfecto, como se muestra a continuacion.

tx
E(e™),
1 * (@-w?
e 27 edx,

2n0 J_o

1 & (z—p)?
e 502 (.
2n0 J_o
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exp {_% (( —p)? 20%:6-)] 7

= exp |:_ﬁ (.7}'2 - 2,LLZ1}' + ,LL2 - 2U2t.f1f):| ,
W 1
2 2

Sea o = u + 0%t , entonces

(x — p)? ,u2 1
- _ 2
exp {t:c ~ oo } = exp <— 202) exp [— 52 (2* - 20@)} :

Para completar el trinomio cuadrado perfecto se debe sumar y restar o?.

5 2
— 1
exp [m — %} = exp (—%) exp {_ﬁ (2 — 20 + o® — 042)} :
i 1
= exp <_ﬁ> exrp {—@ ((x — a)2 _ az)} 7
—p? + a? 1 )
= eap| —5 5 ) exp —@(JJ—O() .

Mediante el cambio de variable z = =% se obtiene, dr = odz y la integral se
transforma en

2 2 0
-+« 1 22
ust) = e (L) [ et

B —M2+042
= e\ T )

Finalmente, sustituyendo o = p + 0®t se obtiene

1
Mx(t) = exp (ut + 502252) . (3.64)

La media y la varianza

A continuacién se calculan los primeros momentos alrededor del origen.
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Primer momento alrededor del origen

t=0

. (W i+ )+ )

)
t=0

(M )i+ ot )|t:0’
= L

Segundo momento alrededor del origen

i = (i (o)),
= (5 s+ )

= (M) (p+02) + Mx(t)(0?)]
= IUQ =+ 02.

La media

La media corresponde al primer momento alrededor del origen, de manera
que,
EX)=u (3.65)

La varianza

var(X) =y — i,
= o’ (3.66)

En general, una variable aleatoria distribuida normalmente con media p
y varianza o2 se denota por N (u,0?).

3.2.3. Estandarizacion y calculo de probabilidades uti-
lizando las tablas normales

En la figura 3.5 se muestran las graficas de las funciones de densidad para
tres valores diferentes de las varianzas. Puede observarse que una varianza
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menor tiene un maximo mas pronunciado; es decir, la curva se vuelve mas
aguda. Las integrales que involucran a una distribucién normal se vuelven

f(x)

=

Figura 3.5: Distribuciones normales con media p y varianzas diferentes

complejas y, de hecho, se puede demostrar que no existe una funcién analitica
para la funcion de distribucion acumulada. Debido a este inconveniente y te-
niendo en cuenta la importancia que esta distribucién representa para la
estadistica, se vuelve prioritario contar con tablas de las funciones de dis-
tribucion acumulada para determinar las probabilidades en las que interviene
dicha distribucion. En principio se requieren tantas tablas como parejas de
numeros permitidos p y o existan. Afortunadamente, esto no sera necesario
y, como se mostrara a continuacién, bastara con la tabla que nos proporcione
los valores de la funcién de distribucién acumulada de la distribucién normal
estandar, para calcular las probabilidades de cualquier distribuciéon normal.
Supéngase que X es una variable aleatoria con distribucién normal N (i, o%).
Si se define la variable aleatoria Z como

gk (3.67)

o

entonces la variable aleatoria Z tiene media 0 y varianza 1. Las variables que
se definen de esta manera se conocen como variables aleatorias estandarizadas.
Todas las variables estandarizadas tienen media cero y varianza 1.
La funcién de densidad de una variable aleatoria estandarizada, depende de
la funcién de densidad de la variable aleatoria X. A continuacién se determi-
nara la funcién de densidad de la variable aleatoria Z, considerando que, en
este caso, X tiene distribucion normal.
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De acuerdo con el teorema 2.4.4 la funciéon generadora de momentos de la
variable aleatoria Z estd dada por

_ut t
Mz(t) = e ZMX(;),
= ef%te(%t""%tz)’
= €2,

La funcién generadora de momentos de la variable aleatoria Z corresponde
a una distribucion normal estandar y de acuerdo con el teorema 2.4.3 la
variable aleatoria Z tiene funcién de densidad definida por la ecuacién,

1 22

f(z) = me’T,—m <z < o0.

Por otro lado, la ecuacién 3.67 cumple con los supuestos del teorema 2.1.2;
por lo tanto,

— X — —
Plr; < X <mx) = P(ml “< M<$2 M),

g g g
= P(Zl < Z< 22),

La tabla 4 del apéndice E contiene la funcion de distribucién acumulada para
la distribucién normal estandar. Aun cuando no existe una primitiva para
la funcién F'(x) el drea bajo la curva normal estdndar se calcula mediante
métodos de integracion numeérica. Los valores en la tabla deben interpretarse
como:

F(Z) = / f(u)du. (3.68)
Como se muestra en la figura 3.6

Ejemplo 3.2.5 Determine el drea bajo la curva normal estindar entre los
puntos z; = —1.52 y zo = 1.52.

Solucién: El area que se busca determinar se muestra en la figura 3.7 y
corresponde a:

P(—1.52 < Z < 1.52) = F(1.52) — F(—1.52),

De acuerdo con la tabla 4 del apéndice E, F(—1.52) = 0.0643 y F(1.52) =
0.9357.

P(~152 < Z < 1.52) = F(1.52) — F(—1.52) = 0.8714.
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z

Figura 3.6: Area bajo la curva normal estandar

Ejemplo 3.2.6 Para el ejemplo anterior,
a) determine el drea a la derecha de zo,

b) determine el drea a la izquierza de z.

Solucion:
a) El drea a la derecha de zo corresponde a P(Z > z), por lo tanto,

P(Z>z) = 1—P(Z<z),

= 1— F(z),
= 1- F(1.52),
= 1-0.9357,
= 0.0643.

b) El area a la izquierda de z; corresponde a P(Z < z;), por lo tanto,

P(ZSZl) = P(ZSZl),
= F(Zl)a
= F(-152),
= 0.0643.

Obsérvese que la suma de las areas de las tres regiones es igual a 1, como
debe corresponder al area bajo la curva de una funcién de densidad.
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f(2)

Figura 3.7: Distribuciones normales

Ejemplo 3.2.7 Determine el valor de z de tal manera que P(Z < z) = 0.75

Solucion: Directamente de la tabla 4 del apéndice E se busca el valor de
z tal que F'(z) sea lo més cercano a 0.75. Las dreas que se aproximan son
0.7485 y 0.7517, los valores de z correspondientes son, z; = 0.67 y 2, = 0.68,
respectivamente. Se recomienda tomar como valor de z a la media aritmética
de z1 v 2o, en este caso, z = 0.675.

Ejemplo 3.2.8 FEl diametro de un cable esta distribuido normalmente con
media 0.8 y varianza 0.0004.

a) &Cudl es la probabilidad de que el diagmetro sea mayor 0.81 pulgadas?

b) Suponiendo que el cable se considere defectuoso si el didmetro se difer-
encia de su media en 0.025 pulgadas. ;Cudl es la probabilidad de obten-
er un cable defectuoso?

Solucioén:
a) Sea X la variable aleatoria que mide el didmetro del cable, se requiere
calcular P(X > 0.81). Por lo discutido anteriormente,

P(X >0.81) = P(Z > =),
donde,
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Sustituyendo x; = 0.81, u = 0.80 y ¢ = +/0.0004 = 0.02 se obtiene,

0.81 — 0.80
I Y
1 0.02 ’

en consecuencia

P(X >0.81) = P(Z>0.29),
= 1—-P(Z<0.29),

— 1-— F(0.29),
= 1-0.6141,
0.3859.

b) La probabilidad de obtener un cable defectuoso esta determinado por,

P(IX —p| >0.025) = 1—P(X —p| <0.025),
= 1-P(-1.25< Z < 1.25),
= 1+ F(—1.25) — F(1.25),
= 1+40.1056 — 0.8944,
= 0.2112.

3.2.4. Aproximacion normal a la binomial

Teorema 3.2.1 (Aproximacién normal a la binomial) Sea X una vari-
able aleatoria binomial con media y con desviacion estdndar determinados
por

wo= np,

o = v np(l - p)7
respectivamente, entonces la vartable aleatoria estandarizada
X —np

NoT

tiene una funcion de distribucion que tiende a la distribucion normal estandar
cuando n — Q.

Yy —

(3.69)

Demostracion: La demostracién que se presentara se basa en el hecho de
que la funcién generadora de momentos define de manera tnica la distribu-
cion de una variable aleatoria; por lo tanto se calculard la funciéon generadora
de momentos de la variable aleatoria Y y se analizara su comportamiento



144 Ricardo Ceballos Sebastian

limite.
Considerando que X tiene una distribucién binomial, entonces p© = np y
o = npq; ademas su funcién generadora de momentos esta definida por,

Mx(t) = (g + pe")" (3.70)

Por otro lado, la variable aleatoria Y corresponde a una variable aleatoria

estandarizada; es decir,
X —
y=2"H/ (3.71)

g

para los valores de p y o que corresponden a la variable aleatoria X. La
funcién generadora de momentos de la variable aleatoria Y se determina, de
acuerdo con el teorema 2.4.4, de la siguiente manera.

My(t) = Mx_u(t),
). (3.72)
Evaluando la ecuacion 3.72 mediante la ecuacion 3.71 se obtiene,
My(t) = e % (q+per)" (3.73)
Sustituyendo p = np en la ecuacién anterior se obtiene,
My(t) = e % (qg+pes )",
= (6*%01 + peﬁ))n :
= <qe_%t —I—pef(l_p))n,

= (qe*%“rpe%t) : (3.74)

Ahora considere el desarrollo de las exponenciales, de acuerdo con el desar-
rollo de Taylor de la funcién exponencial,

u 1 2
e’ = 1—|—u—i—§u + ...

_pt pt = pit?
gt t ¢*t?
pee = p<1+q;+g7+...) (376)
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Sumando las ecuaciones 3.75 y 3.76 se obtiene,

t 2¢2 t 2¢2
e 4per = q(1-S4+is ) ap(1+ T
202 20
pq(p + )t
= (p—i—q)—i—T—l—...,
pqt?
= 1+ = 3.77
+202+ ( )

, . . k
Los términos de orden superior son de la forma (%)2, k > 3, los cuales
tienden réapidamente a cero a medida n aumenta. Sustituyendo o2 = npq en
la ecuacién 3.77 se obtiene,

2

- 14— 3.78
qe +pe +2n+ ( )

Finalmente, al considerar el limite cuando n — oo en la ecuaciéon 3.74 se
obtiene,

lim My(t) = Ilim <q€_%t —|—p@q7t> ,
n—00 n—00
2\"
= i 1
nggo( +2n) ’
42
— e (3.79)

De acuerdo con la ecuacién 3.64, la ecuacion 3.79 corresponde a la funcion
generadora de momentos de una distribucion normal estdandar; ademaés, de
acuerdo con el teorema 2.4.3 la variable aleatoria Y tiene en si misma una
distribucién normal estandar. |

Ejemplo 3.2.9 Considérese el experimento de lanzar un par dados. Deter-
mane la probabilidad de obtener 40 totales de 7 en 200 lanzamientos.

Solucidn: Si X es la variable aleatoria cuenta el niimero de sietes que ocurren
en los 200 lanzamientos, entonces X es una variable aleatoria con distribucién
binomial, cuyos parametros son n = 200 y p = é =0.17. El calculo mediante
la distribucién binomial se realiz6 en el problema 3.1.15.

La probabilidad de obtener 40 sietes en los 200 lanzamientos se expresa
mediante,

P(z =40) = b(40;200,0.17),

_ ( 2400 ) (0.17)%(0.83)19°,
0.

0382.
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Para aplicar la aproximacién de la distribucion normal a la distribucién bi-
nomial se requiere conocer la media y la desviacion estandar de X.

p = np=200(0.17) = 34,
o = npq = +/200(0.17)(0.83) = 5.31.

La probabilidad de un punto no puede obtenerse mediante una distribucién
continua, lo que se hara es determinar la probabilidad de que la variable
aleatoria X se encuentre en el intervalo: 39.5 < X < 40.5. Este intervalo
estd centrado en 40 y tiene ancho 1. Se procedera a determinar los extremos
del intervalo de la variable aleatoria estandarizada.

_a—p
- £
30.5 — 34
220 4
“ 531 ’
405 — 34
_ TR 99
2 531

Debido a que Z tiene distribucién normal estandar, entonces de acuerdo con
la tabla 4 del apéndice E

P(X = 40) P(39.5 < X < 40.5),
P(1.04 < Z < 1.22),
F(1.22) — F(1.04),
0.8888 — 0.8508,

0.0380.

Q

Q

Q

Q

Q

Ejemplo 3.2.10 Un antibiotico determinado tiene una probabilidad de 0.07
de causar una reaccion alérgica. St 100 personas se someten a un tratamiento
con este antibiotico, scudl es la probabilidad de que al menos 12 personas
presenten reacciones alérgicas?

Solucion: La variable aleatoria X que cuenta el ntimero de personas que
muestran reacciones alérgicas al medicamento, es una variable aleatoria con
distribucién binomial. Se requiere determinar la probabilidad de que la vari-
able aleatoria X esté entre 0 y 12; es decir, P(X < 12). De manera exacta
esta probabilidad esta determinada por

P(X <12) = ( 120 ) > (0.07)7(0.93)%"

=0
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Si se usa la aproximacién de la normal a la binomial, entonces se debe tener
el cuidado de calcular P(—0.5 < X < 12.5). De manera analoga que en el
ejemplo anterior,

pw = np=100(0.07) =7,
o = /apq=+/100(0.03)(0.97) = 2.55.

Los extremos del intervalo de la variable aleatoria estandarizada son:

T =
z - 9
o
—05—7
_ 070 90
1 2.55 ’
125 — 7
- — 215,
=2 255

Se sabe que si Z tiene distribucién normal estandar, entonces

P(—05< X <25) = P(—294 < Z < 2.15),
= F(2.15) — F(—2.94).

De acuerdo con la tabla 4 del apéndice E,

P(-0.5< X <25) = 0.9846 — 0.0016,
—0.9830.

Finalmente, usando la aproximaciéon de la normal a la binomial se con-
cluye que,

P(X <12) ~ P(—05<X <2.5),
0.9830.

Q

3.3. Teorema de Chebyshev

Teorema 3.3.1 (Teorema de Chebyshev) Si X es una variable aleatoria
discreta o continua con media pu y varianza o2, ambas finitas, entonces para
todo € > 0 se satisface,

o2

€2

P(IX —pl =€) < (3.80)
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de manera equivalente para el evento complementario,

0.2

P(IX —pl<e)>1— = (3.81)

Si se sustituye € = ko en las desigualdades anteriores se obtienen dos
formas equivalentes mas de expresar el teorema de Chebyshev,

1
P(|X —u| > ko) < 7= (3.82)
de manera equivalente para el evento complementario,
1
P(|X —pl <ko)>1-— = (3.83)

Demostracion: Se demostrara el teorema para el caso continuo.
Considérese una variable X con funcién de densidad f(z). Para esta variable
aleatoria su varianza esta determinada por,

o’ = /_00 (x — p)?f(x)d. (3.84)

La integral puede descomponerse en dos regiones como se muestra a contin-
uacion.

= [ -

o0

= [ wrr@ars [ @ wre +

—00 pn—e

/f@—ﬂfﬂﬂma
= /X 3 (x — p)*f(z)dz +/ (X — p)?f(x)dr (3.85)

| X —pl=e

Como consecuencia de que o es la suma de dos términos positivos, de acuerdo
con la ecuacién 3.85, entonces o2 es mayor o igual que cualquiera de los dos
términos; por lo tanto,

o’ — ) f(x)dz
> [YWJX w2 f (2)d,

3AL>f@M,
EP(|X —pul > e). (3.86)

v

v
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Reescribiendo la desigualdad expresada en 3.86 se obtiene,
P(X —plze) < o

o
P(X—plze) < —. |

Corolario 3.3.1 Si X es una variable aleatoria discreta o continua, en-

tonces sin importar la distribucion de la que se trate,

3
P(IX —u| <20) > T (3.87)
Demostraciéon: Sustituyendo k£ = 2 en la desigualdad de Chebyshev expre-
sada mediante la ecuacion 3.83 se obtiene el resultado. Este resultado implica
que en un ancho de 20 alrededor de la media se concentra al menos el 75 %
de los datos.

Ejemplo 3.3.1 Considérese una variable aleatoria X con distribucion ex-
ponencial y pardmetro o = 2; es decir, X tliene media, p = % Yy varianza
o = 1. Determine P(|X — p| < 20) y compare el resultado con la cota

inferior establecida mediante el teorema de Chebyshev.

Solucion: La funcion de densidad de la variable aleatoria X estda dada por,

2e % 1 >0,

f(x):{o, z < 0.

La funcién de distribuciéon acumulada se determina por,

1—e 2 >0,
Fz) = { 0, x < 0.
Se requiere calcular, P(|X — | > 1), de manera que,
1 1 3
Pllx-—2|<1) = P[-2<x<?
(pealer) = p(aexes),

= F(3/2) - F(-1/2),

Evaluando se obtiene,

1

P (‘X — =

2

Este resultado es acorde con el teorema de Chebyshev, o mas especificamente,
con el corolario que garantiza una cota inferior para la probabilidad de 0.75.

< 1> = F(3/2)=1—¢"7 = 0.7769.
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Capitulo 4

Distribucion de varias variables
aleatorias

En el capitulo 2 se estudiaron las funciones de probabilidad para variables
aleatorias discretas y las funciones de densidad que corresponde a las vari-
ables aleatorias continuas. En ambos casos las funciones solo dependian de
una variable; sin embargo, existen situaciones en las cuales, para un experi-
mento aleatorio dado cuyo espacio muestral es S, es necesario contar o medir
mas de una variable aleatoria; por ejemplo, los médicos requieren llevar un
registro de la edad, los pesos y las alturas de los ninos para detectar posibles
desordenes en la salud de los mismos. Por lo anterior, es necesario generalizar
los conceptos estudiados en el capitulo 2 y asi poder analizar experimentos
que requieran del manejo de dos o mas variables aleatorias.

En las siguientes secciones se estableceran los conceptos fundamentales
para variables aleatorias bidimensionales. La generalizacion de los conceptos
se abordaran en la seccion 4.4.2

4.1. Probabilidad conjunta y marginal

Definicién 4.1.1 (Variable aleatoria bidimensional) Si X y Y son dos
variables aleatorias definidas en un espacio muestral S y si (X,Y) se define
como

(X,Y) : S—=R?
(X,Y)(s) = (X(s),Y(s)), VseS.

Se dice que (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional.
Si X y Y son Variables aleatorias discretas, entonces (X,Y) es una variable

151
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aleatoria bidimensional discreta; Si tanto X como Y son variables aleatorias
continuas, entonces (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional contin-
ua; en cualquier otro caso, (X,Y) serd una variable aleatoria bidimensional
mizta.!

El recorrido de la variable aleatoria bidimensional (X,Y") se denota por Rxy
y estd definido como,

Rxy = {(z,y) € R*|(X(s),Y(s)) = (z,y) para algin s € S} (4.1)

En la figura 4.1 se muestra una representacion esquematica del concepto
anterior.

RZ
s

Rxy
s (X,Y) (X,Y)(s)

Figura 4.1: Representacién esquematica de una variable bidimensional (X,Y)

Ejemplo 4.1.1 Considérese el experimento aleatorio que consiste en extraer
una tras otra, sin reemplazo, dos esferas de una urna que contiene 10 esferas
blancas y 15 negras. St X es la variable aleatoria que cuenta el nimero de
esferas blancas y Y la variable aleatoria que cuenta el nimero de esferas
negras, entonces (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional discreta. El
recorrido de (X,Y) es un conjunto discreto de puntos contenidos en R?,

Ejemplo 4.1.2 Considérese el experimento que consiste en determinar los
pesos y las alturas de un grupo de 30 estudiantes que toman una clase de
matemadaticas. St W es la variable aleatoria que mide el peso y H la vari-
able aleatoria que mide la altura, entonces (W,H) es una variable aleatoria
bidimensional continua. El recorrido de (W,H) es un conjunto de puntos con-
tenidos en R2.

Notacidén: Si (X,Y) es una variable bidimensional discreta, se denota
como P(X = z,Y = y) a la probabilidad de que la variable aleatoria discreta
X asuma el valor particular x, mientras que la variable aleatoria discreta Y
asuma el valor particular y.

'En este trabajo no se consideraran las variables aleatorias bidimensionales mixtas.
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Definicién 4.1.2 (Funcién de probabilidad conjunta) Si (X,Y) es una
variable aleatoria bidimensional, se conoce como funcion de probabilidad con-
Junta de X y Y, y se denota por f(z,y), a la funcion que asigna la probabilidad
P(X=z, Y=y) a cada pareja de valores (x,y) en el recorrido de (X,Y); es de-
cir,

flx,y) =P(X =z,Y =y), V(x,y) en el recorrido de (X,Y). (4.2)
La funcion de probabilidad conjunta debe satisfacer las siguientes condiciones:

1.  f(x,y) >0, para todo x € Rx y, y € Ry.

2. Z Z flz,y) = 1.

z€ERx YyERy

Las sumas, en la condicién 2, deben realizarse sobre todos elementos x en
el recorrido de la variable aleatoria X y sobre todos los elementos y que
se encuentren en el recorrido de Y. De manera mas explicita, si Rx =

{x1,x9,...,2,}, mientras que Ry = {y1,¥2,...,Ym}, entonces la condicién 2
representa:
DY fay) =D flay) =1 (4.3)
r€ERx yERy =1 j5=1

Si los recorridos de las variables aleatorias X y Y tienen infinitos elementos,
entonces la condicién 2 representa:

Z Z f(:c,y) = ZZf(iCi,yj) =1 (4'4)

ZEERX yERy =1 j=1

En el caso de que X y Y tengan recorridos finitos, resulta conveniente
construir una tabla, como se muestra a continuacién, para representar a la
funcion de probabilidad conjunta.
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’X/Y‘ T ‘ T \‘ T ‘
yi | flrny) | flze, ) f(@n, y1) fa(y1)
Y2 | flrnye) | flze,90) f(@n, y2) f2(y2)
v | Tnom) | FCogm) | | Fmym) | Folym)
fi(zr) fi(z2) fi(zy,) Gran Total=1

Tabla 4.1: Representaciéon tabular de la funcién de probabilidad conjunta

Ejemplo 4.1.3 Considérese el experimento aleatorio que consiste lanzar un
dado 2 veces. St X es la variable aleatoria que cuenta el numero de 5y Y la
variable aleatoria que cuenta el numero de 6 en el experimento, determine la
funcion de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X y Y. Supongase

que el dado es normal y no estd cargado.

Solucién: Las variables aleatorias X y Y asumen los valores 0, 1 y 2. Co-
mo se menciond anteriormente, es conveniente representar a la funcion de

probabilidad conjunta mediante la siguiente tabla:

Tabla 4.2: Representacion de la funcién de probabilidad conjunta

Debido a que el experimento aleatorio esta limitado a 2 lanzamientos,
entonces los eventos (X = 1,Y = 2), (X =2)Y =1) (X = 2,2) son
eventos imposibles, de manera que f(1,2) = f(2,1) = f(2,2) = 0. Las demas
probabilidades conjuntas se determinan de acuerdo con el ejemplo 1.5.2.

Dado que f(z,y) es una funcién de probabilidad, es importante verificar que
los valores que asume sean positivos y que la suma de todas las probabilidades

(XY 0 [ 1 ]| 2 | |
0 £(0,0) | £(1,0) | f(2, 0)
T [ H0,1) [ £(1,1) | f(2.0)
2 £(0,2) | £(1,2) | £(2,2) | Gran Total

£0,2) =

16,36,
8/36,
1/36,
8/36,
2/36,
1/36.
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sea a la unidad, lo que en la tabla 4.1 se indica como el Gran Total. La tabla
que representa a la funcion de probabilidad conjunta, para este ejemplo, es:

X/ o [t [2 ] |
0 [ 16/36 | 8/36 | 1/36
1 | 8/36 [2/36| O
2 [ 1/36 | 0 | 0 |1

Tabla 4.3: Representacion tabular de la funcién de probabilidad conjunta

En la tabla 4.1 se reservaron un tultimo renglén y una tultima columna,
las cuales se denotaron como fi(x) y fa(y), respectivamente. Estas funciones
se conocen como funciones de probabilidades marginales y se definen a con-
tinuacion:

Definicién 4.1.3 (Funciones de probabilidades marginales) Supdngase
(X,Y) es una variable aleatoria bidimensional discreta con funcion de prob-
abilidad conjunta f(x,y). Si a cada valor z de la variable aleatoria X, se le
asigna la suma de las probabilidades conjuntas sobre todos los valores permiti-
dos de la variable aleatoria Y, se obtiene la funcion de probabilidad marginal
para la vartable aleatoria X, es decir,

flw) =Y fle,y)f(z,y), =€ Rx. (4.5)
yERy

De manera andloga, si a cada valor y de la variable aleatoria Y, se le asigna
la suma de las probabilidades conjuntas sobre todos los valores de la variable
aleatoria X, se obtiene la funcion de probabilidad marginal de la variable
aleatoria Y, es decir,

f2(y): Z f(ar,y), yeRY- (46)

zERX
De manera mas explicita, si Rx = {x1,2,...,2,}, mientras que Ry =
{y1,Y2, .., Ym}, entonces las ecuaciones anteriores representan:
m
fl(l'z) = E f(i[}i,yj>, 1 = 1,2...,71,. (47)
i=1

Paly) = D f@i) J=12..n (4.
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Si los recorridos de las variables aleatorias X y Y tienen infinitos elemen-
tos, entonces

filw) = Y f@ou), i=12.. (4.9)

fly) = ) flry), j=12.... (4.10)

I

1

(2

Ejemplo 4.1.4 Para el ejemplo 4.1.3, determine las funciones de probabil-
idades marginales fi(x) y fo(y).

Solucion: De acuerdo con la definicién 4.2.2, sumando sobre las columnas
en la tabla 4.1 se obtienen los valores de fi(x); es decir,

f1(0) = 25/36,
£i(1) = 10/36,
£(2) = 1/36.

De manera analoga, sumando sobre los renglones se obtiene,

f2(0) = 25/36,
f2(1) = 10/36,
£(2) = 1/36.

Por 1ltimo, con los datos anteriores se obtiene la tabla 4.1.

XYoo |1 [ 2 [ A
0 | 16/36 | 8/36 | 1/36 | 25/36
1 | 8/36 | 2/36 | 0 |10/36
2 [ 1/36 | 0 0 | 1/36
filx) [ 25/36 [ 10/36 | 1/36 | 1

Tabla 4.4: Representacion tabular de la funcién de probabilidad conjunta y
las funciones de probabilidad marginales

Se observa que:

2 2
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Estos resultados son de caracter general dado que,

YA =) Ly)=> > flay =1 (4.11)

TERx yERy z€Rx yERy

4.2. Densidad conjunta y marginal

Las definiciones anteriores se extienden de manera inmediata para el caso
de las variables aleatorias bidimensionales continuas.

Definicién 4.2.1 (Funcién de densidad conjunta) Si (X,Y) es una vari-
able aleatoria continua bidimensional, entonces f(x,y) se conoce como la fun-
cion de densidad conjunta de las variables aleatorias X y Y, si la probabilidad
de que a < X < b mientras que ¢ <Y < d estd determinada por,

d b
Pla< X <be<Y <d)= / / f(z,y)dzdy, (4.12)

donde a,b,c,d son nimeros reales tales que a < b y ¢ < d. La funcion de
densidad conjunta f(x,y) debe satisfacer las siguientes condiciones:

—00 < T,y < 0.

/ / fx,y)dedy = 1.

Definicién 4.2.2 (Funciones de densidades marginales) Si (X,Y) es una
variable aleatoria continua bidimensional con funcion de densidad conjunta
f(r,y), se definen las densidades marginales f1(x) y fo(y) para las variables
aleatorias X y Y, respectivamente, como:

= /OO flz,v)dv, —o0 <z < o0. (4.13)

= /OO flu,y)du, —oo <y < oc. (4.14)
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4.3. Distribucién conjunta y marginal

Definicién 4.3.1 (Funcién de distribucién conjunta) Para una variable
aleatoria bidimensional (X,Y) se define la funcion de distribucién conjunta
de la siguiente manera:

Caso discreto:

Si (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta y supongase que
f(z,y) es la funcion de probabilidad conjunta de X y Y, entonces la funcion
de densidad conjunta de las variables aleatoria X y Y se define mediante:

Flz,y) =P(X <2, Y <y)=> Y fluv), (z,y) R (4.15)

Las sumas que aparecen en la ecuacion 4.15 deben interpretarse como: la
suma sobre todos los u que estan en el recorrido de X y que son menores o
wquales que x; y, la suma sobre todos los v que estdn en el recorrido de Y y
que son menores o iguales que y.

Caso continuo:

Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional continua y si f(x,y) es la
funcion de densidad conjunta de X y Y, entonces la funcion de distribucion
conjunta de las variables aleatorias X y Y se define como:

Flzy) = P(X <Y <y), (4.16)
= / / f(u,v)dudv, —oo < x,y < 0. (4.17)

La funcién de densidad F(z,y) debe satisfacer,

O*F(z,y)

el = ). (4.18)

Ejemplo 4.3.1 5S¢ X y Y son dos variables aleatorias, cuya funcion de den-
sidad conjunta esta dada por,

_f8ry, 0<z<1,y<u,
Hay) = { 0, en otro caso.

Determine la funcion de distribucion conjunta.
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Solucion: El célculo de la funcién de distribucion debe realizarse por casos,
considerando la regién en donde se localiza el punto (z,y).

i) Si (x,y) estd en la region x < 0 o y < 0, entonces f(z,y) = 0y por lo
tanto, F'(z,y) = 0.

ii) Si (x,y) estd en la regién 0 < z < 1, y < x, entonces la regién de
interés, para el calculo de la integral que define a la funcién de distribucion,
se compone de dos regiones disjuntas, como se muestra en la figura 4.2.

La regién de integracion puede expresarse como,

\Y

A

Y b--- (x,Y)

|

|

|
o y > U
1

Figura 4.2: Representaciéon de la regién de integracion.

Ryy = {(u,v)|0<u<y,0<v<u}U
(w,0) |y <u<z, 0<v<y}

—

Por lo tanto,

F(z,y) = f(u,v)dudv,

Ryv

y u
= / / f(u,v)dvdu+/ f(u,v)dvdu,
0
y
= / / uvdvdu—i—S/ / uvdvdu,
0
= 4/ 3du+4/ du,
0 y

= y'+ 272" — y?),
= y’(22” —y).
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iii) Si (x,y) estd en la regién x > 1, 0 < y < 1, entonces la regién de
integracion puede expresarse como,

Ryy ={(u,v) |0 <v<y,v<x <1}

La region se muestra en la figura 4.3 Por lo tanto,

Vv
A

(x,y)

o 1 X

iv) Si (x,y) estd en la regién 0 < x < 1, y > x, entonces la regién de
interés, para el cdlculo de la integral que define a F'(z,y) puede expresarse
como,

Ryy ={(u,v) |0 <u <z, 0<v<u}
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Vv
A
I __
vL - _ _ g,y)
X
o X 1 > U

Figura 4.4: Representacion de la regiéon de integracion.

Por lo tanto,

F(z,y) = f(u,v)dudv,

Ruv

= //f(u,v)dvdu,
o Jo
8/ / uvdvdu,
o Jo
= 4/ wdu,
0

= .934.

v) Finalmente, si (x,y) se encuentra en la regiéon = > 1, y > 1, entonces
F(z,y) = 1.
La funcién de distribucién conjunta se representa en la figura 4.5

Definicién 4.3.2 (Distribuciones marginales) Las funciones de distribu-
ciones marginales se definen por casos:

Caso discreto:

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta y supongase que
f(z,y) es la funcion de probabilidad conjunta de X y Y.. Las funciones de
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F(x,y)=x*

F(x,y)=y2(2x%-1)
Fx,¥)=0 o > X

I
[
[
I
[
: F(x,y)=0
[
I
I
[

Figura 4.5: Representacién de la funcién de distribucién conjunta F'(x,y).

distribuciones marginales Fi(x) y Fy(y), para X y Y, respectivamente, se
definen de la manera siguiente:

Fl(x)zz Z flu,y), —oo <z < o0. (4.19)

ulzr yeERy

La sumas que aparecen en la ecuaciones anteriores deben interpretarse como:
la suma sobre todos los u que estdan en el recorrido de X y que son menores
o0 iguales que z; y, la suma sobre todos los v que estdn en el recorrido de Y.

Fy(y) = Z Z f(z,v), —oo<y< 0. (4.20)

v<y z€Rx

La sumas que aparecen en la ecuaciones anteriores deben interpretarse como:
la suma sobre todos los v que estan en el recorrido de Y y que son menores
o iguales que Y; vy, la suma sobre todos los x que estan en el recorrido de X.

Caso continuo:

Si (X,Y) es una variable aleatorias bidimensional continua con funcion
de densidad conjunta f(x,y), se definen las densidades marginales Fy(z) y
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Fy(y) para las variables aleatorias X y Y, respectivamente, mediante

Fi(z) = /OO /I flu,v)dudv, —oo < x < 0. (4.21)

Fy(y) = /_OO /_y f(u,v)dvdu, —oo <y < 0. (4.22)

De las definiciones anteriores se observa que,

Para el caso continuo se tiene,

Fi(z) = /Z/;f(u,v)dudv,

_ /Oo /Z F(u, v)dvdu,

Fi(z) = /gC filu)du = P(X < z). (4.23)

De manera analoga,
0 ry
R = [ [t

_ /_1 /_Z F(u, v)dudo,

B = [ hdo= P <y). (424)

Ejemplo 4.3.2 Si X y Y son dos variables aleatorias, cuya funcion de den-
sidad conjunta estd dada por,

_f 8xy, 0<zx<1,y<u,
f(x,y) = { 0, en otro caso.
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Determinar:
a) las densidades marginales,

b) las distribuciones marginales,

Solucién:

a) Se determinaran las densidades marginales.
Densidad marginal para la variable aleatoria X
De acuerdo con la definicién 4.2.2 se tiene:

fl(iﬁ):/_oo flz,v)dv, —o0<x < 0.

Siz € (0,1), entonces

fi(z) = /8m}dv,
0
= 427
Luego,

423, 0<ax <1,
ﬁ(m)z{ <z

0, en otro caso.

De manera analoga,
Densidad marginal para la variable aleatoria Y

foly) = /_OO flu,y)du, —oo <y < 0.

Siy € (0,1), entonces

1
— | Suydu,
£) / wydu
= dy(1-y").

Finalmente,

Ay, 0<y <1,
foly) = { 0, en otro caso.

b) Célculo de las distribuciones marginales.
Distribucion marginal para la variable aleatoria X
De acuerdo con la ecuacién 4.23 se tiene:

Fi(x) = /ff fi(u)du, —oc0 <z < oco.
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Si x < 0, entonces f(z,y) = 0, en consecuencia, Fi(x) = 0. S10 <z < 1,
entonces

ﬂ@)Zuffuww

1(
= 4/ wdu,
0

4

= "
Finalmente, si z > 1, entonces Fj(z) = 1, de manera que
0, x<0,
Fi(z)=¢ 2, 0<2<1,
1, zz>1.

Distribucién marginal para la variable aleatoria Y
De acuerdo con la ecuacién 4.24 se tiene:

a@waffmmw,—m<y<m.

Siy < 0, entonces f(z,y) =0, en consecuencia Fy(y) = 0.
Si0 <y <1, entonces

EW)zufﬁ@Mu

= 4/ v(1 — vdv),
0
= 2y —y".

Finalmente, si y > 1, entonces Fy(y) = 1, de manera que:

0, y <0,
FQ(y): 2y—y47 O§y<17
L, y=>1

4.4. Calculo de probabilidades para densidades
de dos o mas variables aleatorias

4.4.1. Calculo de probabilidades para una variable aleato-
ria bidimensional

En general z = f(z,y) define una superficie en el espacio tridimensional,
como se muestra en las figura 4.6.
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La primera condicion de la definiciéon 4.2.1 indica que la superficie no cruza
el plano XY ésta siempre se encontrara del lado positivo del eje z.

La segunda condicién de la definicién 4.2.1 implica que el volumen total
limitado por la superficie es igual a la unidad.

Figura 4.6: Representacion de la funcién de densidad conjunta

En general, un evento A que se encuentre en el recorrido de (X,Y") tiene
asociado una regién R, en el plano cartesiano XY, de manera que:

P(A) = f(z,y)dzdy. (4.25)

Ry

Ejemplo 4.4.1 Considérese las variables aleatorias X y Y del ejemplo 4.3.2.
Determine la probabilidad del evento A, donde A es la region acotada por las
rectasy=0,y=z,y, v +y=1/2.

Solucién: El evento A es la unién de dos eventos disjuntos A; y Ay (ver la
figura 4.7), donde

A =
A2:

(X,Y)0< X <1/4},0 <Y < X},

{
{(X,Y)1/4< X <1/2},0<Y <1/2 — X},
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y
06

05% P
X+y=1/2 e

04f

o2}

o1f

Figura 4.7: Representacion grafica del evento A

por lo tanto,

P(A) = P(A)+ P(Ay),

1/4
= / / f(z,y)dydx
/2 pl/2-x
/ / f(z,y)dydz,
0
1/4 rax 1/2 pl/2-=
= 8/ / xydydm+8/ / rydydz,
0 0 174 Jo
1/4 x 1/2 1/2—x
= 8/ x/ ydydaH—S/ :I:/ ydydzx,
0 0 1/4 0

1/4 1/2
= 4/ x3dx+4/ x(1/2 — z)?dw,
0 1/4

4 1 1/2
= gzt (1)/4—1- (x4——x3+—x2> )
3 2 1/4

1

Funciones de una variable bidimensional

Sea (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional continua y f(z,y) la
funcién de densidad conjunta de las variables X y Y. Supodngase que una
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variable aleatoria U es funcién de las variables aleatorias X y Y; es decir,
U = ¢(X,Y). El problema que se plantea consiste en determinar la funcién
de densidad de la variable aleatoria U. El procedimiento que se sigue se
establece en siguiente teorema y de manera més especifica en el corolario. La
demostracion se omite; sin embargo, a manera de ejemplos, en el apéndice
D se obtienen las distribuciones t de Student y F (las cuales son de gran
importancia en la estadistica inferencial) mediante la aplicacién directa del
teorema y su corolario.

Teorema 4.4.1 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional y f(x,y) es
la funcion de densidad conjunta de las variables X y Y. Supongase (U,V)
es otra variable aleatoria bidimensional definida en términos de (X,Y) por
U= ¢(X,Y) yv = ¢(X,Y), donde a cada pareja de valores (u,v) le
corresponde una unica pareja de valores (,y) y también viceversa; es decir,
X y Y pueden expresarse en términos de Uy V mediante, X = (U, V) y
X =Yo(U, V). Si ademds, las derivadas parciales g—i, %, %, % existen y son
continuas, entonces la funcion de probabilidad conjunta de (U, V') estd dada
por

_ O(z,y)
g(u,v) - f($7y> ‘8(1&,’0) )
g(“’?”) = f(¢1<u>v)7w2(u7v))|‘]|’ (426>
donde J es el jacobiano de la transformacion y esta definido mediante
O(z,y)
J ==
‘5’(% v)
oz

QY
53

QleQleJ
SSERE

B ‘ . (4.27)
5

Corolario 4.4.1 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional y f(z,y)
es la funcion de densidad conjunta de las variables X y Y. Supdongase (U, V)
es otra variable aleatoria bidimensional definida en términos de (X,Y) por
U=0¢(X,Y)yV =X, donde a cada pareja de valores (u,v) le corresponde
una unica pareja de valores (z,y) y también viceversa. Entonces la funcion de
densidad U es la densidad marginal obtenida a partir de la densidad conjunta
de (U, V') dada por el teorema anterior.



Probabilidad y Estadistica 169

4.4.2. Generalizaciones

En esta seccion se generalizan los conceptos estudiados en las secciones
anteriores para variables aleatorias n-dimensionales.

El espacio euclidiano R"

Definicién 4.4.1 (Espacio vectorial R™) Sin es un entero positivo, en-
tonces una n-ada ordenada es una sucesion de nimeros reales (ay, ag, . .., ay).
El conjunto de todas las n-adas ordenadas se conoce como espacio n-dimensional
y se denota por R"™; es decir,

R™ = {(ay,az,...,a,) : a; €R, para todo i=1,2,...,n}

Siu = (ug,ug,...,u,) € R" entonces la entrada n-ésima de u, la denotare-
mos por (u);; es decir, (u); = u;.

Siu= (up,ug,...,u,) y v = (v1,09,...,0,) son elementos de R", con en-
tradas (u); = w; y (v); = v;, entonces se dice que son iguales y se escribe
u = v, si y solo si, las entradas correspondientes son iguales; es decir,

u=v<=u; =v;, paratodo 1=1,2....n

Las operaciones usuales de suma y multiplicaciéon por un escalar definidas
sobre R™ son:

Suma

Siu=(uy,ug,...,u,) yv=_(v1,02,...,v,) estdn en R" entonces
u+v=(ug +v,us+ Vo, . .., Uy + Uy);

es decir,

(u+v); =u; +v;, paratodo i=1,2,....,n

Multiplicacion por un escalar
Siu= (uy,us,...,u,) € R"y k es un escalar, entonces
ku = (kuy, kus, . .., kuy,);

es decir,
(ku); = ku; para todo i =1,2,...,n
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Puede demostrarse que el conjunto R™ con las dos operaciones anteriores
constituye un espacio vectorial de dimension n, de manera que sus elementos,
las n-adas, son vectores.

Si sobre R™ se define el producto interior

(u,v) = ugvy + UgVg + . . . + UpVy, (4.28)

entonces este espacio de productos interiores se conoce como espacio euclid-
iano R™.

Definicién 4.4.2 (Variable aleatoria n-dimensional) Considérese un ex-
perimento aleatorio cuyo espacio muestral sea S. Si { X1, Xo, ..., Xp} es un
conjunto de n funciones todas con dominio S, es decir, X1, Xs,..., X, son
variables aleatorias definidas en el espacio muestral S, entonces la funcion
X : S — R" definida como:

X(s) = (X1(s), Xa(s),...,Xu(s)), VseS

se conoce como variable aleatoria n-dimensional. Si todas las variables aleato-

rias { X1, Xo, ..., X, } son discretas, entonces X es variable aleatoria n-dimensional
discreta; Si las n variables aleatorias { X1, Xa, ..., X,} son continuas, en-
tonces X es una variable aleatoria n-dimensional continua; en cualquier otro

caso, X serd una variable n dimensional mixta. En este trabajo no se consid-
erardn las variables aleatorias n-dimensionales mixtas.

De acuerdo con la definicion 4.4.2, el recorrido de una variable aleatoria n-
dimensional X esta contenido en R”. La figura 4.8 muestra una representacion
de este hecho, la cual no es mas que una abstraccién, ya que S y R", en
general, no son puntos del plano.

Rn

Figura 4.8: Variable aleatoria n-dimensional
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Funcién de probabilidad conjunta

Considérese un experimento aleatorio cuyo espacio muestral sea S. Si
X = (X1,Xy,...,X,) es una variable n-dimensional discreta definida en
el espacio muestral S y si la n-ada x = (21, 9,...,2,) se encuentra en el
recorrido de X, se denota por P(X = z) a la probabilidad de que la variables
aleatoria n-dimensional X asuma asuma la n-ada x. De manera mas explicita
se denota P(X = z) mediante P(X; = 21, Xy = xa,..., X, = x,).

Definicién 4.4.3 (Funcién de probabilidad conjunta) Si X es una vari-
able aleatoria n-dimensional discreta, es decir, X = (X1, Xa,...,X,), se
conoce como funcion de probabilidad conjunta de las variables aleatorias
{X1, Xo,..., X} o (funcién de probabilidad de la variable aleatoria n-dimensional
X) ala funcién que asocia la probabilidad P(X; = x1, Xo = xa, ..., X, = x,)

a cada n-ada x = (1,9, . ..,%,) que se encuentra en el recorrido de X (Rx ).

La funcién de densidad conjunta de X se denota por f(xi,xo,...,x,) y debe
satisfacer las siguientes propiedades:

L. f(xy,29,...,2,) >0, para todo z; € Rx,, i=1,2,...,n.

2. Z Z Z flzy, 29, ... 2y) = 1.

T1€ERx, z2€RxX, rn€RXn

En el capitulo 2 se discutié el concepto de eventos equivalentes (definicién
4.4.4) cuando X era una variable unidimensional, de manera analoga se tiene:

Definicién 4.4.4 (Eventos equivalentes) Considérese un experimento aleato-
rio cuyo espacio muestral sea S. Sea X una variable aleatoria n-dimensional
definida en S cuyo recorrido es Ry, si B es un evento contenido en Ry y el
evento A que estd contenido en S se define como

A={seS:X(s)=x,para algin x € B},

entonces A y B se conocen como eventos equivalentes y P(B) = P(A).

PA) =) fle)y= Y fler,72,... 7). (4.29)

z€EB (z1,22,...,2n)EB

Lo anterior se representa en la figura 4.9.
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G X a

Figura 4.9: Eventos equivalentes

Funcién de densidad conjunta

Definicién 4.4.5 (Funcién de densidad conjunta) Si (X, Xo,...,X,)

es una variable aleatoria n-dimensional continua, se conoce como funcion de
densidad conjunta de las variables { X1, Xa, ..., Xy} ala funcion f(xy,za, ..., x,)
si ésta satisface las siguientes condiciones,

f(z1,29,...,2,) >0, para todo x; € Rx,, i=1,2,..., n.
/ / / f(z1,2e,. .., xy)dxrdas .. . dx, = 1.
Ademas, si R es un evento contenido en el recorrido de (X7, X, ..., X,,),

es decir, R es una region del espacio R", entonces
P((xy ) € R) /f dw—/fa:l,..., Ydzy ... dx,. (4.30)

Probabilidades y densidades marginales

Definicién 4.4.6 (Probabilidades y densidades marginales) Considérese
que (X1...,X;, ..., X,) es una variable aleatoria n-dimensional (discreta o
continua), y que f(x1, 22, ..., x,) es la funcion de probabilidad o de densidad
conjunta, segun corresponda. Sea X; la variable aleatoria que corresponde a

la componente i-ésima de la variable aleatoria n-dimensional X, se define la
funcion marginal f;(u) de la siguiente manera:

Caso discreto:

filu) = Z Z Z Z flzr, .o @i, U, @i . Xy,

m1€Rx1 T 1€RxZ 1x¢+1€in+l Tn€R,,

(4.31)
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donde u € Rx,. La funcion fi(u) se conoce como funcién de probabilidad
marginal de la variable aleatoria discreta X;.

Caso continuo:

fl(u) = / / f(xl,...,xi,l,u, Tir1 ...Q3n>dx1...d$i,1dﬂfi+1 . ..dxn,

(4.32)
La funcidn f;(u) se conoce como funcion de densidad marginal de la variable
aleatoria continua X;.

Funcién de distribucién conjunta y funciones de distribuciones marginales

Definicién 4.4.7 (Funcién de distribucién conjunta) Considérese una
variable aleatoria n-dimensional (X; ..., X;, ..., Xy) y supongase que f(x1,za, ..., x,)
es la funcion de probabilidad o de densidad conjunta, segin corresponda. Se

define la funcion de distribucion conjunta, denotada por F(xi,xo,...,x,) ,

de la siguiente manera:

Caso discreto:

—00 < X1, ..., Ty < OO.

Caso continuo:

T Tn
F(ml,...,xn):/ / flur, ... up)duy ... duy, (4.34)

—00 < T1,y..., L, < OO.

Definicién 4.4.8 (Funciones de distribuciones marginales) Considérese
una variable aleatoria n-dimensional (discreta o continua) (X1 ..., X, ..., X,),
y supongase que su funcion de probabilidad o de densidad conjunta, segun
corresponda, estd determinada por f(x1,...,T;...,T,). Sea X; la variable
aleatoria que corresponde a la componente i-ésima de la variable aleatoria
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n-dimensional, se define la funcion, Fy(t) , de la siguiente manera:

Caso discreto:

Ft)= Y fiz), —oo<t<oo, (4.35)
x; € RXn,

F;i(t) se conoce como funcion de distribucion marginal de la variable aleatoria
discreta X;.

Caso continuo:

Fi(t) = /_t filz))dx;, —o0 <t < o0, (4.36)

F;(t) se conoce como funcion de distribucion marginal de la variable aleatoria
continua X;.

4.5. Suma de variables aleatorias

La media

En esta seccion se extienden los conceptos relacionados con la media, para
distribuciones de 2 o mas variables aleatorias.

Definicién 4.5.1 (La media) Para una variable aleatoria bidimensional se
define la media como:

Caso discreto:

Sea (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional discretas con funcion
de probabilidad conjunta f(r,y), se define la media de la variable aleatoria X

| px = B(X) = 30 3 f(e0), (437)

yERy x€Rx

siempre y cuando la doble suma converja absolutamente.

De manera andloga, se define la media de la variable aleatoria Y como:

py=EY) =" yf(z.y), (4.38)

yERy x€Rx



Probabilidad y Estadistica 175

siempre y cuando la doble suma converja absolutamente.
Caso continuo:
Sea (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional continua con funcion

de densidad conjunta f(x,y), se define la media de la variable aleatoria X
como:

px = E(X) = /_Z /_Z  f(x,y)drdy, (4.39)

siempre y cuando la integral doble converja absolutamente.
De manera andloga, se define la media de la variable aleatoria como:

py = E(Y) = / ) / N yf(z,y)dzdy, (4.40)

siempre y cuando la integral doble converja absolutamente.
Una consecuencia inmediata de la definicién 4.5.1r es:

Caso discreto:

E(X) = ) zfi(x), (4.41)

TERx
EY) = ) yhy). (4.42)

yERy

Caso continuo:

B(X) — / v fi(2)d, (4.43)
EY) = [ uhiwiy (444
Si (X1, Xa,...,X,) es una variable aleatoria n-dimensional con funcién de
probabilidad o densidad conjunta (segin corresponda) f(x1,xo,...,x,), en-

tonces el concepto de media se establece como:
Caso dicreto:
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E(X))= Y ufiu), i=12...n (4.45)

UGRXi

La suma se realiza sobre todos los u en el recorrido de X;.

Caso continuo:

E(X;) = /_OO ufi(u)du, i=1,2,...n. (4.46)

(e 9]

Teoremas sobre la media

Teorema 4.5.1 Si X y Y son dos variables aleatorias, ambas continuas o
ambas discretas, cuya funcion de probabilidad o de densidad conjunta, segin
corresponda al caso, es f(z,y), si ademds, Z = ¢(X,Y) es una variable aleato-
ria definida en términos de las variables aleatorias X y Y, entonces,

a) Caso discreto:

E(Z)=E@X.Y) =Y > é@y)fley) (4.47)

rz€ERx YyERy

b) Caso continuo:
B(2) =XV = [ [ swufepdy. @

Demostracién: La demostracion queda fuera de los objetivos de este tra-
bajo.

Para los teoremas que se enunciaran a continuacién solo se demostrara el
caso continuo.

Teorema 4.5.2 Si C' es una constante, entonces

BE(C)=C (4.49)
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Demostracién: De acuerdo con el teorema 4.5.1, si Z = ¢(X,Y) = C,
entonces

£©) = [ [ty

- of Z / Z f(@,y)dady,
e

Teorema 4.5.3 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional y Z =
d(X,Y) es una variable aleatoria que es funcion de (X,Y) y C es una con-
stante, entonces

a) E[Co(X,Y)]=CE[p(X,Y)],
b) E(CX)=CE(X),
¢) E(CY)=CE(Y)

Demostracién: a) Como Z = C¢(X,Y) sigue siendo una funcién de las
variables aleatorias X y Y, entonces, de acuerdo con el teorema 4.5.1 se tiene

B(Z) - / / C(w,y) (&, y)dady,

=C/ / o(x,y) f(x,y)dzdy,

Para los incisos b) y ¢) solo se sustituye ¢(X, V) =XyoX,Y)=Y. |
Teorema 4.5.4 Si (X,Y) es una variable bidimensional, entonces

EX+Y)=EX)+E®Y) (4.50)

Demostracion: De acuerdo con el teorema 4.5.1, si se hace Z = X + Y se
obtiene,

E(Z) = E(X+Y)

= / / (x +y)f(z,y)dzdy,
_ /Oo/ooxf(x,y)dxdy
+/Z /Z yf(z,y)dady,

= EX)+EY) 1
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Los teoremas anteriores tienen formas equivalentes para variables aleato-
rias n-dimensionales.

Teorema 4.5.5 Si (X1, Xo,...,X,) es una variable aleatoria n-dimensional
con funcion de probalidad o densidad conjunta f(x1,xs,...,2,) (segin cor-
responda), entonces

EXi+Xo+...+X,) =EX))+ E(X) +...+ E(X,). (4.51)

Demostracion: El teorema se demuestra por el método de induccién matematica.
La demostracion se deja como ejercicio al lector.

Ejemplo 4.5.1 Considérese el experimento aleatorio que consiste en lanzar
un dado equilibrado dos veces. Sean X y Y las variables aleatorias que de-
terminan los numeros que resulta en el primer y el sequndo lanzamiento,
respectivamente. Determine el valor esperado del total en los dos lanzamien-
tos.

Solucién: Para las variables aleatoria X y Y se tiene E(X) = E(Y) = 7/2.
Definase la variable aleatoria Z = X + Y. De manera que Z es la variable
aleatoria que da el total en los lanzamientos. De acuerdo con el teorema 4.5.4,

E(Z) = E(X+Y),
— E(X)+E(Y),
-7

Ejemplo 4.5.2 Considérese el experimento aleatorio que consiste en lanzar
un dado 2 veces. Si X es la variable aleatoria que cuenta el nimero de 5y Y
la variable aleatoria que cuenta el numero de 6 en el experimento, determine

a) El valor esperado de la variable aleatoria X.
b) La esperanza de Y
¢) La media de XY.
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Solucion: Tabla 4.4 del ejemplo 4.1.4 muestra los valores de las funciones
de probabilidades marginales.

XY o [ L ]2 [AWY]
0 16/36 | 8/36 | 1/36 | 25/36
1 8/36 | 2/36 0 |10/36
2 1/36 0 0 1/36
fi(z) || 25/36 | 10/36 | 1/36 1
a) De la tabla se obtiene,
fi(0) = 25/36,
fi(1) = 10/36,
£i(2) = 1/36.
Por lo tanto,
: 12 1
b) De manera analoga,
f2(0) 25/36,
f(1) = 10/36,
f2(2) = 1/36.
: 12
E(Y) = ;%ﬁ(yy‘) =% =3
¢) De acuerdo con el teorema 4.5.1
E(XY) = ) > ayf(zy),
T € Rx (TS Ry
2
= f(17 1) = %

Ejemplo 4.5.3 St X y Y son dos variables aleatorias continuas cuya funcion
de densidad conjunta esta dada por,

f(z,y) :{

8zy,
0,

0<z<1l,y<u,
en otro caso.

Determinar:
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a) El valor esperado de X.
b) El valor esperado de Y.

c) El valor esperado de XY.

Solucion: Las funciones de densidades marginales para X y Y se determi-
naron en el 4.3.2.

i) = 423, 0<x <1,
B0 0, en otro caso.

[ 4y(l—y?), 0<y <1,
f2<y) - { 0, en otro caso.

a) De acuerdo con la definicién 4.5.1,

B = [ sl

o0

1
= 4/ zldx,
0

4

_ 5|1
= —a:|0,

5
4
£
b) De manera anédloga al inciso anterior,

EY) = /_ooyfz(y)dy,

1
= 4/ y* (1 — y*)dy,
0
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¢) De acuerdo con el teorema 4.5.1

BE(XY) = /Z/nyf(w,y)dwdy,

1 T
= 8/ / 22y dydz,
o Jo
1 3\ |*
= 8/ x2(y—) dx,
0 3
1
= —/ zodz,
3

0
8
0
= 1—81‘ D’

4

§.
Ejemplo 4.5.4 Considérese que (X,Y) es una variable aleatoria bidimen-
sional y que la funcion de densidad conjunta de las variables X y Y estd de-
terminada por la funcion

_Jdry, 0<2<1,0<y<1,
fay) = { 0, en otro caso.

Determinar:

a) El valor esperado de X.
b) El valor esperado de Y.
c) El valor esperado de XY.

Solucién: Se calcularan las densidades marginales.

@ = [ s

1
= 4/ rvdwv,
0

1

De manera mas precisa,

i) = 2¢, 0<z <1,
770 0, en otro caso.
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Procediendo de la misma manera se obtiene,

_ 2y, 0<y <,
hy) = { 0, en otro caso.

a) De acuerdo con la definicién 4.5.1

o0

) = [ af@ds

o0

1
= 2/ 22dx,
0

2

3

b) De manera andloga al inciso anterior,

EY) = /ooyfz(y)dy,

c) De acuerdo con el teorema 4.5.1

E(XY) = /(:/(:xyf(x,y)dwdy,

1 p1
= 4/ / 22y dydz,
0o Jo

La varianza y la covarianza

El concepto de varianza estudiado en el capitulo 2 para una variable real,
y que resulta ser una medida de la dispersién de los valores que asume la
variable aleatoria, respecto a la media, se extiende a dos o mas variables
aleatorias sin mayores dificultades, como se muestra a continuacion.
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Definicién 4.5.2 (La varianza) Si (X Y) es una variable aleatoria bidi-
mensional (discreta o continua), y si Z = ¢(X,Y) es una variable aleatoria
que es funcion de las variables aleatorias X y Y, entonces se define la vari-
anza de la variable aleatoria Z, denotada por var(Z) o c%, mediante

var(Z) = o3 = E[(Z — pz)?. (4.52)

Para el caso particular en que Z = ¢(X,Y) = X, se obtiene la varianza de
la variable aleatoria X

var(X) = 0% = E[(X — ux)?], (4.53)
de manera andloga, si Z = ¢(X,Y) =Y, entonces la varianza de la variable

aleatoria Y es,
var(Y) = oy = E[(Y — uy)?]. (4.54)

Al considerar los casos discretos y continuos se obtiene:
Caso discreto:

var(X) = 37 37 (o - ux)*fla) (4.55)

r€Rx yERy

siempre y cuando la sumatoria converja absolutamente.

var(Y) =Y > (y—py)’f(z,y). (4.56)

rz€ERx yERy

siempre y cuando la sumatoria converja absolutamente.

Caso Continuo:

var(X) = /OO /OO (z — px)f (2, y)dzdy, (4.57)

siempre y cuando la integral converja absolutamente.

var(Y) = /OO /Oo (y — pv)* f(, y)dwdy, (4.58)

siempre y cuando la integral converja absolutamente.
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Definicién 4.5.3 (La covarianza) Si (X,Y) es una variable aleatoria bidi-
mensional, se define la covarianza de las variables aleatorias X y Y como:

cov(X,Y) =oxy = E[(X — ux)(Y — py)]. (4.59)

De manera mas precisa se tiene:

Caso discreto:

coo(X,Y) =Y (& — px)(y — py) f(z,), (4.60)

rz€ERx yERy

siempre y cuando la suma converja absolutamente.

Caso Continuo:

conx.v) = [ ) / (o — ) — ) flay)dady,  (461)

stempre y cuando la integral converja absolutamente.

Teoremas sobre la varianza y la covarianza

Teorema 4.5.6 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional, y si Z =
o(X,Y) define una variable aleatoria que es funcion de las variables aleato-

ras X y Y, entonces
var(Z) = B(Z%) — u%, (4.62)

Demostracién: Mediante la definicién 4.5.2 y el uso de los teoremas 4.5.4,
4.5.2 y 4.5.3, se obtiene lo siguiente:

var(Z) = E((Z - puz)’),
= BE[Z*® = 2u77 + i),
E(Z%) - QMZE[Z] + Elug],
= E[Z%] - ZMZ + pz,
(2°) - |

El teorema anterior implica que, si Z = ¢(X,Y) = X, entonces

&=

var(X) = E(X?) — %, (4.63)
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de manera andloga, si Z = ¢(X,Y) =Y se obtiene
var(Y) = E(Y?) — u3.. (4.64)

Teorema 4.5.7 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional, y si Z =
o(X,Y) define una variable aleatoria que es funcion de las variables aleato-
rias X y Y; si ademds, C es una constante, entonces

a) var(CZ) = C*var(Z)
b) var(Z + C) = var(2)

Demostracion: De acuerdo con la definicién 4.5.2 y el teorema 4.5.3, se
tiene:

a) wvarl[CZ] = E[(CZ— E(CZ))?,

— E[CYZ - ),
= C°E[(Z - pz)’],
= C*var(Z2).

b) wvar[Z+C| = E[(Z+C)—E(Z+C))3,
C) — 2

= El((Z+ (nz +C))7;
= B((Z - uz),
= var(Z). |

Teorema 4.5.8 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional, entonces

cov(X,Y) = E(XY) — uxpy (4.65)

Demostraciéon: Mediante la definicién 4.5.3 y el uso de los teoremas 4.5.4,
4.5.2 y 4.5.3, se obtiene lo siguiente:

cov(X,Y) = E[(X —pux)Y — py)l,

= E[XY] - pxElY] - py E[X] + Elpxpy],
XY) — uxpy — pypix + pxpfy,
XY) —pxpy. |
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Teorema 4.5.9 Si (X,Y) es una variable aleatoria bidimensional, entonces

var(X £Y) =wvar(X) +var(Y) £ 2cov(X,Y) (4.66)

Demostracion: Mediante el uso de la definicién 4.5.2, y el teorema 4.5.6,
donde Z = X 4+ Y, de manera que, puy = pux + py, se tiene:

var(X +Y) = E[(X +Y)’] = (ux + py)?,
= BE[X?+2XY +Y? — 1§ — 2uxpy + piy),
= E[X?]|+2E[XY]+ E[Y?
—/@( = 2pxpy — M?/L
= [B(X?) = px] + [B(Y?) — uy]
+2[E(XY) — pxpy],

2 2

Se deja al lector la demostracion para el caso de la resta de X y Y.

Ejemplo 4.5.5 Considérese la variable aleatoria bidimensiona discreta que
se definio en el ejemplo 4.5.2.

a) Las varianzas de las variables aleatorias X y Y.
b) La covarianza de X y Y.

¢) La varianza de X+Y.

Solucioén:

a) De acuerdo con el teorema 4.5.6 se requieren las esperanzas E(X?) y
E(X) para determinar la varianza de X. Para calcular la esperanza de X? se
recurre a la tabla siguiente:

Xy [ o [ 1 ]2 [AWY]
0 [ 16/36 ] 8/36 | 1/36 | 25/36
1 [ 8/36 | 2/36 | 0 |10/36
2 [ 1/36 | 0 0 | 1/36
filx) [ 25/36 [ 10/36 | 1/36 | 1
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De acuerdo al teorema 4.5.1

3
E(X?) = ) aifilz),
i=1
10
= — +4(1/36
o+ 4(1/30)
14
36
Se sabe que F(X) = 12/36, de manera que,

3
var(X) = B(X?) — p% = s

De manera analoga se procede con la variable aleatoria Y.

B(Y?) = Z y2 fa(y),

10
= — +4(1/36

7
18
Se sabe que E(Y) = 12/36, de manera que,

5

var(Y) = B(Y?) — p} = —.
18

b) La covarianza se determina de acuerdo con el teorema 4.5.8

1

cov(X,Y) = B(XY) = E(OBE(Y) = — .

¢) La varianza de la suma se determina de acuerdo con el teorema 4.5.9.

4
var(X +Y) =var(X) +var(Y) + 2cov(X,Y) = 9

Ejemplo 4.5.6 Considérese la variable aleatoria bidimensional del ejemplo
4.5.8. Calcular:

a) Las varianzas de las variables aleatorias X y Y.
b) La covarianza de X y Y.

¢) La varianza de X+Y.
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Solucidén: Las funciones de densidades marginales para X y Y se determi-
naron en el ejemplo 4.3.2.

filz) = 43, 0< 2 <1,
! N 0, en otro caso.

[ 4y(l—g?), 0<y<1,
fly) = { 0, en otro caso.

Se calculardn las esperanzas de X2 y de Y2
a) De acuerdo con el teorema 4.5.1,

B) = [ s,

o0

1
= 4/ zodz,
0

611
"E|0’

SO

De manera analoga,

B(Y?) = / " hy)dy,

De acuerdo con el teorema 4.5.6

2

var(X) = E(X?)—px = o5
66
Y) = E(Y?) — 12 =—.
var(y) = E(Y) - =

b) La covarianza se determina de acuerdo con en teorema 4.5.8

4

cou(X,Y) = B(XY) ~ E(X)E(Y) = .



Probabilidad y Estadistica 189

c¢) La variaza de la suma se determina de acuerdo con el teorema 4.5.9.

80
var(X +Y) =var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y) = 295"

Ejemplo 4.5.7 Para la variable aleatoria bidimensional continua que se dis-
cutio en el ejemplo 4.5.4, determine:

a) Las varianzas de las variables aleatorias X y Y.
b) La covarianza de X y Y.

¢) La varianza de X+Y.

Solucion:

a)

De acuerdo con el teorena 4.5.6
var(X) = B(X?) - =

var(y) = E(Y?)— i =
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b) La covarianza se determina de acuerdo con en teorema 4.5.8

cou(X,Y) = E(XY)—EX)E(Y),
= S-@BEM),

= 0.

c¢) La varianza de la suma se determina de acuerdo con el teorema 4.5.9.

var(X +Y) =var(X) +var(Y) = g

4.6. Independencia de dos o mas variables
aleatorias

En esta seccion se estudiaran conceptos relacionados con la independencia
de eventos, estudiados en el capitulo 1. Para comenzar recuérdese que para
dos eventos A y B, la probabilidad condicional del evento A dado que B ha
ocurrido se definié como,

P(AN B)

P(A’B) = W7

si P(B) > 0.

Por otro lado, se sabe que para dos variables aleatorias discretas X y Y,
X =2y Y =y, definen eventos en el espacio muestral S. De manera que
si se identifican A y B con los eventos descritos en términos de las variables
aleatorias X y Y, la ecuacién anterior se puede expresar mediante,

P(X =z]Y =y) = PX =2¥V =y)

PY =y)
f(@,y) :
) si fo(y) > 0.

Esta probabilidad se define de manera precisa a continuacion y se extiende
el concepto para variables aleatorias continuas.

Definicién 4.6.1 (Funciones de probabilidades condicionales) Si (X,Y)
son dos variables aleatorias discretas, cuya funcion de probabilidad conjunta
es f(x,y) y con las funciones de probabilidad marginales fi(z) y fi(y) para
las variables X y Y, respectivamente:

Se define la funcion de probabilidad condicional de la variable aleatoria X,
dado que Y=y mediante,

f(x,y)
f2(y> 7

filzly) = si f2(y) # 0. (4.67)
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De manera andloga se define la funcion de probabilidad condicional de la
variable aleatoria Y, dado que X=x mediante,

_ Sy e

Definicién 4.6.2 (Funciones de densidades condicionales) Sean (X,Y)
es una variable aleatoria bidimensional continua, cuya funcion de densidad

conjunta es f(x,y) y con las funciones de densidad marginales fi(z) y f2(y)

para las variables X y Y, respectivamente:

Se define la funcion de densidad condicional de la variable aleatoria X, dado

que Y=y mediante,

_ fly)
filzly) = AR fay) # 0. (4.69)

De manera andloga se define la funcion de densidad condicional de la variable
aleatoria Y, dado que X=x mediante,

= ) st f1(@
falylz) = ACE fi(z) #0. (4.70)

Si X y Y son dos variables aleatorias continuas, y si A y B son dos even-
tos tales que, A se encuentra en el recorrido de X y B se encuentra en el
recorrido de Y, entonces es posible hallar la probabilidad de que el evento
A ocurra dado que un evento particular Y = y ha ocurrido, para lo anterior
simplemente se sumarda g(x|y) sobre todos los x € A; es decir,

PAY =y) = ) fi(zly). (4.71)

r€Rx

De manera analoga se determina la probabilidad de que el evento B ocurra
dado que un evento particular X = x ha ocurrido, para lo anterior simple-
mente se sumard h(z|y) sobre todos los y € B; es decir,

PBIY =y) = 3 Ly, (4.72)

yERy

Si X y Y son dos variables aleatorias continuas, y si A y B son dos
eventos tales que, A = {a < X < b} se encuentra en el recorrido de X y
B = {c¢ <Y < d} se encuentra en el recorrido de Y, entonces es posible hallar
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la probabilidad de que el evento A ocurra dado que un evento particular
Y = y ha ocurrido, para lo anterior se integrard g(x|y) sobre el intervalo
dado; es decir,

PAY =) = Pla< X <blY =) = / £ (ly)de. (4.73)

De manera andloga se determina la probabilidad de que el evento B ocurra
dado que un evento particular X = z ha ocurrido,

d
PBlY =y)=Plc<Y <d|X =2x) = / fa(y|z)dy. (4.74)

Ejemplo 4.6.1 Una compania dulcera distribuye cajas de chocolates con una
mezcla de tres tipos de chocolate: cremas, chiclosos y envinados. Suponga
que el peso de cada caja es de un kilogramo, pero los pesos individuales de
las cremas, de los chiclosos y de los envinados varian de una caja a otra.
Para una caja seleccionada aleatoriamente X y Y representan el peso de
las cremas y de los chiclosos, respectivamente, y suponga que la funcion de
densidad conjunta de estas variables es,

fa,y) = 2zy, s510<2x<1,0<y<l,z+y<1
Y= 0, en cualquier otro caso.

\

1 >

Figura 4.10: Regién donde f(z,y) # 0

a) Encuentre la densidad marginal para el peso de los chiclosos.
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b) Encuentre la probabilidad de que el peso de los chocolates de cremas en
una caja sea menos de 1/8 de kilogramo, si se sabe que las chiclosos
constituyen 3/4 del peso.

Solucion:
a) En la figura 4.10 se muestra la regién donde la funcién de densidad
conjunta es diferente de cero.
A continuacién se calcula la marginal requerida.
De acuerdo con la definicién 4.2.2,

faly) = / " Fluy)du

i) Si 0 <y < 1, entonces

1—y
fly) = 21 uydn (4.75)
0
1-y
= 24 d 4.76
| v (4.76)
= 12y(1 —y)* (4.77)

ii) En cualquier otra regién f(z,y) = 0y por lo tanto, fo(y) = 0.
Por lo anterior,

[ 12y(1—y)?, 0<y<1,
faly) = { 0, en otro caso.

b) De acuerdo con la ecuacién 4.74,

b
PO< X <1/8)Y =y) = / fi(zly)dx,

1/8

= i fi(z|3/4)dz,

1/8
= 32/ xdzx,
0

= 16(1/8)",
1

1
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Variables aleatorias independientes

El el capitulo 1 se estudié el concepto de eventos independientes. Re-
cuérdese que si A y B son dos eventos, éstos se consideran independientes si
la ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabilidad de que el otro ocurra.
Esta forma intuitiva permitié establecer la independencia estadistica de los
eventos A y B como:

P(A|B) = P(A) y P(B|A) = P(A).

Las ecuaciones anteriores generan dificultades tedricas cuando se trabaja con
un numero relativamente grande de variables aleatorias. Sin embargo, las dos
condiciones anteriores se satisfacen cuando se requiere que,

P(AN B) = P(A)P(B),

y permite establecer de manera conveniente la independencia estadistica de
dos o mas variables aleatorias.

Definicién 4.6.3 (Variables independientes) Si X y Y son dos variables
aleatorias, ambas continuas o ambas discretas, y f(x,y) es su funcion de prob-
abilidad (o densidad) conjunta, segin corresponda. Se dice que X y Y son
variables aleatorias estadisticamente independientes o simplemente indepen-
dientes, si y solo st,

flz,y) = fi(x) faly), (4.78)

para todo (z,y) en el rango de (X,Y). Donde fi(x) y f2(y) son las probabili-
dades(o densidades) marginales de X y Y, respectivamente.

El concepto anterior de independencia se generaliza facilmente para vari-
ables aleatorias n-dimensionales. Si (Xi, X, ..., X,,) discreta (o continua)
define una variable aleatoria n dimensional, se dice que las variables aleato-
rias { X1, Xo,..., X, } son independientes si y solo si la funcién de probabil-
idad conjunta (o de densidad conjunta) puede expresarse como el producto
de las probabilidades (o densidades) marginales de las variables aleatorias en
todo el recorrido de la variable n-dimensional; es decir, si

[y ae, o wn) = fi(m) fa(2a) - fulzn) (4.79)
De manera equivalente, si (X7, Xs,...,X,) define una variable aleatoria n
dimensional, entonces se dice que las variables aleatoria {X;, Xs,...,X,}

son independientes si y solo si la funciéon de distribucién conjunta puede
expresarse como el producto de las distribuciones marginales de las variables
aleatorias en todo el recorrido de la variable n-dimensional; es decir, si

F(zy,z9,...,2,) = Fi(z1)Fa(za) . .. Fu(z). (4.80)
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Ejemplo 4.6.2 Las variables aleatorias definidas en los ejemplos 4.5.5 y
4.5.6 no son variables independientes. En el primer caso la funcion de proba-
bilidad conjunta no corresponde al producto de las funciones de probabilidades
marginales.

16
F0.0) = 2.

J1(0)£2(0) = (25/36)(25/36),
f(0,0) # f1(0)£2(0).

En el sequndo caso la funcion de densidad conjunta tampoco corresponde al
producto de las densidades marginales.

f(z,y) =0, {0 <r <Lz <y<1}
fi(@) faly) = 162°y(1 — 9?), {(z,9)0 <z <1,z <y<1}
f(x,y) # fi(z) fa(y), {0 <z <1z <y< 1}

Ejemplo 4.6.3 Determine la funcion de distribucion conjunta para las vari-
ables aleatorias X y Y definidas en el ejemplo 4.5.7

Solucion: Las variables aleatorias X y Y son independientes, dado que

B oy 0<2x<1,0<y<1,
flzy) = {() en otro caso.

2 0< 2z <1,
hlz) = {O en otro caso.

_ 2y, 0<y <1,
TEIC { 0  en otro caso.

flx,y) = fi(z)fa(y).

Algunos resultados obtenidos anteriormente se simplifican si las variables
aleatorias X y Y son independientes, como se establece en el siguiente teo-
rema.

Teorema 4.6.1 Si (X,Y) es una variable bidimensional y si X y Y son vari-
ables aleatorias independientes, entonces

a) E(XY)=EX)E(®Y). (4.81)
b)  cov(X,Y)=0. (4.82)
c)  wvar(X +Y) =var(X)+var(Y). (4.83)
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Demostracion:
a) De acuerdo con el teorema 4.5.1,

B(XY) = / / F(w,y)dady. (4.84)
Dado que las variables aleatorias X y Y son independientes, entonces

f(z,y) = fi(z) fa(y). (4.85)

Sustituyendo la ecuacién 4.85 en la 4.84,
E(XY) = / / f(z,y)dzdy,

-/ Z / Z f1(2) faly)dady,
-/ Z A [ iy
E(X)E(Y).

Los incisos b y ¢ se obtienen como consecuencia de este resultado y de
los teoremas 4.5.8 y 4.5.9 . JE! inciso ¢ representa una propiedad muy
importante para la estadistica, de manera que es necesario enunciar la gen-
eralizacién.

Teorema 4.6.2 Si (X1, Xs,...,X,,) define una variable aleatoria n dimen-
sional, y si las variables aleatorias { X1, Xa, ..., X,,} son independientes, en-
tonces

var(X,; + Xo + ...+ X,,) = var(Xy) +var(Xs) + ... var(X,).  (4.86)

Demostracion: El teorema se demuestra por el método de induccion matematica.
La demostracion se deja al lector.

El coeficiente de correlacion

Si (X,Y) es un variable aleatoria bidimensional, surge la necesidad de
indagar qué tipo de relacién funcional existe entre ellas. El problema no
es simple de abordar; sin embargo, al menos parcialmente, este problema
puede abordarse a partir del coeficiente de correlacion, el cudal se presenta a
continuacion.
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Definicién 4.6.4 (El coeficiente correlacién) Si (X,Y) es una variable
aleatoria bidimensional, se define el coeficiente de correlacion de las variables
Xy Y como:

PXYy = . (487)

St pxy = 0 se dice que las variables son no correlacionadas.

Obsérvese que si X y Y son variables aleatorias independientes entonces
oxy = 0,y por lo tanto, p = 0. Por otra lado, si X =Y, entonces p = 1. Para
tener una interpretacién adecuada del coeficiente de correlacion, es necesario
demostrar algunos resultados.

Teorema 4.6.3 Si X y Y son dos variables aleatorias independientes, en-
tonces pxy = 0.

Demostracion: Dado que las variables X y Y son independientes, entonces
cov(X,Y) = oxy =0,y por lo tanto, pxy = 0. JEI teorema 4.6.3 significa
que si las variables aleatorias X y Y son independientes, entonces las variables
aleatorias son no correlacionadas. El reciproco de este teorema es falso; es
decir que si X y Y son variables no correlacionadas, no se deduce de este
hecho que sean independientes.

Ejemplo 4.6.4 Considérese el experimento que consiste en lanzar un par
de dados equilibrados. Sean X y Y los resultados del primer y sequndo da-
do, respectivamente. St las variables U y V se definen como se muestra a
continuacion,

U = X+Y,
V = XY

a) determine el factor de correlacion de Uy V,

b) determine si Uy V son independientes.

Solucién: a) Se calculara la covarianza de U y V.

cov(U, V) = E(UV) - EU)E(V),
= BE(X4+Y)(X-Y)-EX+Y)E(X -Y),
= E(X?-YH))-EX+Y)E(X-Y),
= 0.



198 Ricardo Ceballos Sebastian

Dado que la covarianza es cero, entonces el factor de correlacion es cero vy,
por lo tanto, las variables U y V son no correlacionadas.
b) Los recorridos de las variables U y V son:

Ry = {2,3,...,12}
Ry = {=5,...,0,...,5}

Considérese, por ejemplo, que U =2y V = —5.

P(U =2)P(V = —5) = (3_16> (%) |

Por otro lado, dado que z +y =2 y  —y = —5 es un sistema de ecuaciones
lineales inconsistente, (corresponde al evento imposible) entonces

P(U =2,V =-5)=0,
en consecuencia,
P(U =2,V =-5)# P(U=2)P(V =-5).
Lo anterior significa que U y V no son variables aleatorias independientes.

Teorema 4.6.4 S1 X y Y son dos variables aleatorias cualesquiera, entonces
—1<pxy <1.

Demostracién: Sean U = X — ux y V =Y — uy, definase el polinomio en
t como:

p(t) = E[(Ut+V)?]. (4.88)
Desarrollando el binomio al cuadrado,
p(t) = E[U**+2UVt+ V7,
= E[U?|t +2E[UV]t + E[V?],
= oxt’ +20xyt + oy (4.89)
La ecuacién 4.89 puede expresarse como:

p(t) = At* + Bt + C. (4.90)

donde A = 0%, B=20xy y C = o%.
Las raices del polinomio anterior estan determinadas por

_ —B+VB?—4AC

t
2A

(4.91)
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Dado que p(t) > 0, de acuerdo con la ecuacién 4.88, entonces sus raices son
complejas o a lo més tiene una sola raiz real, de manera que el discriminante,
B? — 4AC, debe ser menor o igual que cero; por lo tanto,

B? —4AC = 40%y — 40505 < 0.
Realizando los cédlculos correspondientes se obtiene,
2 2 2
oxy < 0x0y,

2
Oxy

<1
okoy T
pg{Y S 1’
-1<pxy < 1. 1
Teorema 4.6.5 Si X y Y son dos variables aleatorias tales que Y = AX+B,
entonces piy = 1. Ademds, pxy =1 si A >0y pxy = —1 si A <.

Demostracion: La media, la varianza y la desviacién estandar de Y son:
E(Y) = E(AX+B)=AE(X)+ B,
var(Y) = war(AX + B) = A%var(X),

oy = /A?var(X) =|Al|ox.

Por otro lado,
Ooxy = E(XY) - E(X)E(Y),
= E[X(AX + B)] - E(X)E[(AX + B)),
— AE[X? + BE[X]| — AE*[X] - BE|X],

= Avar(X),
por lo anterior, el coeficiente de correlacién es:
Ac? A
P Ay 1A

La pregunta que se debe plantear ahora es si el reciproco del teorema anterior
es verdadero. Se abordara este problema de una manera informal. Considérese
que pxy = 1, de manera que el polinomio p(t) descrito por la ecuacién 4.88
tiene una raiz tnica. Sea t; la raiz del polinomio, entonces p(ty) = 0, por lo
tanto,

B0+ V) = o,
ElUto+V] = tE(U)+ E(V) =0,
var[Uty+V] = 0.
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De acuerdo con el teorema de Chebyshev, P(|X —pu| <€) > 1— ‘6’—22 Aplicado
a la variable Uty + V se concluye que,

P(lUty+ V] <e)=1.
La ecuacién anterior es valida para todo € > 0; por lo tanto, Uty + V = 0,
Uto+V =to(X —pux) + (Y —py) =0.
Realizando el dlgebra se obtiene,
Y = —toX + py — toux

La tltima ecuacién es de la forma Y = AX + B.
En conclusion si pxy = 1 entonces, con probabilidad 1, Y = AX + B.

Propiedades reproductivas

Supdngase que X y Y son dos variables aleatorias con la misma distribu-
ciéon de probabilidad, si la variable aleatoria Z=X+Y tiene la misma dis-
tribucion que X y Y, entonces se dice que la distribucién en si misma tiene
propiedades reproductivas. Para el estudio de las propiedad reproductiva es
de gran utilidad la funcién generadora de momentos.

Teorema 4.6.6 Supongase que X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias inde-
pendientes cuyas funciones generadoras de momentos son Mx,, Mx,, ..., Mx,,
respectivamente. Entonces la funcion generadora de momentos de la variable
aleatoria Y = X1+ Xo + ... + X,, esta determinada por,

My (t) = My, () Mx, (1) ... My, (t). (4.92)

Demostracion: De acuerdo con la definicion 2.4.3,

“],

X1+ X2+ Jan)]

My(t) =

I
Djtij

€ )

(tX1+tX2+.. -‘rtXn)]

|
&

E

tX1 tXQ tXn]

dado que las variables son independientes,
B Bl

= My(t) = (Mx, (t)Mx,(t)... Mx,(t). |}

[e
[e"
e
[e
Ele
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Teorema 4.6.7 (Propiedad reproductiva de la normal) Supdngase que

Xy, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes con distribuciones
2 2 2
N(:ula Ul)a N(/”’270-2>7 s 7N(,un7 Un)a
respectivamente. Si aq, as, . . ., a, son constantes, entonces la variable aleato-

ria Y = a1 X1 + as Xy + ... + ao X, tiene distribucion N(u,o?), donde

n

po= Zaiﬂm (4.93)

o’ = Y alol. (4.94)

Demostracién: La demostracion se basa en los teoremas 2.4.3 y 2.4.4.
De acuerdo con la ecuacion 3.64, las funciones generadoras de momentos de
las variables aleatorias X; estan determinadas por:

My = elitT3oi® 5 =19, n. (4.95)

7

Como las variables aleatorias X; son independientes, entonces por el teorema
4.6.6

My = MxMy,...Mx,,
_ <6m<a1t>+éa%<a1t>2> <6u2(a2t)+%0§(a2t)2>

<6“" (ant)+%05 (ant)2 )
)

6[(a1p1+a2p2+...+anun)t+%(a%a%—l—a%a%—i—...—i—a%a%)tﬂ

De acuerdo con el teorema 2.4.3 la variable aleatoria Y tiene distribucion
normal con media y varianza determinadas por:

n
o= §aiﬂz‘a
i
n
2 _ 2 2
ot = E‘%’Uz‘- |
i

Corolario 4.6.1 St X1, X5, ..., X, son variables aleatorias independientes
que tienen distribuciones normales idénticas con media p y varianza o2, en-
tonces la variable aleatoria Z = X+ Xo+. ..+ X, tiene distribucion normal

con media N(u,0?), donde

po= Zm, (4.96)

ot = Za?. (4.97)
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Demostracién: Se obtiene tomando todas las constantes a; = 1,i=1,2,...,n. |}

Ejemplo 4.6.5 Tres resistores se conectan en serie en un circuito. La re-
sistencia eléctrica R; de cada resistor tiene distribucion normal con E(R;) =

100Q y var(R;) = 5Q2. Calcule la probabilidad de que la resistencia total del
circuito sobre pase los 303 )

Solucidén: La resistencia total de un circuito en serie es la suma de las re-
sistencias, de manera que si se define R = R; + Ry + R3. Esta variable
aleatoria representa la resistencia total del cicuito. La variable aleatoria
R tiene disctribucién normal con media ¢ = 3E(R;) = 30012 y varianza
o = 3var(R;) = 15Q% Se requiere determinar P(R > 305).

P(X >305) = 1- P(X < 305),

= 1- P(Z S Zl),
= 1- F(Zj),
donde 300 — 305
-1 387 )

P(X >49) = 1-— F(-1.29),
= 1-—0.0985,
0.9015.

Teorema 4.6.8 (Propiedad reproductiva de la x2) Supdngase que X1,
Xy ... Xy son variables aleatorias independientes con distribuciones an,xfm,
Xik: respectivamente, entonces la variable aleatoria Z = X1+ Xo+ ...+ X,
tiene distribucion x?2, donde

n=mny+ng+...+ny. (4.98)

Demostracion: La demostracion es analoga al caso anterior, considerando
que la funcién generadora de momentos estd determinada por la ecuacién

3.61.
1

(1 —2t)"/?

Los detalles se dejan para el lector. |

My, = i=1,2,.. .k
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Teorema 4.6.9 Si X es una variable con distribucion normal estandar, en-
tonces Z = X? tiene distribucion 2.

Demostracién: Se sabe que X tiene distribucién N(0, 1), es decir, la funcién
de densidad esta determinada por,
1 22
T) = e 2, —oo<x<o0. 4.99
fl@) = = (4.99)
La funcién de densidad de Z = X? puede calcularse mediante el teorema
2.1.3

09 = 5= (V2 + F(=vE)). (4.100)

De las ecuaciones 4.99 y 4.99 se obtiene,

1 I, = _:
o) = o= (et e).
1 1
()
La funcién de densidad determinada por g(z) corresponde a una distribu-

cién chi-cuadrado con un grado de libertad, x?, como puede verificarse en la
ecuacion 3.58.

ol

Teorema 4.6.10 Supongase que X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias in-
dependientes, todas con distribucion N(0,1). Entonces la variable aleatoria
Z=X}+X3+...+ X? tiene distribucion x2.

Demostracion: Se sigue de los teoremas 4.6.9 y 4.6.8. Dado que las X; tienen
distribucién normal esténdar, entonces todas las X? tendrdn distribucién chi-
cuadrado con un grado de libertad. La suma de las X? tendrd distribucién
chi-cuadrado con n grados de libertad. |

Ley débil de los grandes niimeros

Teorema 4.6.11 (Ley débil de los grandes ntmeros) Supongase que X7,
Xa, ..., X, son n variables aleatorias independientes (discretas o continuas)
idénticamente distribuidas, todas con media p y varianza o*. Si

X1+ Xo+.. .+ X,

Y

X =

n

entonces
lim P (| X —p| >€) =0. (4.101)

n—oo
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Demostraciéon: De acuerdo con los teoremas 4.5.5 y 4.86

EX) - E<X1+X2+...+Xn)7

— X1+ Xo+... + X,
var(X) = var( (i e A ),
n
1 n
= var(X;),
i=1
1 &
= Z
i=1
o2
B

Aplicando el teorema de Chebyshev (teorema 3.3.1) a la variable aleatoria X
se obtiene

- - X
P(X - BX)| 2 < Y
— 0‘2
P(‘X_MZG) < e’
, — o2
M P(X=nfz9 =l =0 0

La variable aleatoria X es la media aritmética de las variables X7, Xs, ...,
X,. Este teorema establece que: la probabilidad de que la media aritmética
difiera de su media una cantidad mayor que € tiende a cero a medida que
n — oo. En el capitulo 5 se interpretara a la variable aleatoria X como
la media muestral de una muestra aleatoria de tamano n tomado de una
poblacién f(x) con media poblacional y y varianza poblacional o2,



Capitulo 5

Estadistica parametrica usando
estimacion y prueba de
hipotesis

La estadistica se divide en dos ramas: La estadistica descriptiva y la es-
tadistica inferencial. La estadistica descriptiva se ocupa de recolecctar, clasi-
ficar, organizar y presentar los datos de un experimento. Por otro lado, la
estadistica inferencial se ocupa del estudio de los métodos y procedimien-
tos inductivos (que van de lo particular a lo general) para determinar las
propiedades de una poblacion estadistica. En este capitulo se estudiaran los
conceptos y las técnicas de la estadistica inferencial. Para comenzar esta
unidad se presentard una breve introduccién de la teoria del muestreo.

Introduccién a la teoria del muestreo

Poblacién y muestra

El el capitulo 1 se defini6é experimento como cualquier proceso que genere
un conjunto de datos. El conjunto de todos los datos se conoce como poblacion.
Si la poblaciéon consta de un ntimero finito de datos, el total de éstos se
conoce como tamano de la poblacion. Por otro lado, se conoce como muestra
a cualquier subconjunto finito de datos tomados de la poblacién. El nimero
de datos que componen la muestra se conoce como tamano de la muestra.

Parametros de la poblacion e inferencia estadistica

En general, los datos que constituyen la poblacién son mediciones u ob-
servaciones de una variable aleatoria X cuya funcién de probabilidad o (de

205
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densidad) f(x) puede ser conocida o no. Por lo anterior, la poblacién se de-
nomina en términos de la distribucién correspondiente a f(z), por ejemplo,
si f(x) = b(x;n,p) (ver la definicién 3.1.3) se dird que la poblacién tiene
distribucién binomial. La funcién f(z) depende de ciertos pardmetros, éstos
se conocen como parametros poblacionales.

En la practica generar los datos implica disenar los experimentos de tal man-
era que puedan observarse las variables que son de interés para el observador.
La obtencién de todos los datos de un experimento puede llegar a ser un tra-
bajo impractico o imposible. En consecuencia, al realizar estudios estadisti-
cos, se opta por determinar una muestra representativa de la poblacion y, a
partir de los resultados encontrados en ésta, se busca inferir conclusiones so-
bre las propiedades de la poblacién. Este proceso se conoce como inferencia
estadistica.

Muestreo aleatorio y distribuciones muestrales

El procedimientro mediante el cual se obtiene una muestra de la poblacién
se conoce como muestreo. Se dird que la muestra es sesgada si el muestreo
sobrestima o subestima una caracteristica de la poblacion, lo cual ocurre con
mucha frecuencia cuando se descarta a un segmento de la poblacién. Para
eliminar el sesgo en un estudio estadistico se requiere que la muestra sea
representativa de la poblacién y esto solo puede lograrse si todos los elementos
de la poblacién tienen la misma oportunidad de formar parte de la muestra.
El proceso de muestreo puede englobarse en dos casos muy generales, los
cuales se discuten a continuacién.

Muestreo con y sin reemplazo

1. El primer caso se discutié en el capitulo 1. La poblaciéon se compone
de un conjunto de N objetos, los cuales poseen la caracteristica X.
Por ejemplo, la poblacién puede formarse de todos los articulos de un
lote, donde cada articulo puede caracterizarse como defectuoso X = 0
o no defectuoso X = 1. Los objetos que componen la poblacién pueden
numerarse como 1,2,..., N. La obtencion de una muestra de tamano
n puede realizarse de dos maneras: con reemplazo y sin reemplazo. En
ambos casos se supone que los objetos no pueden ser observados (o
medidos) sino hasta después de haber sido extraidos de la poblacién.
Una muestra de tamano n, extraida de la poblaciéon, es una n-ada
(x1,x9,...,x,) de valores de la caracteristica medible X. Si se de-
finen n variables aleatorias X;, Xs,..., X, donde la variable X; toma
el valor x; que se obtiene en la i-ésima mediciéon con ¢ = 1,2,...n,
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entonces la n-ada (z1,9,...,2,) es una medicién de la variable n-
dimensional (X, Xs,...,X,). La distribucién de probabilidad de la
variable n-dimensional (X3, Xy, ..., X,,) dependera de si el muestreo se
realiza con reemplazo o sin reemplazo.

a)Si el muestreo se realiza con reemplazo, es decir, el objeto se devuelve
a la urna (o al lote) antes de realizar la siguiente extraccién, entonces
las condiciones bajo las cuales se realiza la i-ésima extracién (1 < i < n)
son idénticas a la que se tenian al realizar la primera extraccion y, por lo
tanto, las variables aleatorias X; para ¢ = 1,2,...n son independientes
y tienen la misma distribucién que la variable aleatoria X, luego

P(Xl :j17X2 :j27' . XTL :]n) = f(jl)f(j?) . f(jn)a
donde 5, =1,2,...,n.

b)Si el muestreo se realiza sin reemplazo, entonces las condiciones bajo
las cuales se realiza la i-ésima extracién (1 < ¢ < n) no son idénticas a
las que se tenian al realizar la primera extraccién y, ademds, las vari-
ables aleatorias X; no son independientes. La funcion de probabilidad
conjunta puede expresarse como:

1
N(N—-1)...(N—n+1)’
donde 3, =1,2,...,n.

P(Xi=5,Xo=1J2,.. Xp=Jn) =

2. La segunda situacion se presenta en las ciencias fisicas y la ingenieria.
En este caso la poblacion no consiste de un conjunto de objetos, sino
de un conjunto infinito de posibles resultados para una cantidad med-
ible X con funcién de densidad f(x) y que resulta de interés para
el investigador. Para obtener una muestra de tamano n, es decir, n
mediciones de la variable aleatoria X, se disena un experimento que
permita medir la caracteristica X obteniéndose un valor z;. El experi-
mento se repite nuevamente, bajo las mismas condiciones para obtener
una segunda medicion zo de X, y asi sucesivamente, hasta obtener
una medicién z,, de X. Todas las mediciones se realizan de manera
independiente y bajo las mismas condiciones. Al final se tiene una
muestra {x, T, ..., x,} de la caracteristica medible X. Si se definen n
variables aleatorias X7, X, ..., X,, donde la variable X; toma el valor
x; que se obtiene en la i-ésima medicién con i = 1,2,...n. De es-
ta manera, la n-ada (x1,zs,...,7,) es una medicién de la variable n-
dimensional (X1, Xo,...,X,) . Dado que las mediciones se obtuvieron
bajo las mismas condiciones y de manera independiente, entonces las
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variables aleatorias Xi, Xo,..., X, tienen la misma distribucion que
X y ademas son independientes; por lo tanto, su funcién de densidad
conjunta esta determinada por:

flzy, 2o, ..o ) = flzr) f(x2) ... f(x). (5.1)

Muestras aleatorias

Definicién 5.0.5 (Muestras aleatorias) Sea X una variable aleatoria con
distribucion de probabilidad determinada (normal, binomial, etc...). Se dice
que (X1, Xo, ..., X,,) es una muestra aleatoria de X, si las variables aleatorias
X1, Xo, ..., X, son independientes y si tienen la misma distribucion que X.

Estadistico muestral

Definicién 5.0.6 (Estadistico) Si(Xi, Xo,...,X,) es una muestra aleato-
ria de una vartable aleatoria X, entonces se conoce como estadistico muestral
a cualquier funcion real U = ¢(X1, Xo, ..., X,).

Dado que U es una variable aleatoria, entonces el estadistico tendra asociado
una funcién de distribucién y pardmetros (como la media y la varianza).
De este modo, dado un estadistico U, se hablara de la distribucion y de los
parametros del estadistico U.

La media muestral

Definicién 5.0.7 (La media muestral) Si(X;, Xs,..., X,,) es una mues-
tra aleatoria de una poblacion especifica, entonces se conoce como la media
muestral al estadistico X definido como:

S
X=-%"x, 5.2
- 2; (5.2)
La varianza muestral
Definicién 5.0.8 (La varianza muestral) Si (X1, Xo,...,X,) es una mues-

tra aleatoria de una poblacion especifica, entonces se conoce como la varianza
muestral al estadistico S?* definido como:

P D (X - X)% (5.3)
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La desviacion estandar muestral

Definicién 5.0.9 (La desviacién estdndar muestral o error estandar)
La raiz cuadrada positiva de la varianza muestral se conoce como la desviacion
estandar muestral o error estandar; es decir,

S = > (X - X)2 (5.4)

Definicién 5.0.10 (Distribucién muestral) La distribucion de probalidad
de un estadistico se conoce como distribucion muestral del estadistico. Las
distribuciones muestrales de los estadisticos X y S? son de particular in-
terés, ya que a partir de su conocimiento es posible hacer inferencias sobre
la media y la varianza poblacional.

5.1. Estimacién de parametros

La inferencia estadistica puede abordase desde dos enfoques, conocidos
como el enfoque clasico y el enfoque bayesiano. El enfoque clédsico consiste en
obtener una estimacién de un parametro poblacional, considerado como un
valor desconocido pero fijo, a partir de una muestra aleatoria. En el enfoque
bayesiano la estimacion requiere de informacion adicional, que no proviene
de la muestra, y que se basa en la experiencia del observador. En esta seccion
se presentan los conceptos bésicos para comprender y desarrollar los métodos
del enfoque clasico de la estimacion.

Estimacion puntual y estimacién por intervalos

La estimacién de un parametro poblacional puede llevarse a cabo medi-
ante una muestra en conjunciéon con el uso de un estadistico. Considérese
que se obtiene una muestra aleatoria (Xi, Xi,...,X,) de un poblacién cuya
distribucién depende de un parametro desconocido 6. Para estimar el valor
de 6 se requiere de un estadistico. Si después de los procedimientos se re-
porta un valor numérico ¢ para estimar el pardmetro ¢, el proceso se conoce
como estimacién puntual. El valor 6 se conoce como la estimacion y corre-
sponde al valor del estadistico al sustituir los valores de la muestra. Por otro
lado, si al final de los procedimientos se reporta un intervalo en el cual el
parametro poblacional puede encontrarse, con cierta probabilidad, entonces
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el procedimiento se conoce como estimacién por intervalo. El intervalo deter-
minado mediante este proceso se conoce como intervalo de confianza. Dado
que se pueden tener diversos estadisticos para realizar la estimacién de un
parametro poblacional, es necesario establecer criterios para seleccionar el es-
timador mas adecuado para estimar el parametro poblacional, en el sentido
de que provea una mejor estimacion en términos probabilistico.

Definicién 5.1.1 (Estimador y estimacién) Supdngase que f(x;0) es la
Juncién de distribucion de una poblacion y que de ella se extrae una muestra
aleatoria (X1, Xo ..., X,) de tamano n. Si © = ¢(X1, Xs,..., X,) es el es-
tadistico que se utiliza para estimar el pardmetro poblacional 6, entonces 5
se conoce como estimador del pardmetro poblacional 6, mientras que el valor
que asume el estimador al sustituir los valores muestrales (x1, o, ..., T,) se

conoce como estimacion de 6 y se representa por 0; es decir,
0= p(xy,29,...,2,) (5.5)

Definicién 5.1.2 (Estimador insesgado) Supdngase © es un estimador

de un parametro poblacional 6, entonces se dice © es un estimador insesgado
de 6 si

E(©) =4, (5.6)
para todos los posibles valores de 6.
En la figura 5.1 se muestran las funciones de densidad de dos estimadores

(:)1 y O,. Se observa que O es un estimador insesgado del parametro pobla-
cional 6.

A
f(81)

Figura 5.1: Estimadores
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Ejemplo 5.1.1 Considérese una muestra aleatoria de tamano n tomada de
una poblacion f(x;p). Si se estima la media mediante el estimador

n

1
T:njtlz:Xi7

entonces

1 n

i=1
por lo tanto, T no es un estimador insesgado de .

Teorema 5.1.1 Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o*. Si
X es la media muestral de una muestra aleatoria de tamano n, entonces

a) E(X)=p

b) var(X) = %.

c¢) Si X estd distribuido normalmente, entonces X tiene distribucion nor-
mal.

Demostracion:
a) De acuerdo con la definicién 5.0.7 y las propiedades de la media estudiados

en el capitulo 4,

EX) = E(%i)()

nz:l
1TL

= SN BX
n; (X),
n .

Lo anterior significa que la media muestral X es un estimador insesgado de
la media g
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var(X) = E(X - p)’,

n2
=1
n
LS var(X)
= — var
n2 4 ’
=1
no?® o2
n? n

c) Se obtiene directamente de la propiedad reproductiva de la distribucién
normal (teorema 4.94). |}

Teorema 5.1.2 Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o*. Si
X es la media muestral y S? es la varianza muestral de una muestra aleatoria
de tamano n, entonces

a) E(S?) =

b) Si X estd distribuida normalmente, entonces la variable aleatoria

tiene distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.
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Demostracion:

a) Desarrdllese la siguiente suma:

n

(X —p+p-X),
=1

Z [(Xi— ) — (X = w)]”,
ST = ) = 20X — w)(X = ) + (X — )],

=1
n

D_(Xi— =2y (X = p)(Xi = ) + 3 (X = p)?,

i=1

D_(Xi— )t =2 =) 3 (Xi =)+ 3 (K = ),

=1

Aplicando las propiedades de la media a la ecuacién 5.7 se obtiene,

E(S?%)

= E

n

SOl —p)? = n(X —p)?]|,

=1

1

n—1

n

! D B(Xi=p)? = nB(X = p)?| .

n—1

= - i ] (Z var(X;) — nvar(7)> ,

Esto significa que la varianza muestral S? es un estimador insesgado de la
varianza poblacional o2.
b) De la ecuacién 5.7 se obtiene,

n

n

DX —p)=> (X=X +n(X —p).

=1

=1
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De la definicién de la varianza ( definicién 5.0.8) se sigue

Y (Xi—p)? = D (X=X +nX —p)?

i=1 i=1

Y (Xi—p)? = (n=1)S"+n(X - p)?,

1
Multiplicando la ecuacién anterior por —,
o

Z (Xia— M)Q B <n0_21) . (7;&) o)

Si se definen las variables aleatorias

Y = Zn:(Xia_“)z, (5.9)
v, — <”_1>S2, (5.10)

J— 2
X —

Y, = ( N “) 7 (5.11)
NG

entonces la ecuacion 5.8 puede expresarse como

Y =Y +Ya. (5.12)

De acuerdo en el teorema 4.6.10, la variable aleatoria Y definida por la
ecuacion 5.9 es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n
grados de libertad. El teorema 4.6.9 permite establecer que Y5 es una variable
aleatoria con distribucién chi-cuadrado y con un grado de libertad. Puede
probarse que las variables aleatorias Y y Y5 son independientes, de manera
que la propiedad reproductiva de la distribucién chi-cuadrado permite con-
cluir que Y] es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado y con
n — 1 grados de libertad. |

Definicién 5.1.3 (Estimador insesgado de varianza minima) Si O es
un estimador insesgado de un pardmetro poblacional 6, se dice que @1 es un
estimador insesgado de varianza minima o estimador mds eficiente, si para
cualquier otro estimador ©,, se cumple que

var(©y) < var(O,)
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En la figura 5.2 se representan las distribuciones de dos estimadores @1 y @2
para el mismo pardmetro 6. Se observa que var(©;) < var(©z). Si lo anterior
se cumple para cualquier otro estimador insesgado de 6, entonces @1 sera un
estimador insesgado de varianza minima para el parametro 6.

N
f(61)

I
I
I
I
I
I
I
0

Figura 5.2: Estimadores

Definicién 5.1.4 (Estimador convergente) Si © es una estimacion de
un pardmetro poblacional 0, entonces se dice que © es un estimador conver-

gente si, R
lim (|© — 0] >¢) =0 Ve>0, (5.13)

n—o0

o de manera equivalente st

Im (|(©— 0] <€) =1, VYe>0. (5.14)

n—oo

Ejemplo 5.1.2 Si la media muestral X se usa como estimador de la media
i, entonces, de acuerdo con el teorema 4.6.11

lim P(|X| —p>e€) =0, (5.15)

n—oo

por lo tanto, X es un estimador convergente.

Definicién 5.1.5 (El mejor estimador insesgado) Se dice que O es el
mejor estimador de un pardmetro poblacional 6 si se satisfacen las siguientes
condiciones

a) © es un estimador insesgado.

b) 0= a1 X1+ asXs + ...+ a, X, donde todas las a;, 1 = 1,2,...,n son
constantes.
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c) Si © es un estimador de varianza minima.

Hasta aqui solo se han definido las caracteristicas deseables de un estimador.
Existen varios métodos para obtener estimadores para un parametro pobla-
cional dado, en este trabajo no se abordaran dichos métodos. El lector intere-
sado encontrarda una amplia exposicion de estos métodos en la bibliografia
recomendada al final de este trabajo.

5.1.1. Estimaciéon puntual

__ Una estimacién puntual de un parametro poblacional ¢ es un valor tinico
0 del estimador ©.

Ejemplo 5.1.3 Si se usa la media muestral como estimador de la media
poblacional, entonces el valor unico

~ 1
r=— Lis
n <
=1
corresponde a una estimacion puntual de la media, donde {1, xs,...,2,}

son los valores de una muestra aleatoria de tamano n.

Ejemplo 5.1.4 Si se utiliza la varianza muestral como estimador de la var-
tanza poblacional, entonces el valor unico

2= S wm-B,

n—1 4%
i=1

corresponde a una estimacion puntual de la varianza, donde {1, xs,...,x,}
son los valores de una muestra aleatoria de tamano n.

Ejemplo 5.1.5 Las medidas de una muestra aleatoria corresponden a los
pesos 8.3, 10.6, 9.7, 8.8, 10.2, y 9.4 lb. a) Determine una estimacion puntual
de la media usando el estimador insesgado X, b) determine una estimacion
puntual de la varianza poblacional usando el estimador insesgado S?.

Solucion: Las estimaciones puntuales de la media y la varianza son:

sh
Il

6

Z(xi —9.5)% = 0.736.

=1

1
5

1 6
EZ . =9.5,
>
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5.1.2. Estimacién por intervalo

Si en lugar de determinar un valor tinico para un parametro poblacional
0 se determina un intervalo en el cual 6 puede estar contenido, con cierta
probabilidad, entoces la estimacién se conoce como estimacién por intervalo.
En una estimacién por intervalo el pardmetro poblacional § estard acotado
por dos estadisticos ©; y O, tal que

0, < < O,

Tanto @1 como @2 dependen del estimador y de la distribucion del mismo,
de tal manera que es posible determinar

PO, <0<0y)=1-q, (5.16)

paraun 0 < o < 1.

5.2. Intervalos de confianza(I de C)

El valor 1 — a en la ecuacion 5.16 se conoce como coeficiente de confianza
de (1 — a) o coeficiente de confianza del (1 — a)100 %.
El intervalo ((:)1 <0< @2) se conoce como intervalo de confianza para la
media y para el coeficiente de confianza del (1 — «)100 %.

La ecuacion 5.16 debe interpretarse como: 1 —« es la probabilidad de que
el intervalo aleatorio de confianza (O, ©,) contenga al parametro 6.
A continuacién se precisaran los conceptos anteriores analizando un caso
general.

Intervalo de confianza para la media cuando se muestrea
una poblacién normal con varianza conocida

Considérese una poblacién distribuida normalmente N (p, 0?), donde o es
conocida y u es el parametro poblacional que se requiere estimar. Supéngase
que (X1, Xo, ..., X,,) es una muestra aleatoria de la poblacién y que se utiliza
la media muestral para estimar p. De acuerdo con el teorema 5.0.7, X tiene
distribucién N (i, 0%/n), luego la variable estandarizada

_ X

a

vn

A

tiene distribucién normal estandar. En la figura 5.3 se muestra la funcién de
densidad de la variable aleatoria Z. Para precisar los pardmetros de la figura
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Figura 5.3: La distribucién normal

anterior obsérvese que:

Feop) = [ 7t [T o,

[e%¢) —Za /2
= F(-23)+(1-a),
= S+(-a)

Se debe tener siempre presente que z, /o corresponde al cuantil z;_q o.
Lo anterior permite establecer,

P(=z2a0 < Z < 2ap2) = 1—0
X —p

P(—Zajp < —5— < 2a2) = 1—q,
NG
g — g
P(_Za/2% <X — n < ZQ/Q%) = 1- o, (518)
g — g —
P<_Za/2% - X< —u < ZQ/QE —X) =1 -,

P(X_Za/Qﬁ %)

A continuacién se precisan algunas cantidades que aparecen en la ecuacion
5.19.

<< X+ Zas = 1-a. (5.19)

El valor 1 — « en la ecuacion 5.19 corresponde al coeficiente de confianza
del (1 — «)100 %.
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El intervalo de confianza para la media y para el coeficiente de confianza
de (1 — a)100 % es,

_ o — o
X —2q9—=, X 4+ 24/9—=), 5.20

La ecuacién 5.19 debe interpretarse como: 1 — a es la probabilidad de que

el intervalo aleatorio de confianza (X — Zaj2 7 X T+ Za /g\%) contenga a la

media p.

Los limites de confianza se determinan a partir de los estadisticos

(5.21)
(5.22)

Una vez que se tiene la muestra (x1,Zs,...,z,) el intervalo de confianza

puede expresarse como:
o

l271 =T x Za/2%’ (523)
Ejemplo 5.2.1 Un fabricante de fibras sintéticas desea estimar la tension
de ruptura media de una fibra. Disena un experimento en las que se observan
las tensiones de ruptura, en Newtons, de 16 hilos del proceso, seleccionados
aleatoriamente. Las tensiones son: 20.8, 20.6, 21.0, 20.9, 19.9, 20.2, 19.8,
19.6, 20.9, 21.1, 20.4, 20.6, 19.7, 19.6, 20.3, 20.7. Supongase que la tension
de ruptura de una fibra se encuentra modelada por una distribucion normal
con varianza de 0.45 Newtons. Construya un intervalo de confianza del 98 %
para el valor real de la tension promedio de ruptura promedio de la fibra.

Solucion: La estimacién puntual de la media es:
18
T=— . = 20.3812.
"7 16 ; ‘

Dado que el coeficiente de confianza es 0.98, entonces « = 0.02y «/2 = 0.01 y

por lo tanto, F'(Zy 1) = 0.99. De la tabla 4 del apéndice E se obtiene Zy o =

2.33. Los limites de confianza se determinan de acuerdo con la ecuacion 5.23
0.45

loq = 20.3812 + 2.33——= = 20.3187 & 0.2621, 5.24
2,1 \/E ( )
2\2 = 20.3812 + 0.26217 = 20.6433, (5.25)
2\1 = 20.3812 — 0.2621 = 20.1192, (5.26)

Finalmente, el intervalo de confianza para p del 98 % es:

20.1192 < p1 < 20.6433.
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5.3. 1de C, error estandar y tamano de mues-
tra

Considérese el siguiente desarrollo de la ecuacion 5.18,

P(—za/gi <X -pu< Za/gi) = l—aq,

Vi /n

— o
P(IX — p| < zqp2

%) 1—a. (5.27)

La cantidad
o

€= Zoe/Qﬁ?

se conoce como error absoluto y se denota como e. La ecuacién 5.27 se expresa
en términos del error absoluto como

(5.28)

P(X —pul<e)=1-a. (5.29)

En muchas situaciones se requiere determinar el tamano de la muestra de
tal manera que la ecuacion 5.29 se satisfaga para un e determinado. De la
ecuacion 5.28 se obtiene,

Za /20 \ 2
n= ( o2 ) . (5.30)

€

Definicién 5.3.1 (Error estdndar de un estimador puntual) Dado un

estimador puntual © de un pardmetro poblacional 0, se define el error estdndar
como la desviacion estandar del estimador; es decir,

e.5(0) = \/var(©) (5.31)

El intervalo de confianza de una estimacién por intervalos dependera del
estimador que se utilice a través su error estandar, como se muestra a con-
tinuacién.

Ejemplo 5.3.1 Considérese que se utiliza la media muestral para estimar
un la media de una poblacion normal con varianza conocida. De acuerdo con
el teorema 5.1.1 la varianza del estimador es
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de manera que la desviacion estdndar o error estandar de la media es

— — o
e.s(X) =1/ (var(X) = —.
(X) = (war (%) = 7
En términos del error estdndar los limites del intervalo de confianza para la
estimacion de la media se espresan como:

I, = T — Zope.s(X), (5.32)
ly = T+ zape.s(X). (5.33)

Intervalo de confianza para la media cuando se muestrea
una poblacién normal con varianza desconocida

Considérese que se desea hacer una estimacion de la media para una
poblacién con distribucion normal de la cual se desconoce la varianza, en
este caso se recurre al estadistico

X —p
T = = (5.34)
N
Desafortunadamente, el estadistico T no tiene distribuciéon normal; sin em-
bargo, su distribucién puede determinarse considerando que,

_ X—p

o Xk
T
vn o

=

X—pu X—p

: s

0.2

X —
z=="F
<
y
A 21)52,
o
entonces T puede expresarse como:
Z
T = 5.35
- (535)
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Si la muestra aleatoria se extrae de una poblaciéon normal, entonces Z tiene
distribucién normal estdndar (teorema 5.1.1) y V tiene disdribucién chi-
cuadrado con (n — 1) grados de libertad (teorema 5.1.2) . Si se supone que Z
y V son independientes, entonces la variable aleatoria 1" tiene distribucion ¢
de Student, la cual se define en el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1 Sea (Z,V) una variable aleatoria bidimensional, donde Z es
una variable aleatoria con distribucion normal estandar, mientras que V es
una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad.
Supongase que Z y V son independientes y que T es una variable aleatoria
que se define en términos de Z y V mediante

(5.36)

entonces la funcion de densidad de la variable aleatoria T estd determinada
por

ntl 2\ ~ "7
g@yzv%%%%5<1+%> , —00 <t < o0 (5.37)

Una variable aleatoria cuya funcion de densidad esta determinada por la
ecuacion 5.37 se conoce como variable aleatoria con distribucion t de Student!
con n grados de libertad.

Demostracion: La demostracién se desarrolla en el apéndice D.1.

En la tabla 6 del apéndice E se muestran los valores cuantiles ¢, los cuales
deben interpretarse como:

p—/%ﬂWh (5.38)

—00

como se ilustra en la figura 5.4.

IEsta distribucién fue publicada en 1908 por W. S. Gosset bajo el seudénimo de Stu-
dent.
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t

Figura 5.4: Cuantiles de la distribucion t de Student

Para determinar el intervalo de confianza, considérese la figura 5.5

-ty tan

Figura 5.5: La distribucién t

De manera analoga al caso anterior,
P(—ta/g <T< ta/g) = 1-—aq,

— S — S
P <X — ta/g—n <p< X —|—ta/2 = 1—a. (539)

vn vn )
La ecuacién 5.39 establece el intervalo de confianza para la media de una
poblacién normal con varianza desconocida. Los limites de confianza estan
dados por los estadisticos

- S

Ll - X—ta/Q%, (540)
- S

Ly = X +top (5.41)
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Con los valores de la muestra (x1, 29, ..., 2,) se determinan las estimaciones
Y ) )
que corresponsen a los estimadores de los limites de confianza:

~

s
vn
Se debe tener siempre presente que el estadistico de interés T' definido me-

diante la ecuacion 5.34 tiene distribicion ¢ de Student con n — 1 grados de
libertad.

2\2,1 =7 Zl: ta/g (542)

Ejemplo 5.3.2 Se registraron 5 medidas del tiempo de reaccion de un in-
dividuo ante cierto estimulo como: 0.28, 0.30, 0.27, 0.33, 0.31 sequndos.
Encuentre los limites de confianza del a) 90% b) 95% vy ¢) 99 % para el
tiempo verdadero medio de reaccion.

Solucion: Las estimaciones puntuales de la media, la varianza y la desviacion
estandar son:
La media,

La varianza,

La desviacion estandar,

5= V52 =+/0.0007 = 0.0264.

Ademas,

R Y
V5 2
Por otro lado, para obtener los cuantiles la tabla 6 del apéndice E, recuérdese

que to/o corresponde al cuantil ¢1_, /. Los cuantiles t;_,/» paran—1 =4, se
muestran en la tabla 5.1
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’ Coeficientes de confianza H 90 % \ 95 % \ 99 % ‘

a2 0.05 | 0.025 | 0.005
Fltas) =1—a/2 0.95 | 0.975 | 0.995
t2 2.132 | 2.776 | 4.604

Tabla 5.1: Cuantiles t;_ /2

a) De acuerdo con la ecuacién 5.42 el intervalo de confianza del 90 % para
la media

la = 0.298 + (2.132)(0.0118),
0.298 £ 0.0251.

b) De manera andloga al caso anterior, el intervalo de confianza del 95 %
para la media

oy = 0.298+ (2.776)(0.0118),
0.298 & 0.0327.

¢) De la misma manera que en los incisos anteriores, el intervalo de con-
fianza del 99 % para la media

oy = 0.298 % (4.604)(0.0118),
= 0.298 + 0.0543.

Intervalo de confianza para la varianza cuando se muestrea
una poblaciéon normal

Si se requiere hacer una estimacién de la varianza para una poblacién
normal, entonces considera el estimador

n

1 —
S? = — d (X - X))
=1

Para determinar el intervalo de confianza debe considerarse el estadistico
,  (n—1)8?

- 2

o
El estadistico anterior tiene un distribucion chi-cuadrado con n — 1 grados
de libertad, como se demostré en el teorema 5.1.2. Considérese la figura 5.6.

El parametro « permite establecer,
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/2 1-a
/2

2
e Xi-o2

Figura 5.6: La distribucién Chi-cuadrado

Los términos que aparecen en la figura anterior corresponden a los cuan-
tiles,

a
F(Xz/z) -
!
F(X%—a/Q) 1- 5
Lo anterior permite establecer,
P (Xa/Q < X < Xl a/2) = 1- «,
( _
P <Xi/2 ) <Xiap) = 1-a
2
Pl ——— < — - 1—
((n—1)52 (n—1 S2> @
—1)52 —1)5?
P u<02<”— = 1-a (5.43)
Xl—a/2 Xa/2

La ecuacion 5.43 establece el intervalo de confianza para la varianza de
una poblacién normal. Los limites de confianza estan dados por los estadisti-
cos

—1)52

L, = (”Xz—)s (5.44)
1-a/2
—1)52

Ly, = u (5.45)

Xa/2
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Para una muestra aleatoria (x1, za, ..., x,) la estimacién de los limites de
confianza se determinan como:

N —1)s?

L = (nxz—)s (5.46)
1-a/2

- —1)s2
a/2

Ejemplo 5.3.3 Un fabricante de baterias para automdovil, asequra que sus
baterias duran tres anos en promedio, con una varianza de 1 ano. St 5 de
éstas baterias tienen duraciones 1.9, 1.4, 3.0, 3.5, y 4.2 anos, determine un
intervalo de confianza de 95 % para o*. Supdngase que la poblacion de la
duracion de las baterias tiene distribucion normal.

Solucion: Las estimaciones puntuales de la media y la varianza son:

SN
I
(S I
\'M
&
|
o

Los cuantiles satisfacen:

F(x5,) = 0.025,
F(xT o) = 0.975.

De la tabla 5 del apéndice E se obtiene:

Xiap = 1115,
Xap = 0.48.
De las ecuaciones 5.46 y 5.47 se obtiene la estimacién de los limites de con-
fianza.
4(0.815)
11.15
~ 4(0.815)
ly, = ———=
0.48

Por lo tanto, el intervalo de confianza del 95 % para la varianza es:

=)
|

0.2923 < 02 < 6.7914.
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Intervalo de confianza para el cociente de varianzas cuan-
do se muestrean dos poblaciones normales

Supongase que se toma una muestra aleatoria de tamano n; de una
poblacié normal N(uy,0?) y que una segunda muestra aleatoria de tamaro

ny se toma de otra poblacién normal N (g, 03). Si se requiere hacer una es-
2

timaciéon del cociente de las varianzas %, entonces se recurre al estadistico
2

F' definido como,

o S
- S3/o3
Mediante los estadisticos U y V' definidos como
(i —1)8¢
U = - )
oo (- 1)S3
= -2 ,

es posible expresar el estadistico ' como:

Dado que las muestras se toman de poblaciones con distribuciones normales,
entonces los estadisticos U y V tienen distribuciones chi-cuadrado con n; —1
y ny — 1 grados de libertad, respectivamente. La distribucion del estadistico
I se establece en el siguiente teorema.

F

Teorema 5.3.2 Sea (U, V) una variable aleatoria bidimensional, donde Uy
V' son wvariables aleatorias con distribucion chi-cuadrado cada una con n vy
m grados de libertad, respectivamente. Supongase que U y V son variables
aleatorias independientes y que F' es una variable aleatoria que se define en
términos de U y V mediante

F==x, (5.48)

s<fzlm

entonces la funcion de densidad g(f) de la variable aleatoria F estd deter-
minada por
L[(m +n) /2] ()22

9\) = 20mtm)/2T (0 /2)T (m/2) (1 + 2L ) (ntm)/27

0< f <o (5.49)

Una variable aleatoria cuya funcion de densidad esta determinada por la
ecuacion 5.49 se conoce como wvariable aleatoria con distribucion F. Los
pardmetros n y m se conocen como grados de libertad de la distribucion F.
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Demostracion: La demostracién se desarrolla en el apéndice D.2.

El la tabla 7 del apéndice E se muestran los valores cuantiles f,, para diversos
valores de los pardametros (l1,l3) (grados de libertad, que en dicho orden
corresponden a (n,m)).

Los cuantiles deben interpretarse como:

fp
pz/gm% (5.50)

—00

como se ilustra en la figura 5.7.

(|1'|2)

f, f
Figura 5.7: Cuantiles de la distribucién F

Los cuantiles de interés se muestran en la figura 5.8 y se definen mediante:

fas2
PIF< fun) = [ otnar=3,

(8%
P(F < fiiap) = §+1—Oé,

De acuerdo con la figura 5.8,

Lo anterior permite establecer,

P(fa/2<F<f1—a/2> = 1—06,
2Q2

0358
P (fa/Q <21 < Ji—ay2

202
0155

Sz o2 S2
P (foz/2s_i2 < O'_§ < fl—oa/25_?2> = 1- «,

P(le o2 18

_— < — —= = 1-—oq. 5.51
flfa/Q 522 U% fa/2 522 ( )
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(1,12)

/2

/2

fo(/2 fl—o(/2

Figura 5.8: La distribucion F

La siguiente propiedad de los cuantiles (ver el apéndice D.2)
fojoln.m) = -
wp(n,m)= —

? Fiapa(m,m)

permite expresar la ecuaciéon 5.51 como:

1 S22 S?
Pl—— 2L 2L 4 n)=\)=1-a. 5.52
(st < o < frosmmg) =1-a @5

La ecuacion 5.52 establece el intervalo de confianza para el cociente de
dos varianzas. Los limites de confianza estan dados por los estimadores,

1 s

L, = —mMmm—, 5.53
' fl—a/Q(n7 m) 52 ( )
S2
L2 = fl a/g(m n) SZ (554)
Mediante las muestras (z1,%2,...,Zn,) ¥ (Y1,Y2,---,Yn,) Obtenidas de

poblaciones independientes con distribuciones normales N (pi1, 0%) y N (po, 02),

respectivamente, se obtienen las estimaciones de los limites de confianza para

2

. . ag
el cociente de varianzas -,
2

~ 1
fiajo(n —1,ny — 1)

(5.55)

lg = fl a/g(ng —1 , 1 — 1) (556)

w%w>|>—cnnw> &N)l__c{:’w)

donde

O B
h < 2 < la. (5.57)

2
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Ejemplo 5.3.4 Cierto metal se produce, por lo comin, mediante un proceso
estandar. Se desarrolla un nuevo proceso en el que se anade una aleacion a
la produccion del metal. Para cada proceso se seleccionan 12 especimenes y
cada uno de ellos se somete a una tension hasta que se rompe. La siguiente
tabla muestra las tensiones de rupturas de los especimenes, en kilogramos por
centimetros cuadrados.

Si se supone que el muestreo se llevo a cabo sobre dos distribuciones nor-
males e independientes. Determine un intervalo de confianza del 98 % para en
cociente de las varianzas o1 /o3, donde 0% es la varianza del proceso estindar
(P 1) y o3 es la varianza del sequndo proceso (P 2).

P 1] 428 | 419 | 458 | 439 | 441 | 456 | 463 | 429 | 438 | 445 | 441 | 463
P 2| 462 | 448 | 435 | 465 | 429 | 472 | 453 | 459 | 427 | 468 | 452 | 447

Tabla 5.2: Tabla de los procesos

Solucion: Las estimaciones puntuales para la media y la varianza del proceso
1 son:

= 433.3333,
= 312.9704.

2.y B

Las estimaciones puntuales para la media y la varianza del proceso 2 son:

Ty = 451.4166,
s2 = 223.1742.

Ademas,

=N

= 1.4023.

CIJN)>| [V )

2

Se requiere obtener un intervalo de confianza del 98 %; por lo tanto «/2 =
0.01 De la tabla 7 del apéndice E se obtiene

fo.99.11,11 = 4.46.

De las ecuaciones 5.55 y 5.56 se obtiene la estimacién de los limites de con-
fianza

i = (1.4023)/(4.46) = 0.3145,
Iy = (1.4023)(4.46) = 6.2491.
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El intervalo de confianza del 98 % para el cociente de las varianzas es:
2

0.3145 < 7L < 6.2491.

)

5.4. Teorema de limite central

Teorema 5.4.1 (Teorema del limite central) Supdngase que X7,
Xo, ..., X, son n variables aleatorias independientes (discretas o continuas)
idénticamente distribuidas, todas con media p y varianza o*. Si

Sp=X1+Xo+ ...+ X,,

= 1 [ e
HmP(agMgb) :—/ e du,
n—o0 \/ﬁO’ 27T a

es decir; la variable estandarizada S’\L/_ﬁ;‘“ tiende asintoticamente a la distribu-

cton normal estandar a medida que n — 0.

entonces

Demostracién: Dado que las variables aleatorias X; parai =1,2,... n son
independientes, entonces de acuerdo con el teorema 4.6.6 la funciéon gener-
adora de momentos de la variable aleatoria S,, es:

Mg, (t) = Mx, (t)Mx,(t) ... My, (t).
Ademas las variables aleatorias son idénticamente distribuidas; por lo tanto,

La variable aleatoria S, tiene media nu y varianza no?. Considérese la vari-
able aleatoria estandarizada

7 S — E(Sy) _ Sn—n,u.

De acuerdo con el teorema 2.4.4

nut

Mz(t) = 6_ ﬁdtMSn(

t
Vno
-
Vno’’
_ nput X3 \"
= e no <E(€\/ﬁo)> ,

nut

= TV M

tXq

= (eFBE)

(X1—wt \"
- (E(e%)) .



Probabilidad y Estadistica 233

Mediante el desarrollo de Taylor para la funcién exponencial se obtiene,

Xy—n X1 —pu 1 /Xy —p 2
E(Wao)t) = E|1 ! t = 24,
‘ + Vno +2 Vno +

X1 —p 1 (Xi—p\>,
— 1+E t4+-F 24
+<\/ﬁ>+2(\/ﬁo) T

=1 E(X)—u)’t?+...
+27102 Xy =)
= 1+ Ly,
= ot
Finalmente,
lim My(t) = lim (1 L2y
Mm My(8) = lim (1+ 56",

Esta es la funcién generadora de momentos para una variable aleatoria Z
con distribuciéon normal estdndar. De acuerdo con el teorema 2.4.3 Z tiene
distribucién N(0,1). |}

Los expertos en probabilidad recomiendan usar la aproximacion estable-
cida en el teorema anterior para muestras de tamano n > 30 (lo cual se
conoce como aproximacion de muestras grandes). Dicho de otra manera, si
no se conoce la distribucién de la cual se extrae la muestra o si ésta se vuelve
compleja para manipular, pero el tamano de la muestra satisface el criterio de
muestras grandes, puede usarse la distribucién normal y este procedimiento
estd plenamente justificado por el teorema de limite central. A continuacion
se utilizara el teorema anterior para hallar un intervalo de confianza para el
parametro p de una distribucion binomial.

Intervalo de confianza para la proporcion cuando se
muestrea una distribucién binomial

Supongase que se muestrea una poblaciéon binomial cuyo pardmetro p se
requiere estimar mediante una muestra aleatoria. Considérese el estimador

~ X
P=— 5.58
— (559)
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el cual resulta ser un estimador insesgado del pardametro p como se muestra
a continuacion:

1 1

BP) = LB = Lo -, (5.59)
UWG%::;%mmxyz%@wu—p»:p“_p) (5.60)

El hecho de que P resulte ser un estimador insesgado para el para el parametro
binomial p no es una casualidad, de hecho, si se definen n variables aleatorias
Xiconi=1,...,n donde X; asume al valor 1 si se obtiene éxito y asume
el valor cero si se obtiene fracaso, entonces el estimador P puede expresarse
como

~ 1<
pP== X, 5.61
- ; (5.61)

por lo tanto, el estimador p corresponde a la media muestral X y, de acuerdo
con el teorema 5.1.1 éste es un estimador insesgado. Por otro lado, de acuerdo
con el teorema de limite central, para muestras grandes, la variable aleatoria
, X-EX)_ P-p
o p(1—p)

3

tiene distribucion normal estandar. Se procedera a determinar un intervalo
de confianza de (1 — «)100 % para el parametro p.

P(—Za/g <Z < —zyp) = 1—a,

—Zapp < —/—— <za/2 = 1—-a,
p(l —p)
[p 1—
<—Za/2 - eV opo P < Za/2 p( p = 1—a,
1— 1—
(_ o p(1—p) p) < p<—Ptrp p(1—p) p) _ 1
1— 1—
( — Za/2 p( ) <p<P+za/2 p( p) = 1—a.
(5.62)

La ecuacién 5.62 tiene el inconveniente tedrico de que los limites de confianza
dependen del parametro p que se desea estimar . Dado que se esta trabajando
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con muestras grandes, se espera que la estimacién puntual p = z/n se aprox-
ime p, de manera que si se sustituye P=X /n en los radicales que aparecen
en la ecuacién 5.62, los estimadores de los limites de confianza se expresan
como:

- P(1—P
Ly = P—zypn g
n
- P1-P
L2 = P+ Za/2 )
Para una muestra aleatoria (x1,s,...,2,) la estimaciones de los limites de
confianza se expresan como:
~ . pl—p
L = D — Za/2 ¥7 (563)
n
~ R (1 —7p
o= etz - P) (5.64)

Ahora supéngase que para el coeficiente de confianza de (1 — «)100% y un
€ > 0 se requiere determinar el tamano de la muestra de tal manera que

P(|P-pl<e)=1—-a.

Lo anterior puede lograrse considerando que la ecuacion 5.63 puede expre-

sarse comao:.:
~ 1—
P(anﬁ<%ﬂ ﬁ—;@>=1—a. (5.65)
n

Por lo anterior,

1_
€= 2o ﬂTT@' (5.66)

Despejando n de la ecuacion anterior se obtiene

22/2
n = e_2p<1 — D). (5.67)

Aparentemente el problema esta resuelto; sin embargo, la ecuacién 5.67 de-
pende del parametro p que se desea estimar. Considerada como una funciéon
de p, n = n(p) tiene un méximo para p = 1/2; por lo tanto, para p = 1/2 se
obtiene la estimacién mas conservadora del tamano de la muestra.
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Ejemplo 5.4.1 Se recibe un lote muy grande de articulos que provienen de
un fabricante que asegura que el porcentaje de articulos defectuosos en la
poblacion es del 1 %. Al seleccionar una muestra aleatoria de 200 articulos y
después de inspeccionarlos, se descubren 8 defectuosos. Obténgase los inter-
valos de confianza aprozimados del 90, 95 y 99 % para la verdadera proporcion
de articulos defectuosos en el proceso de manufactura del fabricante. Con base
en estos resultados ;Qué puede decirse sobre la afirmacion del fabricante?

Solucidén: La estimacién puntual de la proporcién es:

oz 8
p=—

= — = (.0004.
~ =500 0.000

Los cuantiles para los coeficientes de cofianza dados se muestran en la tabla
5.3. Los valores de los cuantiles se determinan mediante la tabla 4 del apéndice
E.

’ Coeficientes de confianza H 90 % ‘ 95 % ‘ 99 % ‘

a2 0.05 | 0.025 | 0.005
F(zap) = 1 — af2 0.95 | 0.975 | 0.995
Zay2 1.645 | 1.96 | 2.575

Tabla 5.3: Cuantiles z;_q/2

Los valores 2,/ se determinaron mediante la tabla 4 del apéndice E. Para
determinar la estimacion de los limites aproximados de confianza se recurre
a las ecuaciones 5.63 y 5.64.

~ ~ pd—p

Iy = P — za/2 ¥7
n

~ ~ pl—p

lo = D+ 2ap U —D)

Sustituyendo los datos de la muestra y la estimaciéon puntual p se obtiene

p(1 —p)
n

= 0.0139.

Sustituyendo este valor en las ecuaciones anteriores se obtiene,

loy = D=+ (0.0139)z0 /5.
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Finalmente, sustituyendo p = 0.04 y los valores correspondientes de la
tabla 5.3 se obtiene:
a) Intervalo de confianza del 90 % para la proporcién.

loy = 0.04 % (0.0139) 2,2 = 04 % (0.0139)(1.645) = 0.04 + 0.0227,

0.0173 < p < 0.0627.

b) Intervalo de confianza del 90 % para la proporcién.
2\271 = 0.04 £ (0.0139)24/2 = 0.04 & (0.0139)(1.9600) = 0.04 & 0.0270,

0.0130 < p < 0.0670.

¢) Intervalo de confianza del 90 % para la proporcion.
Tp1 = 0.04 % (0.0139) 245 = 0.04 = (0.0139)(2.5750) = 0.04 & 0358,

0.0045 < p < 0.0755.

El valor de p que el fabricante asigna a su proceso queda fuera de los inter-
valos de confianza que se han obtenido. Existe entonces razén suficiente para
sospechar que el valor verdadero de p no es 0.01 como €l afirma.

5.5. Prueba de hipodtesis

En muchas situaciones se deben tomar decisiones sobre hipdtesis que in-
volucran una poblacién, basados en una muestra aleatoria; por ejemplo, el
especialista de cierta area tiene que tomar decisiones sobre alguna hipdtesis
como podria ser: determinar si un nuevo farmaco ofrece alguna mejora sig-
nificativa en el tratamiento de un padecimiento, si un automévil tiene un
mejor rendimiento que otro, o si el consumo de ciertos alimentos afectan la
salud, etc... Las pruebas de hipdtesis son una herramienta 1til para abordar
problemaéticas como los anteriores.

Definicién 5.5.1 (Hipétesis estadistica) Se entenderd por hipdtesis es-
tadistica a una conjetura o afirmacion acerca de una caracteristica desconoci-
da de una o mas poblaciones. En general, una hipotesis estadistica involucra
un parametro de la poblacion.
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5.5.1. Eleccion de la prueba

Las pruebas de hipétesis se establecen mediante dos hipétesis conocidas
como: la hipotesis nula Hy y la hipotesis alterna Hj.
Si la poblacién de interés tiene distribucién f(z;6) y las hipétesis se de-
finen en términos del parametro poblacional 8, entonces la hipdtesis nula se
formulara como un valor tnico 6y, mientras que la hipdtesis alterna H; se
formulard de manera mas abierta; es decir, el parametro 6 podra asumir un
valor mayor, menor o diferente de 6. Las pruebas de hipétesis basadas en el
parametro poblacional 6 pueden expresarse como:

a)

Hy: 60=40,,

H: 0>40,.
b)

Hy: 60=40,,

H,y: 0<é,.
¢)

Hy: 6=40,,

Hy: 0+#60,.

Ejemplo 5.5.1 La cantidad promedio de una sustancia que se coloca en un
recipiente en un proceso de llenado se supone que es de 20 ml. En forma
periodica se escogen 25 recipientes y el contenido de cada uno de éstos se
pesa. Se supone que la cantidad que se vacia en cada recipiente se encuentra
aproximada, en forma adecuada por una distribucion normal con desviacion
estandar 0.5 ml. Si se sospecha que la cantidad promedio se encuentra fuera
de control, las hipotesis pueden plantearse como:

Hy w =20,
H1 : 125) 7£ 20.

La conclusion de que el sistema es encuentra fuera de control debe alcanzarse
mediante el rechazo de la hipotesis nula.

Ejemplo 5.5.2 Si se sospecha que una moneda estd sesgada de tal manera
que cara tiene menor oportunidad de ocurrir que cruz, entonces las hipotesis
se pueden plantear de la siguiente manera:

Hy, p=0.5
Hl . p < 0.5.



Probabilidad y Estadistica 239

La conclusion de que Hy es cierta se obtendrd a partir del rechazo de Hy.

5.6. Nivel de significancia

5.6.1. Errores tipo I(alfa) y tipo II(beta)

Las pruebas de hipotesis se disenan de tal modo que la evidencia que
proviene de la muestra permita rechazar o aceptar la hipdtesis nula. Debe
quedar claro que una decisiéon tomada a partir de una muestra nunca ten-
dra una certeza total. Los errores que pueden presentarse en una prueba de
hipétesis se muestran en la siguiente tabla:

Hj es verdadera Hy es falsa
Se acepta Hy | Decision correcta Error tipo 11
Se rechaza Hy Error tipo I Decisién correcta

Tabla 5.4: Errores tipo I y 11

Definicién 5.6.1 (Error tipo I) Se comete un error tipo I si se rechaza la
hipotesis nula dado que es verdadera. La probabilidad de este error se denota
por .

Definicién 5.6.2 (Error tipo II) Se comete un error de tipo 11 si se acep-
ta la hipotesis nula dado que es falsa. La probabilidad de este error de denota

por [3.
De las deficiones anteriores se sigue que:

a = P(rechazar Hy|H es cierta), (5.68)
B = P(aceptar Hy|Hy es falsa). (5.69)

Definicién 5.6.3 (Nivel de significancia) Se conoce como nivel de sig-
nificancia a la probabilidad de cometer un error de tipo I; es decir, rechazar
la hipotesis nula cuando en realidad es cierta.

El nivel de significancia a debe interpretarse de la misma manera que se
interpreto la probabilidad de un intervalo de confianza; es decir, un nivel de
significancia « significa que se rechazard la hipétesis nula en un 100 % de
las veces.
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Supdngase que el nivel de significancia es o = 0.01; es decir, se come-
tera un error de tipo I o se rechazara la hipodtesis nula dado que es cierta
en un 1% de las veces, mientras que en un 99 % de las veces se aceptara la
hipétesis nula dado que es cierta.

Para tomar una decision sobre una hipdtesis nula, una vez que se cuenta
con la informacién de la muestra, es necesario tener una regla o un proced-
imiento prestablecido con el cual la decision de aceptar o rechazar la hipdtesis
se defina de manera univoca. En otras palabras, se debe decidir hasta que
punto seran aceptables las fluctuaciones entre la medicién y el valor real del
parametro poblacional.

Definicién 5.6.4 (Prueba o décima, y Estadistico de prueba) Una prue-
ba o docima de una hipdtesis estadistica con respecto a alguna cardcteristica
desconocida de la poblacion es cualquier regla para decidir si se rechaza o no

la hipotesis nula, con base a la informacion de una muestra aleatoria de la
poblacion. Esta prueba requiere del uso de un estadistico cuya distribucion

o la distribucion de una funcion de €l debe ser conocida. El estadistico se
conoce como estadistico de prueba.

Ejemplo 5.6.1 Considérese el ejemplo 5.5.1, para el cual se establecieron
las hipotesis como:

HO . n = 20,
H1 : 125 7é 20.

Si ahora se define la prueba como: Se juzga el proceso como fuera de control
cuando la media muestral X es menor o igual a 19.8 o mayor o igual 20.2
ml. En esta caso la prueba se ha establecido en términos de la estadistico X
el cual tiene distribucion normal N(u,0?/n).

Como se mostré en el ejemplo anterior, la prueba se define en términos de
ciertos valores del estadistico de prueba para los cuales la hipdtesis nula
debe ser rechazada. La region definida por estos valores se conoce como re-
gién critica. En general para un estadistico de prueba T’ las pruebas pueden
plantearse como:

a) Rechazar Hj si T' es mayor que un valor establecido c.
b) Rechazar Hy si T' es menor que un valor establecido c.

¢) Rechazar Hy si T es mayor que un valor establecido ¢ y menor que un
valor establecido ¢;.
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Los valores ¢ en cada prueba se conocen como valores criticos. Las pruebas
definidas como en los incisos a) y b) se conocen como pruebas unilaterales
o de una cola , mientras que las pruebas definidas como en el inciso c¢) se
conocen como bilaterales o de doble cola. Las pruebas unilaterales se definen
en términos de un unico valor critico, mientras que las pruebas bilaterales se
definen en términos de dos valores criticos. La clasificacion de las pruebas de
hipétesis se debe a la forma en que el valor critico o los valores criticos divi-
den el rango del estadistico de prueba. Las regiones se conocen como region
critica (o de rechazo) y regién de aceptacién (o de confianza). Lo anterior se
representa en la figura 5.9. El riesgo de tomar una decisién equivocada siem-

Rango del estimador de prueba T

Regién de

Regidn de aceptacion de Hg eclhenis 6o g

a)

Regién de o, o,
b) rechazo de Hg Regién de aceptacién de Ho
C
Region de Regién de aceptacion Region de
) | rechazo de Hg de Ho rechazo de Hg

Cy C

Figura 5.9: Pruebas de hipdtesis de una y de dos colas

pre estard presente en las pruebas de hipodtesis. Los riesgos que se asumen al
tomar una decision basada en una prueba de hipdtesis definiran la calidad
de la prueba. En general, se puede hacer que el valor de o sea tan pequeno
como se quiera; sin embargo, esto incrementa la probabilidad de cometer un
error de tipo II, por fortuna, ambas probabilidades pueden disminuirse au-
mentando el tamano de la muestra. Lo anterior se analizard en la siguiente
seccidn.

5.7. Prueba de hipétesis para la media

Para ejemplificar los conceptos anteriores considérese que se tiene una
poblacién con distribucién normal N(u, o) y que las hipdtesis se establecen

Hy K= Ho,
H, > -
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Si se utiliza el estadistico prueba X, y la prueba se establece como: Rechazar
Hy si X > ¢, donde X es la media muestral y ¢ es una constante. De acuerdo
con la propiedad reproductiva de la distribucién normal (teorema 4.94) y
el teorema 5.1.1, X tiene distribucién normal N(u,o?/n), por lo tanto el
estadistico o

X —p

o

7 —

tiene distribucién normal estandar.

Supongase que se conoce el tamano de la muestra y se especifica un valor de ¢
para la prueba, entonces el nivel de significancia se determina de la siguiente
manera: Dado que Z es una funcion uno a uno y sobre de X, de acuerdo con
el teorema 2.1.2,

a = P(rechazar Hy| Hy es cierta),
— P(X > clp=pm)
1_P(X§C|/“L:/~L0)a

_ 1_P<7—M0 < (C—/Lo)\/ﬁ>7

< = o
< (C—Mo)\/ﬁ> ’

g

= 1-p (), (5.70)

= 1—P<Z

g

donde . N
Flx) = — e~z dz.
( ) \V 27T \/;oo

De la ecuacién 5.70 se obtiene

l—a = F (w) : (5.71)

g

= F(z), (5.72)

donde
c— n
o= ez )V (5.73)
o

El valor z. corresponde al cuantil z;_,. Es decir, el area de la curva nor-
mal estandar a la izquierda de z. es 1 — a. El estadistico Z puede usarse
para determinar la prueba considerando que para Z la regién de rechazo
estd definida por Z > z.. La regién critica y de aceptacion de Hy en términos

de z. se muestran en la figura 5.10.
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Regidn criitica

Z1q

Figura 5.10: Prueba unilateral de cola derecha

Para las otras pruebas, bajo un procedimiento analogo, se determinan
las regiones criticas y de aceptacion para el estadistico Z en términos de los
cuantiles correspondientes. Lo anterior se muestra en las figuras 5.11 y 5.12.

Regidn de confianza
Region criitica eI

Zq

Figura 5.11: Prueba unilateral de cola izquierda

Obsérvese que para una prueba de dos colas con un nivel de significancia
a, la hipétesis nula se rechazard para valores del estadistico Z que queden
dentro de la regién critica (Z < Zaj2 0 Z > Z1_q/2) O de manera equivalente,
que queden fuera de la regién de confianza. La regién de confianza para una
prueba de doble cola es equivalente el intervalo de confianza que se definié en
la seccion 5.2, zq/2 < Z << z1_q/2; por lo tanto, las pruebas de hipétesis y
los intervalos de confianza deben considerarse como temas equivalentes.

La ecuacion 5.71 permite avanzar en dos sentidos. Si se conocen c y el
tamano de la muestra n, entonces es posible determinar z; y con esto el nivel
de significancia «. Por otro lado, si se conocen n y «, entonces es posible
calcular el valor critico ¢ y con éste las regiones critica y de aceptacion.
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Regién de confianza IR
eII Regidn criitica

Zap2 Z1-a12

Figura 5.12: Prueba de hipétesis de doble cola

El interés se centrara ahora en determinar si una prueba es mejor que otra.
El principio béasico que debe guiar una buena prueba consiste en mantener
baja la probabilidad de cometer los errores tipo I y II.

Ejemplo 5.7.1 Considérese que se tiene una poblacion con distribucion nor-
mal N(20,0.5%) y que de ella se extrae una muestra de tamanio n = 25 se
desea probar las hipotesis

Hy w =20,
H, /L>20

mediante las pruebas:

Prueba A: Se rechaza Hy si X > 20.1,
Prueba B: Se rechaza Hy si X > 20.2,
Prueba C: Se rechaza Hy si X > 20.3,

determine el nivel de significancia para las tres pruebas.

De acuerdo con la ecuacién 5.70 se tienen los soguientes niveles de significan-
cia:
Para la prueba A:

o

g ((20.1 —20)¢2_5> |

o 1op (oY,

0.5
= 1-F(1),
= 1-—0.8413 = 0.1587.
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Para la prueba B:

o

Ly ((20.2 - 20)@) |
0.5

)

— 1-F(2),
= 1-0.9772 = 0.0228.

Para la prueba C:

o 1_F((C—uo)\/ﬁ)7

o

oy ((20.3—20)\/%) |

0.5
= 1-F(3),
= 1-0.9987 = 0.0013.
Para las pruebas anteriores se necesita determinar la probabilidad de

cometer un error de tipo II; es decir, aceptar la hipdtesis nula dado que es
falsa.

B(u) = P(aceptar Hy| Hy es falsa)
P(X <cl|p > 20).

Para evaluar la probabilidad anterior se debe asignar un valor especifico a .
Supdngase que i = 20.1, en este caso,

(¢ —20.1)\/n

B(20.1) = P(X <c|p>201)=P(Z< ~

F((c—20.1)ﬁ

(o}

)

)

Mediante la tabla 4 del apéndice E se obtiene los siguientes errores tipo II:
Para la prueba A:

B (c —20.1)y/25
£(20.1) = F(T>

= F(0) = 0.5000.
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Para la prueba B:

- (20.2 —20.1)v/25
B(20.1) = F ( E > :

= F(1) = 0.8413.

Para la prueba C:

B (20.3 —20.1)v/25
B(20.1) = F ( E > :

= F(2)=0.9772.

Se puede observar que al aumentar el valor critico se puede disminuir la prob-
abilidad de cometer un error de tipo I, pero en este proceso la probabilidad
de cometer un error de tipo II se incrementa. En este ejemplo se ha calculado
el error tipo II para un valor especifico de u. Mediante el uso de la funcion
de operacion carracteristica, que se define a continuacion, es posible obtener
algunos resultados generales sobre el comportamiento de las pruebas.

Definicién 5.7.1 Se conoce como funcion de operacion caracteristica ,0.C,
a la funcion de la media definida como:

L(p) = P( aceptar Hy | p). (5.74)

Esta funcion permitira establecer las propiedades de la prueba. De acuerdo
con nuestras hipétesis

L(p) = Pl(aceptar Ho | p),

P(X < clp),
_ P<76—u§(0—u)\/ﬁ>7
= o
_ P(Zg(c_:)\/ﬁ),
_ F<—(C_5>*/ﬁ>, (5.75)

donde . N
Flz) = — e~ 7 dz.
( ) V 27T /oo

De las propiedades de la funcién de distribucién acumulada F' se deducen las
siguientes propiedades de la funcién de operacion caracteristica.
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a) lim L(p)=1.

p—+—00

b) lim L(u) = 0.

U—00

d
¢) @L(,u) <0, Vpu.

Por las propiedades anteriores, la funcién de operacién caracteristica tiene la
forma general que se muestra en la figura 5.13

u

Figura 5.13: Funcién de operacion caracteristica

En el ejemplo 5.7.2 se mostré como determinar las probabilidades de
los errores tipo I y II una vez que se han especificado el valor critico ¢ y el
tamano de la muestra n. En la practica, lo que realmente se hace es establecer
previamente el nivel de significancia y el tamano de la muestra y con éstos
determinar el valor critico (o los valores criticos) para la prueba, como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.7.2 Considérese que se tiene una poblacion con distribucion nor-
mal N(20,0.5%) y que de ella se extrae una muestra de tamanio n = 25 de-
terminese el valor critico ¢ para la prueba

Hy w =20,
H, > 20.

de tal manera que se rechace la hipdtesis nula un 1% de las veces siempre
que X > c.

Solucion: El nivel de significancia a = 0.01, y puede expresarse en términos
de la funcién de operacién caracteristica como, v = 1 — L(20) de manera
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equivalente L(20) = 0.99. De la ecuacién 5.75 se tiene

0.99 = L(20),

La tabla de la distribucién normal se obtiene el cuantil correspondiente al
area 0.99, luego

(c —20)v/25

= 2.33.
0.5

Despejando se obtiene ¢ = 20.23. Esto significa que si se rechaza la hipdtesis
nula cada vez que la media muestral es mayor que 20.23, entonces se garan-
tiza que ocurrird un error de tipo 1 el 1% de las veces. Al especificar o y n
la funcion de operacion caracteristica queda definida completamente y po-
dra usarse para evaluar cualquier valor de u. Al especificar a y n se impone
la condicién de que la curva de operacion catacteristica pase por un punto
particular, como se muestra en la figura 5.14. Si se especifican dos puntos

1
1

H=HO

> |

Figura 5.14: Funcion de operacion caracteristica definida para o y n

para la curva de la funcién de operacién caracteristica, entonces se pueden
determinar simultdneamente (para una prueba) el valor critico ¢ y el tamano
de la muestra n. Los puntos de la curva se especifican como:
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(H0,0)
1

HO My ) H

Figura 5.15: Funcién de operacion caracteristica definida para dos puntos

La solucién se obtiene a partir de los cuantiles 2;_, y 23 dado que,

= () (5.76)

g

5 = (), (5.77)

g

dividiendo las ecuacines anteriores se obtiene

o= H1Z1—a — HoZB
Zl—a — %8

(5.78)

Sustituyendo la ecuacién 5.78 en la ecuacién 5.76 se obtiene

n = (“z“‘ )2 . (5.79)

¢ — Ho

Se ha desarrollado esta secciéon exponiendo los conceptos en términos de una
prueba unilateral derecha, las pruebas restantes se realizan con el mismo en-
foque, por lo cual se espera que el lector pueda desarrollarlos por si mismo
sin dificultad. Por otro lado, debe notarse que existe una relaciéon muy cer-
cana entre las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza. De hecho, se
pueden establecer casos de pruebas de hipdtesis para cada una de las situa-
ciones estudiadas en la seccién de intervalos de confianza. En cada caso debe
considerarse el estadistico de prueba adecuado, sobre todo cuando se trabaje
con muestras pequenas y no se pueda garantizar la aplicacién del teorema
del limite central.

Ejemplo 5.7.3 La cantidad promedio de una sustancia que se coloca en un
recipiente en un proceso de llenado se supone que es de 20 ml. En forma
periodica se escogen 25 recipientes y el contenido de cada uno de éstos se



250 Ricardo Ceballos Sebastian

pesa. Se juzga el proceso como fuera de control cuando la media muestral X
es menor o igual a 19.8 o mayor o igual 20.2 ml. Se supone que la cantidad
que se vacia en cada recipiente se encuentra distribuida normalmente con
desviacion estdndar 0.5 ml.

a) Enuncie las hipdtesis nula y alterna que son apropiadas para esta situacion.

b) Obtener la probabilidad del error tipo I.

Solucidn:
a) Las hipdtesis nula y la alterna se definen como:

Hy =20,
Hl . ILL#QO

Se rechaza Hy si X > 20.2 0 X < 19.8
_ b) Dado que la poblacién tiene distribucién normal N (20, 0.5%), entonces
X tiene distribucién normal N(20,0.52/25), por lo tanto,

a = P(rechazar Hy| Hy es cierta )
= P(|X —20] >0.2),
= 1-P(|X -20/<0.2),
= 1-P(19.8 < X <20.2),

o _p ((19.8 —20)v/25

0.5 0.5
19.8 — 20)/2 20.2 — 20)+/2
_ 1_P<(98 0V _ (20 0)\/_5>’

0.5 == 0.5
— 1-P(-2<Z<2) =1+F(-2)— F(2),
= 140.0228 — 0.9772 = 0.0456,

Ejemplo 5.7.4 El propietario de un automovil compacto sospecha que la
distancia promedio por galon es menor que la especificada por la EPA, la
cual es de 30 millas por galon. El propietario observa la distancia recorrida
por galon en nueve ocasiones y obtiene los siquientes datos: 28.3, 31.2, 29.4,
27.2, 30.8, 28.7, 29.2, 26.5, 28.1. Después de una investigacion el propietario
concluye que la distancia recorrida por galon es una variable aleatoria dis-
tribuida normalmente com media p = 30 y desviacion estandar de 1.4, millas
por galon. Con base a esta informacion, ;Se encuentra apoyada la sospecha
del propietario con o = 0.017
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Solucion: Se proponen las siguientes hipotesis:

HO . /L:?)O,
H - <30

Ademas se propone una prueba de cola izquierda es decir: Se recharaza Hy si
X < c. Para determinar el valor critico ¢ se procede de la siguiente manera:

a = P(rechazar Hy| Hy es cierta )
= P(X <c|u=30),

_ P(sz _ (0—30)\/5)7

—= o

/n
),

— F (M) |
o
El cuantil 29 = —2.35 (ver la tabla 4 del apéndice E) de manera que

(c—30)vn

g

= —2.35.

Despejando ¢ y sustituyendo los valores de n y o se obtiene ¢ = 28.90. Por
otro lado, la media muestral es T = 28.82. Dado que ¥ estd dentro de la
zona critica, entonces la hipdtesis nula debe ser rechazada con un nivel de
significancia o = 0.01.

5.8. Prueba de hipdétesis para la varianza

Considérese que se desean probar hipdtesis donde el pardmetro pobla-
cional 6 que se definié en la seccion 5.5.1 corresponde a la varianza, y si la
pobacion de la cual se obtiene la muesta tiene distribucion normal, entonces
de la misma manera que se establecieron pruebas de hipdtesis para la media
puedense establecer para la varianza, como se muestra a continuacién.
Considérese que se desea probar la hipdtesis de doble cola

, 2 _ 2
Hy o° = oy,

H : o #o0;.
En este caso el estadistico de prueba es

SQ
X2 = (TL - 1)_2a
o
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el cual tiene distribucién chi cuadrado con n — 1 grados de libertad. La
hipétesis nula se rechazara con nivel de significancia « para los valores del
estadistico de prueba x? que quedan dentro de la regién critica que se muestra
en la figura 5.16.

(S]
=4 1-a
S8 )
P R. de confianza —
R. critica &
2 2
Xa/Z Xl-u/z

Figura 5.16: Prueba de hipédtesis de dos colas para la varianza

Ejemplo 5.8.1 Experiencias pasadas indican que el tiempo para que alum-
nos del ultimo ano terminen un examen estandarizado es una variable aleato-
ria normal con una desviacion estandar de 6 minutos. Pruebe que la hipotesis
de que o = 6 en contraposicion de que o < 6, st una muestra aleatoria de 20
estudiantes tiene una desviacion estandar muestral s = 4.51 al realizar este
examen. Utilice un nivel de significancia de 0.05

Solucion: Considérese las hipdtesis:

Hy : o%=36,
H, 0% < 36.

Se rechazard Hy si x* < x2.
Se trata de una prueba unilateral izquierda. El cuantil x? para n = 19 que se
obtiene de la tabla 5 (apéndice E) es: chig o; = 10.11. Ahora se determinard x?
de los datos de la muestra.

—1)s? 19)(4.51)2

VI )L Ul ST

o? 36
Dado x? = 10.68 est4 en la regién de confianza, la hipétesis nula no se rec-
haza para el nivel de significancia o = 0.05.

Si se requiere estimar la igualdad de varianzas de dos poblaciones, las
hipdtesis se plantean como:

. 2 _ 2
HO . 0-0 — 0-07
H, o # o}
1 . 1 0-
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En general el estadistico de prueba para dos poblaciones con distribuciones
normales y varianzas diferentes es,

_ Si/oi

- S3/03

F

el cual tiene distribucién F. Bajo la hipdtesis nula, el estadistico de prueba
se reduce a:

La hipotesis nula sera rechazada con un nivel de significancia « para valores
del estadistico de prueba F' que quedan dentro de la regién critica que se
muestra en la figura 5.17.

a/2

Region de confianza
1-a

R, Critica

i 0/2 R Critica

fcx/2 fl-cx/2 f

Figura 5.17: Prueba de hipétesis de dos colas para el cociente de varianzas

Ejemplo 5.8.2 Se lleva a cabo un estudio para comparar el tiempo que tar-
dan hombres y mugjeres en armar un producto determinado. Las experiencias
anteriores indican que la distribucion de tiempo tanto para hombres como
para mugjeres es aprorimadamente normal, pero las varianzas de los tiempos
para las mujeres es menor que la de los hombres. Una muestra aleatoria de
tiempos para 11 hombre y 14 mujeres arroja los siguientes datos. Pruebe la

’ H Hombre ‘ Mujeres ‘

n 11 14
S 6.1 5.3
Tabla 5.5:

hipdtesis de que o2 = o5 en contraposicion a la alternativa o3 > o2. Utilice

un niwvel de significancia de 0.01.
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Solucidén: La prueba es unilateral derecha; por lo tanto, se requiere del cuan-
til f1-4(10,13). De la tabla 7 (apéndice E)se obtiene fy99(10,13) = 4.10.
Al evaluar el estadistico de prueba se obtiene:

82

f==2=132
53

El estadistico de prueba queda fuera de la region critica; por lo tanto, no se

rechaza la hipétesis nula H para el nivel de significancia o = 0.01.
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Apéndices A
Sobre la baraja inglesa

Entre los juegos de azar, aquellos en los que se reparten cartas son de los

preferidos por los jugadores. En este trabajo el interés por las cartas se centra
solo en los problemas que estos juegos plantean a las técnicas de conteo y a
la probabilidad en si misma. Por lo anterior, se pondran algunos términos en
contexto.
En general, una baraja consta de un conjunto de cartas (o naipes) de difer-
entes colores, figuras, nimeros, e incluso letras. Existen dos tipos de barajas
que son las mas comunmente usadas: La baraja inglesa y la espanola. So-
lo se describira la baraja inglesa: La baraja inglesa consta de cuatro clases
diferentes de figuras, las cuales se conocen como palos: corazones, diamantes,
tréboles y picas. Las figuras que aparecen en estas cartas tienen estas formas.
Las cartas de los palos corazones y diamantes son de color rojo; mientras que
las cartas de los palos tréboles y picas son de color negro. Cada palo contiene
13 cartas. Las primeras 9 de ellas estdan numeradas del 2 hasta el 10. Las
4 cartas restantes se conocen como figuras y se designan mediante letras:
J(Jack-jota o sota), Q(Queen-reina), K(King-rey) y A(As), como se muestra
en la figura A.1.

4 5 7 2 R 3

Ea [P a lla alia afia afiae :gg::*:
g © |19 & e et IERI K

P IRRVEEIVEY Vi v:lv ve v VLY Vi Y v vy
2 2 $ 3 o ‘ S ; le {2
* + e 0’0 .. :': ": :’: o2
+ e o BB AD IS¢

T R S R S R A R R Y R S Rk RARTRARS
“ A A A 1A e o s B e s PSRl
- B s B R
5 [ | % | 2% |

LA I I 4 A o B Bt it i) i
e v v wlv vivelevliveliveive
v v v v | Y vy

Y ¥ A% |a,a
sl acla ala aaoaa aiataa aala

Figura A.1: Baraja inglesa
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Los juegos méas comunes con la baraja inglesa son: el poker, el bridge y
la canasta. Solo se especificarda aqui algunos términos propios del juego de
poker.
En el juego de poker cada jugador recibe 5 cartas. Las cinco cartas que un
jugador recibe se conocen como manos. Las mas codiciadas, por su valor en
el juego, son:
Escalera: Cinco cartas consecutivas, sin importar el palo de las mismas.
Escalera de color: Cinco cartas consecutivas del mismo palo.
Escalera real: La mejor mano posible en poker. Escalera desde el Diez al
As, del mismo palo.

Estos datos son los que interesan para los objetivos de este trabajo.
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Distribucion de Poisson

Conidérese las tres propiedades que definen el proceso de Poisson.

1. Los eventos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son indepen-
dientes.

2. La probabilidad de que un evento sencillo ocurra en un intervalo de
tiempo pequeno es proporcional a la magnitud del intervalo.

3. La probabilidad de que mas de un evento sencillo ocurra en un intervalo
pequeno de tiempo es despreciable.

Para deducir la funciéon de probabilidad para una variable aleatoria de
Poisson a partir del proceso de Poisson, considérese la siguiente notacion:

Py(t) = Probabilidad de que ningin evento

ocurra en el intervalo de tiempo t

e
~~
~
S——
Il

Probabilidad de que x eventos

ocurran en el intervalo de tiempo t

Py(At) = Probabilidad de que ningin evento

ocurra en el intervalo At

P,(At) = Probabilidad de que x eventos

ocurran en el intervalo At.

259



260

El interés se centra en determinar P,(At), a partir del proceso de Poisson,
para tal fin, se comenzard por determinar P,(At) para los primeros valores
de X y finalmente se propondra la féormula general que podra ser probada
mediante el método de inducciéon matematica.

i) Para X=0:

Considérese el siguiente esquema, el cual permite tener una imagen del pro-
ceso.

t
0 | 0 Po(t+At)
Figura B.1:

La probabilidad de ningtin evento ocurra en el intervalo de tiempo ¢ + At
solo puede ocurrir de una manera: 0 eventos en t y 0 eventos en At. Como
los intervalos ¢t y At son disjuntos, entonces, de acuerdo con el punto 1, los
eventos que en estos intervalos ocuren son independientes, por lo tanto

Po(t + At) = Py(t) Py(Ab). (B.1)

Por otro lado, los eventos Py(At) y Pi(At), son complementarios, ya que de
acuerdo con el punto 3, la probabilidad de que méas de un evento ocurra en
un intervalo de tiempo pequeno es cero, por lo anterior

Py(At) =1 — Pi(Ab). (B.2)
Sustituyendo la ecuacién B.2 en la ecuacién B.1 se obtiene
Py(t + At) = Py(t)(1 — Pi(AY)). (B.3)

Ahora considérese el punto 2, el cual especifica que la probabilidad de un
evento simple ocurra en At es proporcional a este intervalo pequeno. Sea A
la constante de proporcionalidad, entonces

Pi(At) = MAt. (B.4)

Sustituyendo la ecuacién B.4 en la ecuacion B.3 se obtiene
Py(t + At) = Py(t)(1 — AAt). (B.5)

Desarrollando el algebra en la ecuacion anterior se obtiene

Po(t + At) — Py(t)
At

— —ARy(t). (B.6)
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Ahora considérese el limite cuando At — 0 en ambos lados de la ecuacién
B.6

B+ AY) - R(i) ,
AT A = T AmARD.
d
T Pol(t) = —AR(t). (B.7)

En este punto es necesario recurrir a los métodos de solucion para ecuaciones
diferenciales. La ecuacion anterior es separable, de modo que,

dPo(1)
—\t,
Po(t)
InPy(t) = —At+lnc. (B.8)

De la ecuacién B.8 se obtiene

PO (t) — ef)\t+ln co’

_ 6ln ce—/\t

?

= ce M. (B.9)

Finalmente, se evaluard Py(t) en ¢t = 0 para determinar la constante ¢y. Dado
que la probabilidad de que ningtin evento ocurra en ¢t = 0 es el evento seguro,

entonces
PO(O) =cy =1, (B.l())

de manera que
Py(t) = e, (B.11)
ii)Para X=1
Considérese el esquema siguiente:

t A

1 0 P,(t+At)

0 Ty | PutAY
Figura B.2:

Existen dos eventos mutuamente excluyentes mediante los cuales se puede
generar un evento en el intervalo de tiempo ¢t + At. De acuerdo con el axioma
3 de la probabilidad y el punto 1 del proceso de Poisson se tiene

Pi(t+ At) = Py(t) P (At) + Py(At) Py (t). (B.12)
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Como los eventos Py(At) y Pi(At), son complementarios (de acuerdo con el
punto 3), entonces

Py(At) = (1 — Pi(AY)). (B.13)
Sustituyendo la ecuacién B.13 en la ecuaciéon B.12 se obtiene
Pi(t+ At) = Py(t) Py (At) + (1 — Pi(AL)) P (), (B.14)
ademas, por el punto 2 se tiene que
Pi(At) = MAt. (B.15)
Sustituyendo la ecuaciéon B.15 en la ecuacion B.14 se obtiene
Pi(t + At) = APy (t) At + (1 — NAt) Py (t). (B.16)
Desarrollando el algebra en la ecuacién anterior se obtiene

Pi(t+ At) — Pi(t)

N FAPL(t) = APy (2). (B.17)

Ahora considérese el limite cuando At — 0 en ambos lados de la ecuacién

B.17

lim Pi(t+ At) — Py (t)
At—0 At

%Pl (t) + APL(t) = APy(t). (B.18)

A0 = Jm )

La ecuacién B.18 representa una ecuacién diferencial cuya solucion se obtiene
mediante el método conocido como: método del factor integrante, el cual
consiste en hallar una funcién u(t) tal que al multiplicar ambos lados de la
ecuacién B.18 por esta funcién, el lado izquierdo se convierta en

d

St P()

Para la acuacion anterior se procede de la siguiente manera

M()P) = ult) 5 (P(D) + ) Po(), (B.19)
= () (PO) + P ), (B20)
= S @A), (B.21)

dt
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Para que las tres ecuaciones anteriores sean consistentes, se debe satisfacer

que:

d
7 W) Pi(t)) = Au(t).

Esta ecuacion es separable y su solucién es:

u(t) = ce™.

Considérese la constante ¢ = 1, ya que para cualquier ¢ # 0 su valor especifico
es irrelevante, ya que, al multiplicar ambos lados de la ecuacion B.18 ésta se
anula por todas partes. De manera que

u(t) = e, (B.22)
Sustituyendo B.22 en la ecuacion B.21 se obtiene
At Y
eMPy(t) = - (eMPi()), (B.23)

donde Py(t) es la funcién que se determiné en el inciso i. Sustituyendo Py(t)
en la ecuacién B.23 se obtiene

)\ektef)\t — % (eAtpl (t)) ’
A= % (eMPi(t)). (B.24)

Integrando la ecuacién B.24 se obtiene
GAtpl(t) =\t + C1,

de manera que
Pi(t) = (Mt +c)e™

Finalmente evaluando en ¢ = 0 se obtiene, el evento imposible P;(0) = 0, lo
que permite concluir que ¢; = 0, de manera que

Pi(t) = (A\t)e ™. (B.25)

iii) Para X=2
Nuevamente, se tienen dos eventos mutuamente excluyentes que generan dos
eventos en el intervalo ¢ + At, como se muestra en el siguiente esquema. De
la misma manera como se procedio en los incisos anteriores se obtiene para

este caso:
Py(t + At) = Pi(t) P (At) + Py(At) Pa(t). (B.26)
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£ At
) b 0 T Py(t+Ab)
) "1 RGN

Usando las propiedades del proceso de Poisson como en los incisos anteriores

se obtiene
Py(t + At) = AP ()AL + (1 — AAL) Py(1). (B.27)

Desarrollando el algebra en la ecuacion anterior se obtiene

Py(t + At) — Py(t)
At

FAR(t) = AP (). (B.28)

Tomando el limite cuando At — 0 en ambos lados de la ecuacién B.28

lm Py(t + At) — Py(t)
At—0 At

S A1) + AP (1) = APA(). (8.29)

A0 = [ M)

Al aplicar el método del factor integrante para resolver la ecuaciéon anterior

se obtiene 2
t
Pg(t) = (( ) —|—Cg) 6_>\t.

2

Finalmente, evaluando en t = 0 se obtiene el evento imposible P,(0) = 0, lo
que permite concluir que ¢, = 0, de manera que

()\t)zef)‘t

Py(t) = 5

(B.30)
iv) Para X=x
A partir de los resultados anteriores resulta razonable proponer la siguiente
expresion general para la distribucion de Poisson.
—At T
e (Mt
f(x):#, r=0,1,2,... (B.31)
x!

Para terminar este apartado, se probara validez de la ecuacién B.31 mediante
el método de induccién matematica.
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a) Evaluando la férmula para x=0, se obtiene
f(0) = e, (B.32)
lo que coincide con Py(t) dado por la ecuacién B.11.

b) Supéngase que la férmula es valida para el entero x > 0; es decir

fla) = )" (B.33)

z!

¢) Demuéstrese que la formula dada es valida para x+1.
Una vez més, considérese el siguiente esquema. Nuevamente, se tienen dos

t At
x+1 | o | Pxa(t+Ab
X N 1 } Px+1(t+ At)
Figura B.3:

eventos mutuamente excluyentes que generan 2 eventos en el intervalo t+ At,
manera que

Poir(t + At) = Po(t)Pi(AL) + Py(At) Py (2). (B.34)

Usando las propiedades del proceso de Poisson como en los incisos i) y ii) de
la primera parte,

Poyi(t + At) = AP.(H) At + (1 — AAL) Py (2). (B.35)
Desarrollando el 4lgebra en la ecuacién anterior se obtiene

Pyt + At) — Py (t)

v F AP (1) = AP, (1), (B.36)

Tomando el limite cuando At — 0 en ambos lados de la ecuacion B.36

i Poia(t+ At) — Ppyy(2)
At—0 At

 Peaa(t) + APua (1) = APA(1). (B.37)

At = i AP,
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Mediante el método del factor integrante para resolver la ecuacién anterior
se obtiene

d
E(u(t)PxH(t)) = Au(t) P, (t). (B.38)
Al sustituir u(t) = e y la ecuacién B.33 en la ecuacién B.38 se obtiene
d A(AE)*
&, (1)) = 2O (B.39)

Integrando la ecuacién anterior se obtiene

>\x+1tm+1 Y
Pea(t) = <m+caz+1>€ ;

— (éitfz; + CM) e M. (B.40)

Finalmente, evaluando en ¢ = 0 se obtiene el evento imposible P,.1(0) =
0, lo cual permite concluir que c,;1 = 0, de manera que

()\t)a:—l—le—)\t

Fra(t) = (z+1)!

(B.41)

Se observa que la ecuacién B.41 coincide con lo que la férmula B.31 genera
al evaluarla en z 4 1, por lo tanto, la férmula general queda demostrada.



Apéndices C

Calculo de las integrales usadas

C.1. Integral para la normal estandar

Verifique que

Sea

entonces,

I’ = (/ e_X;dx) (/ e_%dy),
0 0
= / / e 2 dxdy.
o Jo

Para continuar se hace un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas
polares.

x =rcosf, 0<0<
y =rsenb, 0<r<oo.

El jacobiano correspondiente es

oz Oz

— 0
1- ||

or 00

cosf) —rsenf
senf rcosf |’
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Considerando lo anterior,

I’ = / / e L dzdy,
o Jo
:/ e’2rd9dr
o Jo

= g/o _2rdr

,ﬁoo

0

s s
= _— 2 —.
2 2

Finalmente, extrayendo la raiz cuadrada se obtiene

=2
2

C.2. Integral para la distribucién gama

Verifique que

_ ]' > r—1_—u _ eiu(:u)k
I_(r—l)!/u u' e du—z X

Multiplicando por (r — 1)! se obtiene,

I'=(@r—-1nI= / u" e du
W

Se procede mediante el método de integraciéon por partes:
Si

entonces
dw=(r—1)u"Ydu y z=—e"

El método de integracién por partes nos conduce a

I = — uT_le_”‘zo + (r — 1)/ u" e du,
I

e}

= et (r — 1)/ u e du,

I
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La tultima integral es del tipo inicial, de manera que integrando por partes
(r—1) veces se obtiene el ultimo término, ya que 7 es un entero; por lo tanto,

(r— 1)(r—2)...1/ooe—“du 1)l

m

Por lo anterior,
F=e" (@ + -2+ +-1.
Finalmente, al dividir entre (n — 1)! obtiene I.

I*
I =




270



Apéndices D

Las distribuciones t y F

D.1. La distribucion t de Student

Teorema D.1.1 Sea (Z,V) una variable aleatoria bidimensional, donde Z
es una variable aleatoria con distribucion normal estdndar, mientras que V
es una variable aleatoria con distribucion chi-cuadrada (con n grados de lib-
ertad). Supdngase que la funcion de densidad conjunta de Z y V estd deter-
minada por'

1 22 1 n/2—1,-%

\/T—We m?} e 2, —o0o<z <00,
f(z,v) = 0<wv< oo, (D.1)
0, en otro caso.

St T es una variable aleatoria que se define en términos de Z y V mediante

(D.2)

entonces la funcion de densidad de la variable aleatoria T estd determinada
por

ntl 2\ 5
g(t) = % (1 + %) , —o0o<t<oo. (D.3)

Demostracion: De acuerdo con el corolario 4.4.1 se definen,

t="%==0¢1(z,v), —o0 <z <00,
z = almv) (D.4)

u=v=z,0), 0<v<o0.

'Esto significa que Z y V son variables aleatorias independientes.
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La aplicacién anterior asigna a cada pareja ordenada (z,v) en el intervalo
especificado, una y solo una pareja (t,u) en el intervalo, —oo < z < o0y
0 < v < oo. También se satisface que a cada pareja ordenada (¢,u) en el
intervalo, —oo <t < 0oy 0 < u < 0o le corresponde una y solo una pareja
ordenada (z,v) en el intervalo —oo < t < oo y 0 < u < oo. Lo anterior
significa que la aplicacion es invertible y la aplicacién inversa es:

z:\/gt:wl(t,v), —00 < z < 00, (D.5)
v=1u=1y(tv), 0<v < oo0. '
De acuerdo con la ecuacion 4.27
J = ‘ %wl(ta u) %wl(ta )
Ha(t,u) Hoba(t,u) |
w 1. T
— n  2+/nu
R

:\/g,

La funcién de densidad conjunta de las variables T y U se determina de
acuerdo con la ecuaciéon 4.26

g(t,u) = f(w1<t7u)7¢2(t> u))"]‘>

= 1 1 un/27167%67% E
/27 22T (n)2) n)’

_ 1 2120~ (B)(1+E 7
27/2\/2n T (n/2)
_ 1 W10+
27/2\/2tn T (n/2)
De manera mas precisa,
ntl 1 _(u 2
vt e P, —co <t < oo,
g(t,u) = 0 <u < oo, (D.6)
0, en otro caso.

La funcién de densidad de la variable aleatoria T' corresponde a la marginal
de T que se obtiene a partir de la densidad conjunta ¢(t,u); es decir,

gt) = / gt uydu,

e 1 n+41 u t2

_ f—l—(5) A+

= w2 etz n/du,
/0 21/2\/2rn T (n/2)
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Mediante el cambio de variables w = ku donde k = 1(1 + %) (para los fines
de la integracién es k una constante), la integral se transforma,

g9(t)

2

| sy (P e
o 272\2mnT(n/2) k ko
kinTH /oo ntl_ 4 —w g
wz e Vdw,

2n/2\/2n T (n/2) Jo

ki
21/2\/27n T (n/2)

L)
2723/ 27n T (n/2)

1

k
() 2 \°
272327 T (n/2) 1+% ’

e (17h)

La funcién de densidad de la variable aleatoria T' se expresa como,

g(t) =

e et s
T T(n)2) (1+ ) , <t<oo. § (D.7)

n

En la figura D.1 se muestran las graficas de g(t) para los valores n =2y
n = 5. En ésta se ha denotado a la normal estandar como n = co. A contin-
uacién se enumeran algunas propiedades de la distribucién t de Student.

1

. Su varianza es,

. Es simétrica respecto a la recta y = 0.

. Su media es cero.

4. La distribucién t de Student tiende a la distribucién normal cuando n

. tlfp == —tp

tiende a infinito.
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Figura D.1: La distribucion t de Student

D.2. La distribucion F

Teorema D.2.1 Sea (U, V) una variable aleatoria bidimensional, donde Uy
V son variables aleatorias con distribucion gama cada una con n y m grados
de libertad, respectivamente. Supdongase que la funcion de densidad conjunta
de Uy V estd determinada por*

1 n/2—1,—% 1 m/2—1_—%
M) ) U €2 sy ¥ e 2, 0<u<oo,
u,v) = 0<v< oo,
0, en otro caso.

(D.8)
Si F' es una variable aleatoria que se define en términos de Uy V mediante

F=2 (D.9)

3<zIs

entonces la funcion de densidad g(f) de la variable aleatoria F' estd deter-
minada por

L[(m +n)/2)(2)"2 f/>!
200+m)/20 (n /2)T (m/2) (1 + 2L)(mtm)/2”

9(f) = 0<f<oo. [ (D.10)

Demostracién: De acuerdo con el corolario 4.4.1

f=%=¢(u,0), 0<u< oo,

(D.11)
w=v=¢s(u,v), 0<v<o0.

2Esto corresponde a la hipétesis de independencia entre U y V.
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Las funciones inversas son:

%:wl(Lﬁw)a —00 <z <0,

u
v =w = Yy(t,v), 0<v< oo (D.12)

De acuerdo con la ecuacion 4.27

o)

| Z(f,w) 2 (f,w)
! '%(f,w) 5 ol )

Y

_ e owt

N o 1 |’
n

= —w.
m

La funciéon de densidad conjunta de las variables F y W se determina de
acuerdo con la ecuacion 4.26

g(faw) = f(wl(faw)an(fa IU))‘J|,

1 n/2—1 o 1 .
= nwf P e Pt <£w> ;
272 (n/2) \ m 2m/2T(m/2) m

1 nwf\"* wwi _w (T
= W™ e M e <—w) ,
200+m)/2T1(n/2)T'(m/2) \' m m
n/2—1
_ ! nof \"I et es) (Z0)
200+m)/2T1(n/2)T'(m/2) \ m m /)’

De manera mas precisa,

1 nwf n/2—1 m/2—1 —2(1+2Ly /1 n
20 2T (n/2)T(m/2) (%) wP e ) (Rw) 0 < f < oo,
g(fw) = 0 <w < oo,
0, en otro caso.
(D.13)

La funcién de densidad de la variable aleatoria F' corresponde a la marginal
que se obtiene a partir de la densidad conjunta g(f,w); es decir,

o(f) = / T g(f w)du,

/oo 1 nw f n/2—1 /21 _%(1+nf) (n )d
= w e m) (—w ) dw
o 20tm20(n/2)T(m/2) \ m m ’
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Mediante el cambio de variables z = kw donde k = (1 + 2L) (para los fines
de la integracion es k una constante), la integral se transforma,

© Infa\"PTY o\ m2 nz
o) = 2(n+m)/2P(2/2)F(m/2)/o (#) R CO

1 /°° nf2 " (22 s
20n+m)/2T (n J2)T (m/2) k(ntm)/2. [, m ’

= 20T (n/2)T (m/2)&C n+m)// (f2) ¢ "zdz,

(Q)n/2fn/2 1 oo
— m / n/2 1 m/2 1 se % dz
2(n+m)/21"(n/2) (m/Q k(n+m)/2 0 ’
B (%)n/2fn/2 1 9 g
= 2(n+m)/2r(n/2) (m/2 Je(n+m)/2 )

L[(m +n)/2](p) 2 fr/*
200+ mI/2E (n 2)T (m /2 K07
Ll(m+n)/2()" 2 f !
2(ntm)/2D(n /2)T (m/2) (1 + 2L )(mtm)/2”

La funcién de densidad de la variable aleatoria F' se expresa como,

L((m +n)/2)(2)"2 f2 7

9U) = 20n+m) /2D (1 /2) (1m0 /2) (1 + 2Ly (ntm)/2”

0<f<oo. J (D.14)

La funcién g(f) no solo depende de los valores de sus pardmetro n y m, sino
que también depende del orden en que éstos se tomen. Por lo anterior, es
necesario tener presente que n se definié como los grados de libertad de la
variable U, que corresponde al numerador en la ecuacién 5.48. De la misma
manera, m se definié como los grados de libertad de la variable aleatoria V,
que corresponde al denominador en la ecuacion 5.48.

En la figura D.2 se muestran las graficas de g(f) para las parejas de valores
(n,m) = (6,10) y (n,m) = (6, 30)

A continuacién se enumeran algunas propiedades de la distribucion F.

1. Tiene un Unico maximo en

(

n—2 m
n m—+ 2

2. Su media es
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g(f)
08

Figura D.2: La distribucién F

3. Su varianza es,

2(2 2n —4
02:m(m—i— n—4) m > 4.
n(m —2)2(m —4)

4.

1

Teorema D.2.2 Demuestre la validez de la propiedad Fi\_p p m = T

Demostracién: Considérese que F' se define de acuerdo con la ecuacién D.9,
se ha probado que F tiene distribucién dada por la ecuacién D.14. Si ahora
se define la variable aleatoria F' = 1/F, entoces

- (D.15)

SNSIERRS

La variable aleatoria F” tiene distribucién F' con m y n grados de liber-
tad. Nétese que los indices, estan invertido. Ahora considérense los cuantiles,
denotados por 1 — «, para F, donde o« > 0, es decir,

F<f1 an,m)) = 1—a,

= « (D.16)
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Por otro lado, los cuantiles o de F”, estan dados por,
P(F' < fl(m,n))=a, a>0.

Como las escuaciones D.16 y D.17 son equivalentes, entonces

1

B flfa (n7 m)

fo(m,n) |

(D.17)

(D.18)



Apéndices E

Tablas de las distribuciones
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TABLAS
ESTADISTICAS.



ESTADISTICA |

Tablal

Funcién de Distribuciéon Binomial

P
001 005 010 015 020 025 030 035 040

0.45

0.50

0.9801 0.9025 0.8100 0.7225 0.6400 0.5625 0.4900 0.4225 0.3600
0.9999 0.9975 0.9900 0.9775 0.9600 0.9375 0.9100 0.8775 0.8400
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.9703 0.8574 0.7290 0.6141 05120 0.4219 0.3430 0.2746 0.2160
0.9997 0.9928 0.9720 09392 0.8960 0.8438 0.7840 0.7183 0.6480
1.0000 0.9999 0.9990 0.9966 0.9920 0.9844 0.9730 0.9571 0.9360
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
0.9606 0.8145 0.6561 05220 0.4096 0.3164 0.2401 0.1785 0.1296
0.9994 0.9860 0.9477 0.8905 0.8192 0.7383 0.6517 0.5630 0.4752

10000 0.9995 0.9963 0.9880 0.9728 0.9492 09163 0.8735 0.8208
1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9984 0.9961 0.9919 0.9850 0.9744

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
09510 07738 05905 0.4437 03277 02373 0.1681 01160 0.0778
09990 09774 09185 0.8352 0.7373 06328 05282 04284 0.3370
10000 09988 09914 09734 09421 0.8965 0.8369 0.7648 0.6826
1.0000 1.0000 0.9995 0.9978 0.9933 0.9844 0.9692 0.9460 0.9130
1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9990 0.9976 0.9947 0.9898
1.0C00 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
09415 07351 05314 03771 02621 01780 0.1176 00754 0.0467
09985 09672 0.8857 0.7765 0.6554 05339 04202 03191 0.2333
1.0000 09978 09842 09527 09011 0.8306 0.7443 0.6471 05443
1.0000 09999 0.9987 0.9941 09830 0.9624 0.9205 0.8826 0.8208
1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9984 0.9954 0.9891 0.9777 0.9590
. . 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9993 0.9982 0.9959
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
09321 0.6983 04783 03206 02097 0.1335 0.0824 0.0490 0.0280
09980 0.9556 0.8503 0.7166 05767 0.4449 0.3294 0.2338 0.1586
10000 09962 09743 09262 0.8520 0.7564 0.6471 05323 0.4199
1.0000 09998 0.9973 0.9879 0.9667 0.9294 0.8740 0.8002 0.7102
1.0000 1.0000 09998 0.9988 0.9953 0.9871 0.9712 0.9444 0.9037
1.0000 1.0000 1.0000 09999 0.9996 0.9987 0.9962 0.9910 0.9812
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9984
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
09227 0.6634 04305 02725 0.1678 0.1001 0.0576 00319 0.0168
09973 09428 08131 06572 05033 03671 02553 0.1691 0.1064
09999 09942 09619 0.8948 0.7969 0.6785 05518 04278 0.3154
1.0000 09996 0.9950 0.9786 0.9437 0.8862 0.8059 0.7064 0.5941
1.0000 1.0000 0.9996 0.9971 0.9896 0.9727 0.9420 0.8939 0.8263
1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9988 0.0958 0.9887 0.9747 0.9502
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.0996 0.9987 0.9964 0.9915
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9993
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
09135 06302 03874 02316 0.1342 00751 0.0404 00207 0.0101
09966 0.9288 0.7748 05995 0.4362 03003 0.1960 0.1211 0.0705
09999 09916 0.9470 0.8591 0.7382 0.6007 04628 03373 0.2318
1.0000 09994 09917 09661 09144 08343 0.7297 0.6089 0.4826
10000 1.0000 09991 0.9944 09804 09511 0.9012 0.8283 0.7334
1.0000 10000 0.9999 0.99%4 09969 0.9900 0.9747 0.9464 0.9006

ODRWNRFRPOONOURAWNRONOUORAWNROODUIRWNFR OUIRWNF OMNWNRFRPOWN-= ONRFRO| X
[
=

0.3025
0.7975
1.0000
0.1664
0.5748
0.9089
1.0000
0.0915
0.3910
0.7585
0.9590
1.0000
0.0503
0.2562
0.5931
0.8688
0.9815
1.0000
0.0277
0.1636
0.4415
0.7447
0.9308
0.9917
1.0000
0.0152
0.1024
0.3164

0.2500
0.7500
1.0000
0.1250
0.5000
0.8750
1.0000
0.0625
0.3125
0.6875
0.9375

1.0000
0.0313
0.1875
0.5000
0.8125
0.9688
1.0000
0.0156
0.1094
0.3438
0.6563
0.8906
0.9844
1.0000
0.0078
0.0625
0.2266
0.5000
0.7734
0.9375
0.9922
1.0000
0.0039
0.0352
0.1445
0.3633
0.6367
0.8555
0.9648
0.99%1
1.0000
0.0020
0.0195
0.0898
0.2539
0.5000
0.7461
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0.01

0.05

0.10

0.15

p
0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

10

11

12

13

= 2R e =
Boo~vwourwnvrolQREBOooNou~rwNRORHOONOORWNROSOONOUTAWNRE O O©®NO|X

e e
wWNR

1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
0.3487
0.7361
0.9298

0.9997
1.0000

0.9987
0.9999
1.0000
1.0000
0.0563
0.2440
0.5256
0.7759
0.9219
0.9803
0.9965
0.9996

0.9957
0.9996
1.0000
1.0000
0.0282
0.1493
0.3828
0.6496
0.8497
0.9527
0.9894
0.9984
0.9999

0.9888
0.9986
0.9999
1.0000
0.0135
0.0860
0.2616
0.5138
0.7515
0.9051
0.9740
0.9952
0.9995

0.9750
0.9962
0.9997
1.0000
0.0060
0.0464
0.1673
0.3823
0.6331
0.8338
0.9452
0.9877
0.9983
0.9999

0.9502
0.9909
0.9992
1.0000
0.0025
0.0233
0.0996
0.2660
0.5044
0.7384
0.8980
0.9726
0.9955
0.9997
1.0000
0.0014
0.0139
0.0652
0.1911
0.3971

0.9102
0.9805
0.9980
1.0000
0.0010
0.0107
0.0547
0.1719
0.3770
0.6230
0.8281
0.9453
0.9893
0.9990
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0.01

0.05

0.10

0.15

p
0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

15

16

17

O©CO~NOUITAWNPFO(X

0.8687
0.9916

0.4877
0.8470

0.9699
0.9958

0.2288
0.5846

0.8416
0.9559
0.9908
0.9985

0.1028
0.3567

0.6479
0.8535
0.9533
0.9885
0.9978

0.0440
0.1979
0.4481
0.6982
0.8702
0.9561

0.0178
0.1010

0.2811
0.5213
0.7415
0.8883
0.9617
0.9897
0.9978

0.0068
0.0475
0.1608
0.3552
0.5842

0.0024
0.0205

0.0839
0.2205
0.4227
0.6405
0.8164
0.9247
0.9757
0.9940
0.9989
0.9999

0.0008
0.0081

0.0398
0.1243
0.2793
0.4859
0.6925
0.8499
0.9417
0.9825
0.9961
0.9994

0.0002
0.0029
0.0170
0.0632
0.1672
0.3373
0.5461
0.7414
0.8811
0.9574
0.9886
0.9978
0.9997

0.0001
0.0009
0.0065
0.0287
0.0898
0.2120
0.3953
0.6047
0.7880
0.9102
0.9713
0.9935
0.9991
0.9999



TABLASESTADISTICAS.

0.01

0.05

0.10

0.15

p
0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

18

19

20

1.0000

1.0000

0.9999
1.0000

0.9983
0.9997

0.9891
0.9974
0.9995

1.0000
0.0115
0.0692
0.2061
0.4114
0.6296

0.9598
0.9876
0.9969
0.9994

0.8954
0.9:597
0.9873
0.9968
0.9993
0.9999

0.7872
0.9006
0.9617
0.9880
0.9970
0.9994
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000

1.0000
0.0002
0.0C21
0.0121
0.0444
0.1182

0.6405
0.8011
0.9081
0.9652
0.9894
0.9975
0.9995
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.0001
0.0013
0.0082
0.0328
0.0942
0.2088
0.3743
0.5634
0.7368
0.8653
0.9424
0.9797

0.4743
0.6626
0.8166
0.9174
0.9699
0.9914
0.9981
0.9¢97
1.0000
1.0000
1.0000
0.0000

0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0049
0.0189

0.3145
0.5000
0.6855
0.8338
0.9283
0.9755
0.9936
0.9988
0.9999
1.0000
1.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0038
0.0154
0.0481
0.1189
0.2403
0.4073
0.5927



ESTADISTICA |

0.01

0.05

0.10

0.15

p
0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

25

1.0000

0.9997
1.0000

0.9887
0.9976
0.9996

0.9327
0.9781
0.9941
0.9987

0.8042
0.9133
0.9679
0.9900
0.9974
0.9994
0.9999

0.6172
0.7858
0.8982
0.9591
0.9861
0.9961
0.9991

0.4164
0.6080
0.7723
0.8867
0.9520
0.9829
0.9949
0.9987

0.2454
0.4166
0.6C10
0.7624
0.8782
0.9468
0.9804

0.1256
0.2500
0.4159
0.5956
0.7553
0.8725
0.9435
0.9790
0.9935
0.9984

0.0553
0.1299
0.2520
0.4143
0.5914
0.7507
0.8692
0.9420
0.9786
0.9936

0.0207
0.0577
0.1316
0.2517
0.4119
0.5881
0.7483
0.8684
0.9423
0.9793
0.9941
0.9987
0.9998
1.0000
1.0000
1.0000
0.0000

0.0000



7 TABLAS ESTADISTICAS.
Funcion de Distribucion de Poisson
[
x| o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
0] 09048 0.8187 0.7408 06703 06065 05488 04966 0.4493 0.4066 0.3679
1] 09953 09825 09631 09384 09098 08781 08442 08088 07725 0.7358
2| 00998 00989 09964 09921 09856 09769 09659 09526 09371 09197
3| 1.0000 09999 0.9997 09992 09982 0.9966 09942 09909 0.9865 0.9810
4] 1.0000 1.0000 1.0000 09999 09998 09996 0.9992 0.9986 0.9977 0.9963
5| 10000 10000 10000 10000 10000 10000 09999 09998 09997 0.9994
6| L0000 1.0000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 0.9999
7| 1.0000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
X 11 1.2 13 14 15 1.6 17 1.8 19 2.0
0| 03329 03012 02725 02466 02231 02019 01827 01653 01496 0.1353
1] 06990 06626 06268 05918 05578 0.5249 0.4932 04628 0.4338 0.4060
2| 09004 08795 08571 08335 08088 07834 07572 07306 07037 06767
3| 09743 09662 09569 09463 09344 09212 09068 08913 08747 0.8571
4] 09946 0.9923 09893 09857 09814 09763 09704 0.9636 0.9559 0.9473
51 09990 0.9985 0.9978 09968 09955 09940 09920 0.9896 0.9868 0.9834
6| 00999 00997 009996 09994 09991 09987 09981 09974 09966 0.9955
71 1.0000 1.0000 09999 09999 0.9998 0.9997 0.9996 09994 0.9992 0.9989
8| 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 10000 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998
9| 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
X 21 2.2 2.3 24 25 2.6 2.7 2.8 29 3.0
0] 01225 01108 0.1003 0.0907 0.0821 00743 0.0€72 0.0608 0.0550 0.0498
1| 03796 03546 03309 03084 02873 02674 02487 02311 02146 01991
21 06496 06227 05960 05697 05438 05184 04936 04695 04460 0.4232
3108386 08194 0.7993 0.7787 07576 07360 0.7141 0.6919 0.6696 0.6472
4| 09379 09275 09163 09041 08912 08774 08629 08477 08318 08153
5| 09796 09751 09700 09643 09580 09510 009433 09349 09258 0.9161
6] 09941 09925 09906 09834 09858 0.9828 0.9794 09756 09713 0.9665
7] 09985 09980 09974 09967 09958 09947 09934 09919 09901 0.988!
8| 09997 09995 00994 009991 09989 09985 09981 09976 09960 0.9962
9] 09999 0.9999 0.9999 09998 09997 09996 0.9995 0.9993 0.9991 0.9989
10|/ 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997
11| 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 09999 0.9999
x| 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
0| 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 00302 0.0273 0.0247 00224 0.0202 0.0183
1| 01847 01712 01586 01468 0.1359 0.1257 0.1162 0.1074 0.0992 0.0916
21 04012 03799 03594 03397 03208 0.3027 02854 02689 02531 0.2381
3| 06248 06025 05803 05584 05366 05152 04942 04735 04533 04335
4| 07982 07806 07626 07442 07254 07064 06872 06678 06484 06288
51 09057 0.8946 0.8829 08705 08576 08441 08301 0.8156 0.8006 0.7851
6| 09612 09554 09490 09421 09347 09267 09182 09091 08995 0.8893
7| 09858 09832 09802 09769 09733 09692 09648 009599 09546 0.9489
81 09953 0.9943 09931 09917 09901 09883 09863 0.9840 0.9815 0.9786
9] 09986 0.9982 0.9978 09973 09967 09960 0.9952 0.9942 0.9931 0.9919
10| 09996 009995 009994 00992 009990 009987 09984 09981 09977 0.9972
11] 0.9999 09999 09998 09998 0.9997 0.9996 0.9995 09994 0.9993 0.9991
12| 1.0000 1.0000 1.0000 09999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997
13| 10000 10000 10000 1.0000 10000 10000 1.0000 1.0000 09999 0.9999




ESTADISTICA | 8.
|
X| 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
0| 00166 00150 00136 00123 00111 00101 00001 00082 00074 00067
1| 00845 00780 00719 00663 00611 00563 00518 00477 00439 00404
2| 02238 02102 01974 01851 01736 01626 01523 01425 01333 0.1247
3| 04142 03954 03772 03595 03423 03257 03097 02942 02793 .0.2650
4| 06093 05898 05704 05512 05321 05132 04946 04763 04582 04405
5| 07693 07531 07367 07199 07029 06858 06664 06510 06335 0.6160
6| 08787 08675 08558 08436 08311 08180 08046 07908 0.7767 0.7622
7| 09427 09361 09200 09214 09134 09050 08960 0.8867 08769 0.8666
8| 09755 09721 09683 09642 09597 09549 09497 09442 09382 09319
9| 09905 09889 09871 09851 09829 09805 09778 09749 09717 0.9682
10| 09966 09959 09952 00943 09933 09922 09910 09896 09830 0.9863
11| 099890 09986 09983 09980 09976 09971 09966 09960 09953 0.9945
12| 09997 09996 09995 09993 09992 09990 09988 09986 09983 0.9980
13| 09999 09999 00998 00998 09997 09997 0999 09995 09994 0.9993
14| 10000 10000 10000 09999 09999 09999 09999 009999 09998 0.9998
15| 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 09999 0.9999
X| 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
0| 00061 00055 00050 00045 0004l 00037 00033 0-0030 00027 00025
1| 00372 00342 00314 00289 00266 00244 00224 00206 00189 00174
2| 01165 01088 01016 00948 00884 00824 007&8 00715 00666 0.0620
3| 02513 02381 02254 02133 02017 01906 01801 01700 01604 0.1512
4| 04231 04061 03895 03733 03575 03422 03272 03127 02987 02&51
5| 05984 05809 05635 05461 05289 05119 04950 04783 04619 04457
6| 07474 07324 07171 07017 06860 06703 06544 06384 06224 0.6063
7| 08560 08449 08335 08217 08095 07970 07842 07710 07576 0.7440
8| 09252 09181 09106 09027 0.8¢44 08857 08766 08672 08574 08472
9| 09644 09603 09559 09512 09462 09409 09352 09292 09228 0.9161
10| 09844 09823 09800 09775 09747 09718 09686 09651 09614 0.9574
11| 09937 09927 09916 09904 09890 09875 09859 09841 09821 0.9799
12| 09976 09972 09967 09962 09955 09949 09941 09932 09922 0.9912
13| 09992 09990 09988 09986 09983 09980 09977 09973 09969 0.9964
14| 09997 09997 09996 09995 09994 09993 09991 09990 09988 0.9986
15| 09999 09999 09999 09998 09998 09998 09997 0999 0999 0.9995
16| 10000 10000 10000 00999 09999 09999 09999 09999 09999 0.9998
17| 10000 10000 10000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 0.9999
X| 61 62 63 64 65 6.6 6.7 6.8 69 70
0| Q0022 00070 Q0018 Q0017 00015 0004 Q0012 Q0011 Q0010 0.0009
1| 00156 00146 00134 00123 00113 00103 00095 00087 00080 00073
2| 00577 0053 00498 00463 00430 00400 00371 00344 00320 0029
3| 01425 01342 01264 01189 01119 01052 00988 00928 00871 00818
4| 02719 02592 02469 02351 02237 02127 02022 01920 01823 01730
5| 04298 04141 03988 03837 03690 03547 03407 03270 03137 03007
6| 05002 05742 05582 05423 05265 05108 04953 04799 04647 0.4497
7| 07301 07160 07018 06873 06728 06581 06433 06285 06136 05987
8| 08367 08259 08148 08033 07916 07796 07673 07548 07420 0.7291
9| 09090 09016 08939 08858 08774 08686 08596 08502 08405 0.8305
10| 09531 09486 09437 0938 09332 09274 09214 09151 09084 09015
11| 09776 09750 09723 09693 09661 09627 09591 09552 09510 0.9467
12| 09900 09887 09873 09857 09840 09821 09801 09779 09755 09730
13| 09958 09952 09945 09937 09929 09920 09909 09898 09835 0.9872
14| 0.9¢84 09981 09978 09974 09970 09966 09961 09956 09950 0.9943
15| 09994 09993 09992 09990 09988 09986 09934 09982 09979 0.9976
16| 09998 09997 09997 00996 09996 09995 09994 09993 09992 0.9990
17| 09999 09999 09999 00999 09998 09998 09998 09997 09997 0.9996
18| 10000 1.0000 10000 10000 09999 09999 09999 09999 09999 0.9999
19| 10000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000



9 TABLASESTADISTICAS.
I
X 71 72 7.3 74 75 7.6 7.7 78 79 80
0 00008 0.0007 00007 00006 00006 00005 00005 00004 0.0004 0.0003
1] 0006/ 00061 00056 0.0051 0.004/ 0.0043 0.0039 00036 0.0033 0.0030
2| 00275 00255 00236 00219 00203 00188 00174 00161 0.0149 0.0138
3| 00767 00719 00674 00632 00591 00554 00518 0.0485 0.0453 0.0424
41 01641 01555 01473 01395 01321 01249 01181 01117 01055 0.0996
5(02881 02759 02640 02526 02414 02307 02203 02103 02006 0.1912
6] 04349 04204 04060 03920 03782 03646 03514 03384 03257 0.31#4
7105838 05689 05541 05393 05246 05100 04956 04812 0.4670 0.4530
8| 07160 0.7027 0.6892 0.6757 0.6620 06482 06343 06204 0.6065 0.5926
9 08202 08097 0.7988 0.7877 0.7764 07649 07531 07411 0.7290 0.7166
10| 08942 0.8867 08788 08707 08622 08535 0.8445 0.8352 0.8257 0.8159
11| 09420 09371 09319 09265 09208 09148 09085 0.9020 0.8952 0.8881
12| 09703 09673 09642 09609 09573 09536 09496 0.9454 0.9409 0.9362
13| 09857 09841 09824 09805 09784 09762 09739 09714 09687 0.9658
14| 09935 09927 09918 09908 09897 09886 0.9873 0.9859 0.9844 0.9827
15| 09972 09969 09964 09959 09954 0.9948 0.9941 0.9934 0.9926 0.9918
16| 09989 09987 09985 09983 09980 0.9978 0.9974 0.9971 0.9967 0.9963
17 09996 09995 0.9994 0.9993 09992 09991 09989 09988 0.9986 0.9984
18] 09998 09998 09998 09997 09997 09996 09996 0.9995 0.9994 0.9993
19] 09999 09999 09999 09999 09999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9998 0.9997
20| 1.0000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 0.9999 09999 0.9999 0.9999
21| 1.0000 1.0000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
X 81 82 83 84 85 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0
0| 00003 0.0003 0.0002 00002 00002 00002 00002 0.0002 0.0001 0.0001
1] 00028 00025 0.0023 00021 00019 0.0C18 0.0016 00015 0.0014 0.0012
2| 00127 00118 00109 0.0100 0.0093 0.008 00079 00073 0.0068 0.0062
3( 00396 00370 00346 0.0323 0.0301 00281 00262 00244 0.0228 0.0212
4 (00941 0.0887 00837 00789 00744 00701 00660 00621 0.0584 0.0550
510183 0173 01653 01573 01496 01422 01352 01284 01219 0.1157
6] 03013 02896 02781 02670 02562 02457 02355 02256 0.2160 0.2068
7104391 04254 04119 03987 0385 03728 03602 03478 0.3357 0.3239
8| 05786 05647 05508 05369 05231 05094 04958 04823 04689 04557
9 07041 06915 06788 06659 06530 06400 06269 06137 0.6006 0.5874
10| 08058 0.7956 0.7850 07743 0.7634 0.7522 0.7409 0.7294 0.7178 0.7060
11| 08807 0.8731 08652 08571 0.8487 0.8400 0.8311 0.8220 0.8126 0.8030
12| 09313 09261 09207 09150 09091 09029 0.8965 0.8898 0.8829 0.8758
13| 09628 09595 09561 09524 09486 0.9445 09403 0.9358 0.9311 09262
14| 09810 09791 09771 09749 09726 09701 09675 09647 09617 0.9585
15| 0.9908 09898 09887 09875 09862 09848 09832 09816 0.9798 09780
16| 09958 09953 09947 09941 09934 09926 09918 0.9909 0.9899 0.9889
17| 09982 09979 09977 09973 09970 09966 0.9962 0.9957 0.9952 0.9947
18] 09992 09991 09990 09989 09987 0.9985 0.9983 0.9981 0.9978 0.9976
19] 09997 09997 0999 09995 09995 09994 09993 0.9992 0.9991 0.9989
20| 09999 09999 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9997 0.9997 0.999 0.9996
21| 1.0000 1.0000 0.9999 09999 09999 09999 09999 0.9999 0.9998 0.9998
22| 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999
23| 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



ESTADISTICA | 10.
I

X 9.1 9.2 9.3 94 95 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0
0| 00001 00001 00001 00001 00001 00001 00001 00001 0.0001 0.0000
1] 00011 00010 0.0009 0.0009 0.0008 0.0007 0.0007 0.0006 0.0005 0.0005
2| 00058 0.0053 0.0049 0.0045 0.0042 0.0038 00035 00033 0.0030 0.0028
3| 00198 00184 00172 00160 00149 00138 00129 00120 0.0111 0.0103
400517 00486 00456 0.0429 0.0403 00378 00355 00333 0.0312 0.0293
5( 01098 01041 0.0987 0.0935 0.0885 0.0838 00793 00750 0.0710 0.0671
6| 01978 0.1892 0.1808 0.1727 01650 01575 01502 01433 0.1366 0.1301
7103123 03010 02900 02792 02687 02584 02485 02388 02294 0.2202
8| 04426 04296 04168 04042 03918 0379% 03676 03558 0.3442 0.3328
9| 05742 05611 05480 05349 05218 05089 04960 04832 04705 04579
10| 06941 0.6820 06699 06576 06453 06330 06205 06081 05956 05830
11| 07932 07832 0.7730 07626 07570 0.7412 07303 0.7193 0.7081 0.6968
12| 08684 0.8607 0.8529 08448 08364 0.8279 08191 08101 0.8009 0.7916
13 09210 09156 0.9100 0.9042 0.8981 08919 08853 08786 0.8716 0.8645
14| 09552 09517 09480 09441 09400 09357 09312 09265 0.9216 09165
15| 09760 09738 09715 09691 09665 0.9638 0.9609 0.9579 0.9546 0.9513
16| 09878 09865 09852 09838 09823 09806 09789 09770 09751 09730
17| 09941 09934 09927 09919 09911 09902 09892 09881 0.9870 0.9857
18] 09973 09969 09966 09962 09957 0.9952 0.9947 0.9941 0.9935 0.9928
19( 09988 09986 0.9985 0.9983 09980 09978 09975 09972 0.9969 0.9965
20| 09995 0.9994 09993 09992 09991 09990 09989 0.9987 0.9986 0.9984
21) 09998 09998 0.9997 0.9997 0.9996 0.9996 09995 09995 09994 0.9993
221 09999 09999 09999 09999 09999 09998 09998 0.9998 0.9997 0.9997
23| 1.0000 10000 1.0000 1.0000 09999 0.9999 09999 0.9999 0.9999 0.9999
24| 1.0000 10000 10000 10000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
25| 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



1 TABLASESTADISTICAS.

I
11.0 12.0 13.0 14.0 15.0 16.0 17.0 18.0 19.0 _ 20.0

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
00002 00001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
00012 00005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
00049 00023 00011 0.0005 0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
00151 00076 0.0037 0.0018 0.0009 0.0004 0.0002 00001 0.0C00 0.0000
00375 00203 0.0107 0.0055 0.0028 0.0014 0.0007 0.0003 0.0002 0.0001
00786 00458 0.0259 00142 0.0076 0.0040 0.0021 0.0010 0.0005 0.0003
01432 00895 0.0540 00316 0.0180 0.0100 0.0054 00029 0.0015 0.0008
02320 01550 0.0998 0.0621 0.0374 0.0220 0.0126 00071 0.0039 0.0021
03405 02424 01658 01094 00699 0.0433 00261 0.0154 0.0089 0.0050
04599 03472 02517 01757 0118 0.0774 0.0491 00304 0.0183 0.0108
05793 04616 03532 02600 01848 01270 0.0847 00549 0.0347 0.0214
06887 05760 04631 03585 02676 01931 01350 00917 0.0606 0.0390
07813 06815 05730 04644 03632 02745 02009 01426 0.0984 0.0661
08540 07720 06751 05704 04657 03675 02808 02081 0.1497 0.1049
09074 08444 0.7636 0.6694 05681 04667 0-3715 02867 0.2148 0.1565
09441 08987 08355 0.7559 0.6641 05660 04677 03751 02920 0.2211
09678 09370 0.8905 08272 0.7489 0.6593 05640 04686 0.3784 0.2970
09823 09626 09302 08826 08195 0.7423 0.6550 0.5622 0.4695 0.3814
09907 09787 09573 09235 08752 08122 07363 06509 05606 0.4703
09953 09884 09750 09521 09170 0.8682 0.8055 0.7307 0.6472 0.5591
09977 09939 09859 09712 09469 09108 0.8615 07991 0.7255 0.6437
09990 09970 09924 09833 09673 09418 09047 08551 07931 0.7206
09995 09985 0.9960 0.9907 09805 09633 09367 08989 0.8490 0.7875
09998 09993 0.9980 0.9950 0.9888 09777 0.9S94 09317 0.8933 0.&432
09999 09997 0.9990 0.9974 09938 09869 09748 09554 0.9269 0.8878
10000 0.9999 09995 09987 09967 09925 09848 09718 0.9514 09221
10000 0.9999 09998 09994 09983 09959 09912 0.9827 0.9687 09475
10000 1.0000 09999 09997 09991 09978 0.9950 0.9897 0.9705 0.9657
10000 1.0000 1.0000 09999 0999 09989 09973 0.9941 0.9882 09782
10000 1.0000 1.0000 09999 09998 09994 09986 0.9967 0.9930 0.9865
10000 1.0000 1.0000 1.0000 09999 09997 09993 0.9982 0.9960 0.9919
10000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 09999 0999 0.9990 0.9978 0.9953
10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 09999 09998 0.9995 0.9988 0.9973
10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 0.9999 0.9998 0.9994 0.9985
10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 0.9999 0.9997 0.9992
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 10000 0.9999 0.9998 0.9996
37| 1.0000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998
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Tabla 3

Funcion de Distribucién y de Probabilidad Hipergeométrica.

N n Kk X F(x) P(x) N n k X E(X) P(x)

2 1 1 0 0.500000  0.500000 6 3 2 1 0.800000 0.600000
2 1 1 1 1.000000  0.500000 6 3 2 2 1.000000 0.200000
3 1 1 0 0.666667  0.666667 6 3 3 0 0.050000 0.050000
3 1 1 1 1.000000 0.333333 6 3 3 1 0.500000 0.450000
3 2 1 0 0.333333  0.333333 6 3 3 2 0.950000 0.450000
3 2 1 1 1.000000 0.666667 6 3 3 3 1.000000 0.050000
3 2 2 1 0.666667  0.666667 6 4 1 0 0.333333 0.333333
3 2 2 2 1.000000 0.333333 6 4 1 1 1.000000 0.666667
4 1 1 0 0.7E0000  0.760000 6 4 2 0 0.066667 0.066667
4 1 1 1 1.000000  0.250000 6 4 2 1 0.600000 0.533333
4 2 1 0 0.500000  0.500000 6 4 2 2 1.000000 0.400000
4 2 1 1 1.000000  0.500000 6 4 3 1 0.200000 0.200000
4 2 2 0 0.166667  0.166667 6 4 3 2 0.800000 0.600000
4 2 2 1 0.833333  0.666667 6 4 3 3 1.000000 0.200000
4 2 2 2 1.000000 0.166667 6 4 4 2 0.400000 0.400000
4 3 1 0 0.250000  0.250000 6 4 4 3 0.933333 0.533333
4 3 1 1 1.000000  0.750000 6 4 4 4 1.000000 0.066667
4 3 2 1 0.500000  0.500000 6 5 1 0 0.166667 0.1€6667
4 3 2 2 1.000000  0.500000 6 5 1 1 1.000000 0.833333
4 3 3 2 0.750000  0.750000 6 5 2 | 0.333333 0.333333
4 3 3 3 1.000000  0.250000 6 5 2 2 1.000000 0.666667
5 1 1 0 0.800000  0.800000 6 5 3 2 0.500000 0.500000
5 1 1 1 1.000000  0.200000 6 5 3 3 1.0C0000 0.500000
5 2 1 0 0.600000  0.600000 6 5 4 3 0.666667 0.666667
5 2 1 1 1.000000  0.400000 6 5 4 4 1.000000 0.333333
5 2 2 0 0.300000  0.300000 6 5 5 4 0.833333 0.833333
5 2 2 1 0.900000  0.600000 6 5 5 5 1.000000 0.166667
5 2 2 2 1.000000  0.100000 7 1 1 0 0.857143 0.857143
5 3 1 0 0.400000  0.400000 7 1 1 1 1.000000 0.142857
5 3 1 1 1.000000  0.600000 7 2 1 0 0.714286 0.714286
5 3 2 0 0.100000  0.100000 7 2 1 1 1.000000 0.285714
5 3 2 1 0.700000  0.600000 7 2 2 0 0.476190 0.476190
5 3 2 2 1.000000  0.300000 7 2 2 1 0.952381 0.476190
5 3 3 1 0.300000  0.300000 7 2 2 2 1.000000 0.047619
5 3 3 2 0.900000  0.600000 7 3 1 0 0.571429 0.571429
5 3 3 3 1.000000  0.100000 7 3 1 1 1.000000 0.428571
5 4 1 0 0.200000  0.200000 7 3 2 0 0.285714 0.285714
5 4 1 1 1.000000  0.800000 7 3 2 1 0.857143 0.571429
5 4 2 1 0.400000  0.400000 7 3 2 2 1.000000 0.142857
5 4 2 2 0.000000  0.600000 7 3 3 0 0.114286 0.114286
5 4 3 2 0.600000  0.600000 7 3 3 1 0.628571 0.514286
5 4 3 3 1.000000  0.400000 7 3 3 2 0.971428 0.342857
5 4 4 3 0.800000  0.800000 7 3 3 3 1.000000 0.028571
5 4 4 4 1.000000  0.200000 7 4 1 0 0.428571 0.428571
6 1 1 0 0.833333 0.833333 7 4 1 1 1.000000 0.571429
6 1 1 1 1.000000 0.166667 7 4 2 0 0.142857 0.142857
6 2 1 0 0.666667  0.666667 7 4 2 1 0.714286 0.571429
6 2 1 1 1.000000 0.333333 7 4 2 2 1.000000 0.285714
6 2 2 0 0.400000  0.400000 7 4 3 0 0.025571 0.028571
6 2 2 1 0.933333 0.533333 7 4 3 1 0.371429 0.342857
6 2 2 2 1.000000 0.066667 7 4 3 2 0.885714 0.514286
6 3 1 0 0.500000  0.500000 7 4 3 3 1.000000 0.114286
6 3 1 1 1.000000  0.500000 7 4 4 1 0.114286 0.114286
6 3 2 0 0.200000  0.200000 7 4 4 2 0.628571 0.514286
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N n k X F(xX) P(x) N n k X EF(x) P(x)

7 4 4 3 0.971428 0342857 8 5 1 1 1.000000 0.625000
7 4 4 4 1.000000 0.028571 8 5 2 0 0.107143 0.107143
7 5 1 0 0.285714 0.285714 8 5 2 1 0.642857 0.535714
7 5 1 1 1.000000 0.714286 8 5 2 2 1.000000 0.357143
7 5 2 0 0.047619 0.047619 8 5 3 0 0.017857 0.017857
7 5 2 1 0.523809 0.476190 8 5 3 1 0.285714 0.267857
7 5 2 2 1.000000 0476190 | 8 5 3 2 0.821429 0.535714
7 5 3 1 0.142857  0.142857 8 5 3 3 1.000000 0.178571
7 5 3 2 0.714286  0.571429 8 5 4 1 0.071429 0.071429
7 5 3 3 1.000000 0.285714 | 8 5 4 2 0.500000 0.428571
7 5 4 2 0.285714 0.285714 8 5 4 3 0.928571 0.428571
7 5 4 3 0.857143 0.571429 8 5 4 4 1.000000 0.071429
7 5 4 4 1000000 0142857 | 8 5 5 2 0178571  0.178571
7 5 5 3 0476190 0.476190 8 5 5 3 0.714286 0.535714
7 5 5 4 0.952381 0.476190 8 5 5 4 0.982143 0:267857
7 5 5 5 1.000000 0.047619 8 5 5 5 1.000000 0.017857
7 6 1 0 0.142857  0.142857 8 6 1 0 0.250000 0.250000
7 6 1 1 1.000000 0.857143 | 8 6 1 1 1.000000 0.750000
7 6 2 1 0.285714 0285714 | 8 6 2 0 0.035714 0.035714
7 6 2 2 1.000000 0.714286 8 6 2 1 0.464286 0.428571
7 6 3 2 0428571 0.428571 8 6 2 2 1.000000 0.535714
7 6 3 3 1.000000 0.571429 8 6 3 1 0.107143 0.107143
7 6 4 3 0571429 0.571429 8 6 3 2 0.642857 0.535714
7 6 4 4 1.000000 0.428571 8 6 3 3 1.000000 0.357143
7 6 5 4 0.714286  0.714286 8 6 4 2 0.214286 0.214286
7 6 5 5 1.000000 0.285714 8 6 4 3 0.785714 0.571429
7 6 6 5 087143 0857143 | 8 6 4 4 1000000 0214286
7 6 6 6 1.000000 0.142857 8 6 5 3 0.357143 0.357143
8 1 1 0 0.875000 0.875000 | 8 6 5 4 0.892857 0.535714
8 1 1 1 1.000000  0.125000 8 6 5 5 1.000000 0.107143
8 2 1 0 0.750000  0.750000 8 6 6 4 0.535714 0.535714
8 2 1 1 1.000000 0.250000 | 8 6 6 5 0.964286 0.428571
8 2 2 0 0535714 0.535714 8 6 6 6 1.000000 0.035714
8 2 2 1 0.964286  0.428571 8 7 1 0 0.125000 0.125000
8 2 2 2 1.000000 0.035714 8 7 1 1 1.000000 0.875000
8 3 1 0 0.625000 0.625000 | 8 7 2 1 0.250000 0.250000
8 3 1 1 1.000000  0.375000 8 7 2 2 1.000000 0.750000
8 3 2 0 0.357143 0.357143 8 7 3 2 0.375000 0.375000
8 3 2 1 0.892857 0535714 | 8 7 3 3 1.000000 0.625000
8 3 2 2 1.000000 0.107143 8 7 4 3 0.500000 0.500000
8 3 3 0 0.178571 0.178571 8 7 4 4 1.000000 0.500000
8 3 1 1 0.714286 0535714 | 8 7 5 4 0.625000 0.625000
8 3 3 2 0.982143  0.267857 8 7 5 5 1.000000 0.375000
8 3 3 3 1.000000 0.017857 8 7 6 5 0.750000 0.750000
8 4 1 0 0.500000 0500000 | 8 7 6 6 1.000000 0.250000
8 4 1 1 1.000000 0.500000 | 8 7 7 6 0.875000 0.875000
8 4 2 0 0.214286  0.214286 8 7 7 7 1.000000 0.125000
8 4 2 1 0.785714 0.571429 9 1 1 0 0.888889 0.888889
8 4 2 2 1.000000 0.214286 9 1 1 1 1.000000 0.111111
8 4 3 0 0.071429 0.071429 9 2 1 0 0.777778 0.777778
8 4 3 1 0.500000 0.428571 9 2 1 1 1.000000 0.222222
8 4 3 2 0.928571 0.428571 9 2 2 0 0.583333 0.583333
8 4 3 3 1.000000 0.071429 9 2 2 1 0.972222 0.388889
8 4 4 0 0.014286  0.014286 9 2 2 2 1.000000 0.027778
8 4 4 1 0.242857  0.228571 9 3 1 0 0.666667 0.666667
8 4 4 2 0.757143 051426 9 3 1 1 1.000000 0.333333
8 4 4 3 0.985714 0.228571 9 3 2 0 0.416667 0.416667
8 4 4 4 1.000000 0.014286 9 3 2 1 0.916667 0.500000
8 5 1 0 0.375000  0.375000 9 3 2 2 1.000000 0.083333



ESTADISTICA | 14,
N n k X F(xX) P(x) N n k X EF(x) P(x)
9 3 3 0 0.238095  0.238095 9 7 2 1 0.416667 0.388889
9 3 3 1 0.773809 0.535714 9 7 2 2 1.000000 0.583333
9 3 3 2 0.988095 0.214286 9 7 3 1 0.083333 0.083333
9 3 3 3 1.000000  0.011905 9 7 3 2 0.583333 0.500000
9 4 1 0 0.555556  0.555556 9 7 3 3 1.000000 0.416667
9 4 1 1 1.000000 0.444444 9 7 4 2 0.166667 0.166667
9 4 2 0 0.277778  0.277778 9 7 4 3 0.722222 0.555556
9 4 2 1 0.833333  0.555556 9 7 4 4 1.000000 0.277778
9 4 2 2 1.000000 0.166667 9 7 5 3 0.277778 0.277778
9 4 3 0 0.119048  0.119048 9 7 5 4 0.833333 0.555556
9 4 3 1 0.595238 0.476190 9 7 5 5 1.000000 0.166667
9 4 3 2 0.952381 0.357143 9 7 6 4 0.416667 0.416667
9 4 3 3 1.000000 0.047619 9 7 6 5 0.916667 0.500000
9 4 4 0 0.039683  0.039683 9 7 6 6 1.000000 0.833333
9 4 4 1 0.357143  0.317460 9 7 7 5 0.583333 0.583333
9 4 4 2 0.833333  0.476190 9 7 7 6 0.972222 0.388889
9 4 4 3 0.992063  0.158730 9 7 7 7 1.000000 0.027778
9 4 4 4 1.000000 0.007936 9 8 1 0 0.111111 0.111111
9 5 1 0 0.444444  0.444444 9 8 1 1 1.000000 0.888889
9 5 1 1 1.000000  0.555556 9 8 2 1 0.222222 0.222222
9 5 2 0 0.166667  0.166667 9 8 2 2 1.000000 0.777778
9 5 2 1 0.722222  0.555556 9 8 3 2 0.333333 0.333333
9 5 2 2 1.000000 0.277778 9 8 3 3 1.000000 0.666667
9 5 3 0 0.047619 0.047619 9 8 4 3 0.444444 0.444444
9 5 3 1 0.404762 0.357143 9 8 4 4 1.000000 0.555556
9 5 3 2 0.880952 0.476190 9 8 5 4 0.555556 0.555556
9 5 3 3 1.000000 0.119048 9 8 5 5 1.000000 0.444444
9 5 4 0 0.007936  0.007936 9 8 6 5 0.666667 0.666667
9 5 4 1 0.166667  0.158730 9 8 6 6 1.000000 0.333333
9 5 4 2 0.642857  0.476190 9 8 7 6 0.777778 0.777778
9 5 4 3 0.960317 0.317460 9 8 7 7 1.000000 0.222222
9 5 4 4 1.000000 0.039683 9 8 8 7 0.888889 0.888889
9 5 5 1 0.039683  0.039683 9 8 8 8 1.000000 0.111111
9 5 5 2 0.357143 0.317460 | 10 1 1 0 0.900000 0.900000
9 5 5 3 0.833333 0.476190 | 10 1 1 1 1.000000 0.100000
9 5 5 4 0.992063 0.158730 | 10 2 1 0 0.800000 0.800000
9 5 5 5 1.000000 0.007936 | 10 2 1 1 1.000000 0.200000
9 6 1 0 0.333333 0.333333 | 10 2 2 0 0.622222 0.622222
9 6 1 1 1.000000 0.666667 | 10 2 2 1 0.977778 0.355556
9 6 2 0 0.083333 0.083333 | 10 2 2 2 1.000000 0.022222
9 6 2 1 0.583333 0.500000 | 10 3 1 0 0.700000 0.700000
9 6 2 2 1.000000 0.416667 | 10 3 1 1 1.000000 0.300000
9 6 3 0 0.011905 0.011905 | 10 3 2 0 0.466667 0.466667
9 6 3 1 0.226190 0.214286 | 10 3 2 1 0.933333 0.466667
9 6 3 2 0.761905 0.535714 | 10 3 2 2 1.000000 0.066667
9 6 3 3 1.000000 0.238095 | 10 3 3 0 0.291667 0.291667
9 6 4 1 0.047619 0.047619 | 10 3 3 1 0.816667 0.525000
9 6 4 2 0404762 0.357143 | 10 3 3 2 0.991667 0.175000
9 6 4 3 0.880952 0.476190 | 10 3 3 3 1.000000 0.008333
9 6 4 4 1.000000 0.119048 | 10 4 1 0 0.600000 0.600000
9 6 5 2 0.119048 0.119048 | 10 4 1 1 1.000000 0.400000
9 6 5 3 0.595238 0.476190 | 10 4 2 0 0.333333 0.333333
9 6 5 4 0.952381 0.357143 | 10 4 2 1 0.866667 0.533333
9 6 5 5 1.000000 0.047619 | 10 4 2 2 1.000000 0.133333
9 6 6 3 0.238095 0.238095 | 10 4 3 0 0.166667 0.166667
9 6 6 4 0.773809 0535714 | 10 4 3 1 0.666667 0.500000
9 6 6 5 0.988095 0.214286 | 10 4 3 2 0.966667 0.300000
9 6 6 6 1.000000 0.011905 | 10 4 3 3 1.000000 0.033333
9 7 1 0 0.222222 0.222222 | 10 4 4 0 0.071429 0.071429
9 7 1 1 1.000000 0.777778 | 10 4 4 1 0.452381 0.380952
9 7 2 0 0.027778 0.027778 | 10 4 4 2 0.880952 0.428571




TABLASESTADISTICAS.

N n k X F(xX) P(x) N n k X EF(x) P(x)
10 4 4 3 0.995238 0.114286 | 10 6 3 0 0.033333 0.033333
10 4 4 4 1.000000 0.004762 | 10 6 3 1 0.333333 0.300000
10 5 1 0 0.500000 0.500000 | 10 6 3 2 0.833333 0.500000
10 5 1 1 1.000000 0.500000 | 10 6 3 3 1.000000 0.166667
10 5 2 0 0.222222  0.222222 | 10 6 4 0 0.004762 0.004762
10 5 2 1 0.777778  0.555556 | 10 6 4 1 0.119048 0.114286
10 5 2 2 1.000000 0.222222 | 10 6 4 2 0.547619 0.428571
10 5 3 0 0.083333 0.083333 | 10 6 4 3 0.928571 0.380952
10 5 3 1 0.500000 0.416667 | 10 6 4 4 1.000000 0.071429
10 5 3 2 0.916667 0.416667 | 10 6 5 1 0.023810 0.023810
10 5 3 3 1.000000 0.083333 | 10 6 5 2 0.261905 0.238095
10 5 4 0 0.023810  0.023810 | 10 6 5 3 0.738095 0.476190
10 5 4 1 0.261905 0.238095 | 10 6 5 4 0.976190 0.238095
10 5 4 2 0.738095 0.476190 | 10 6 5 5 1.000000 0.023810
10 5 4 3 0.976190 0.238095 | 10 6 6 2 0.071429 0.071429
10 5 4 4 1.000000 0.023810 | 10 6 6 3 0.452381 0.380952
10 5 5 0 0.003968 0.003968 | 10 6 6 4 0.880952 0.428571
10 5 5 1 0.103175 0.099206 | 10 6 6 5 0.995238 0.114286
10 5 5 2 0.500000 0.396825 | 10 6 6 6 1.000000 0.004762
10 5 5 3 0.896825 0.396825 | 10 7 1 0 0.300000 0.300000
10 5 5 4 0.996032 0.099206 | 10 7 1 1 1.000000 0.700000
10 5 5 5 1.000000 0.003968 | 10 7 2 0 0.066667 0.066667
10 6 1 0 0.400000 0.400000 | 10 7 2 1 0.533333 0.466667
10 6 1 1 1.000000 0.600000 | 10 7 2 2 1 0.466667
10 6 2 0 0.133333 0.133333 | 10 7 3 0 0.008333 0.008333
10 6 2 1 0.666667 0.533333 | 10 7 3 0 0.008333 0.008333
10 6 2 2 1.000000 0.333333
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Tabla4d

Funcion de Distribucion Normal (0,1)
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

-35 | 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 00002 00002 0.0002
-34 | 00003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 [ 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 00004 00004 0.0003
-3.2 | 00007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 00006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 | 00010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007  0.0007
-30 [ 00013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 00011 00010 0.0010
-29 (00019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 00015 00015 0.0014 0.0014
-28 (00026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 00021 00021 00020 0.0019
-27 100035 00034 0.0033 00032 00031 00030 0.0029 0.0028 00027 0.0026
-26 | 00047 00045 0.0044 00043 0.0041 00040 0.0039 00038 00037  0.0036
-25 [ 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 00051 0.0049 0.0048
-24 (00082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 00068 0.0066  0.0064
-23 (00107 0.0104 0.0102 0.0099 0.009 0.0094 0.0091 00089 0.0087 0.0084
-22 (00139 0.0136 00132 00129 00125 00122 0.0119 00116 00113 0.0110
-21 (00179 0.0174 00170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 00150 0.0146  0.0143
-20 [ 00228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 00197 00192 00188 0.0183
-19 (00287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 00256 0.0250 00244 00239 0.0233
-1.8 [ 00359 0.0351 0.0344 0.0336 00329 00322 00314 00307 00301 0.0294
-17 | 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 00384 00375 0.0367
-16 | 00548 00537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 00475 00465 0.0455
-15 [ 00668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 00582 00571  0.0559
-14 | 00808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 00721 00708 00694 0.0681
-1.3 [ 0.0968 0.0951 00934 0.0918 0.0901 0088 0.089 0083 00838 0.0823
-1.2 (01151 01131 01112 01093 01075 01056 01038 01020 01003  0.0985
-1.1 ] 01357 01335 01314 01292 01271 01251 01230 01210 01190 01170
-10 [ 01587 01562 0.1539 0.1515 01492 0.1469 01446 01423 01401 01379
-09 (01841 01814 01788 0.1762 01736 0.1711 01685 01660 01635 01611
-08 [ 02119 02090 02061 0.2033 0.2005 0.1977 01949 01922 01894  0.1867
-07 [ 02420 02389 02358 0.2327 02297 02266 02236 02206 02177 02148
-06 | 02743 02709 02676 02643 02611 02578 02546 02514 02483 02451
-05 (03085 03050 0.3015 0.2981 02946 0.2912 02877 02843 02810 02776
-04 | 03446 03409 03372 03336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
-03 (03821 03783 0.3745 03707 03669 0.3632 03594 03557 03520 0.3483
-0.2 | 04207 04168 04129 04090 04052 04013 03974 03936 03897  0.3859
-0.1 | 04602 04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247
-00 [ 0.5000 0490 04920 04880 0.4840 04801 04761 04721 04681  0.4641
0.0 [ 05000 05040 0.5080 05120 05160 05199 05239 05279 05319  0.5359
0.1 [ 05398 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 0.5753
02 [ 05793 05832 05871 05910 05948 05987 06026 0.6064 06103 0.6141
03 (06179 06217 06255 0.6293 06331 0.6368 06406 06443 06480 0.6517
04 [0.6554 06591 06628 0.6664 06700 0.6736 06772 06808 0.6844  0.6879
05 | 06915 06950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
06 [0.7257 07291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 07454 0.7486 0.7517  0.7549
07 [ 07580 07611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0-7764 0.7794 0.7823  0.7852
08 (07881 07910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 08051 0.8078 0.8106 0.8133
09 (08159 0818 0.8212 08238 0.8264 0.8289 08315 0.8340 0.8365 0.8389
10 | 08413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 08531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.1 | 08643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 08749 0.8770 08790 0.8810 0.8830
12 | 08849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 08944 0.8962 0.8980 0.8997  0.9015
1.3 | 09032 0.9049 09066 09082 0.9099 09115 09131 09147 09162 0.9177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 0.9319
15 [ 09332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 0.9429 0.9441
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z .00 01 .02 .03 04 .05 .06 07 .08 .09
16 | 09452 09463 09474 09484 09495 09505 0.9515 09525 09535 0.9545
17 | 09554 0.9564 09573 09582 09591 09599 0.9608 09616 09625 0.9633
18 [ 09641 09649 09656 0.9664 09671 09678 09686 09693 0.9699 0.9706
19 | 09713 09719 09726 09732 09738 0.9744 09750 09756 09761  0.9767
20 | 09772 09778 0.9783 09788 0.9793 09798 0.9803 09808 09812  0.9817
21 (09821 09826 09830 09834 09838 0.9842 09846 09850 09854  0.9857
22 09861 09864 09868 0.9871 09875 0.9878 09881 09884 09887  0.9890
23 [ 09893 0.989% 09898 0.9901 09904 0.9906 0.9909 09911 09913 0.9916
24 09918 09920 09922 0.9925 09927 0.9929 09931 09932 09934  0.9936
25 [ 09938 09940 09941 0.9943 09945 0.9946 0.9948 09949 09951  0.9952
26 | 09953 0995 0.9956 09957 0.9959 09960 0.9961 09962 09963  0.9964
27 [ 09965 0.99%6 09967 0.9968 09969 0.9970 09971 09972 09973 09974
28 [ 09974 09975 09976 0.9977 09977 0.9978 09979 09979 09980  0.9981
29 (09981 09982 09982 0.9983 09984 0.9984 09985 09985 0.9986  0.9986
30 | 09987 09987 0.9987 09988 0.9988 09989 0.9989 09989 09990  0.9990
31 [ 09990 0991 09991 0.9991 09992 0.9992 09992 09992 09993  0.9993
32 [ 09993 09993 09994 0.9994 09994 0.9994 09994 09995 09995  0.9995
33 | 09995 09995 0.9995 09996 0.9996 09996 0.9996 09996 099%6  0.9997
34 [ 09997 09997 09997 0.9997 09997 0.9997 09997 09997 09997  0.9998
35 109998 09998 09998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 09998 0.9998  0.9998




ESTADISTICA | 18.

Tablab

Funcién de Distribucion ¢?

0.005 0.010 0.025 0.050 0100  0.900 0.950 0.975 0.990 0.995

Q

0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 271 3.84 5.02 6.64 7.90
0.01 002 0.05 0.10 0.21 4.60 5.99 7.38 9.22 10.59
007 011 0.22 0.35 0.58 6.25 7.82 9.36 11.32 12.82
021 030 048 0.71 1.06 7.78 9.49 1115 13.28 14.82
041 055 0.83 1.15 161 9.24 11.07 12.84 15.09 16.76

067 087 124 1.63 2.20 10.65 12.60 14.46 16.81 18.55
099 124 169 217 2.83 12.02 14.07 16.02 18.47 20.27
134 164 218 2.73 3.49 13.36 1551 17.55 20.08 219
173 209 270 3.32 4.17 14.69 16.93 19.03 21.65 23.56
215 255 324 3.94 4.86 15.99 1831 20.50 23.19 2515
260 305 381 4.57 5.58 17.28 19.68 21.93 24.75 26.71
3.06 357 440 5.22 6.30 18.55 21.03 23.35 26.25 28.25
356 410 5.01 5.89 7.04 19.81 22.37 24.75 271.72 29.88
4.07 465 5.62 6.57 7.79 21.07 23.69 26.13 290.17 31.38
459 523 6.26 7.26 8.55 22.31 2500 .27.50 30.61 32.86
514 581 6.90 7.96 9.31 23.55 26.30 28.86 32.03 34.32
569 640 7.56 8.67 1008  24.77 2759 30.20 33.43 35.77
625 7.00 823 9.39 1086  25.99 28.88 31.54 34.83 37.21
682 763 890 1011 1165 2721 30.15 32.87 36.22 38.63
7.42 825 959 1085 1244 2842 31.42 34.18 37.59 40.05
802 889 1028 1159 1324  29.62 32.68 35.49 38.96 41.45

925 1019 1169 1309 1485 3201 35.18 38.09 41.66 4423
9.87 1085 1240 1384 1566  33.20 36.42 39.38 43.00 45.60
1050 1151 1311 1461 1647  34.38 37.66 40.66 44.34 46.97
1113 1219 1384 1538 1729 3557 38.89 41.94 45.66 48.33
1179 1287 1457 1615 1811 36.74 40.12 4321 46.99 49.69
1244 1355 1530 1692 1894  37.92 41.34 44.47 48.30 51.04
1309 1424 1604 17.70 19.77  39.09 42.56 4574 49.€1 52.38
1377 1494 1678 1849 20.60  40.26 43.78 46.99 50.91 53.71
1716 1849 2056 2246 2479  46.06 49.81 53.22 57.36 60.31
2067 2214 2442 2651 20.06 51.80 55.75 59.34 63.71 66.80
2428 2588 2836 3061 3336 57.50 61.65 65.41 69.€8 73.20
50 | 2796 29.68 3235 34.76 3769 6316 67.50 7142 76.17 79.52
60 [ 3550 3746 4047 4319 4646  74.39 79.08 83.30 88.40 91.98
70 | 4325 4542 4875 5174 5533 8552 90.53 95.03 10044 104.24
80 [ 5114 5352 57.15 60.39 64.28 9657 101.88 106.63 11234 116.35
90 [ 59.17 6174 6564 69.13 7329 10756 11314 11814 12413 12832
1001 6730 7005 7422 7793 8236 11849 12434 12956 13582 14019
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19 TABLASESTADISTICAS.

Funcién de Distribucion t-Student

p

g.l. 0.80 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999
1 1.376 3.078 6.31 12.70 31.82 63.65 318.39
2 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.32
3 0.978 1.638 2.353 3.182 4541 5.841 10.21
4 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.920 1.476 2.015 2571 3.365 4.032 5.893
6 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4,785
8 0.889 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4501
9 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4,297
10 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
11 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
12 0.873 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 0.861 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 0.860 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
21 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527
22 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
23 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
24 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
25 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
26 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435
27 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2771 3421
28 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408
29 0.854 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396
30 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
35 0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340
40 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
45 0.850 1.301 1.679 2.014 2.412 2.690 3.281
50 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261
60 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
70 0.847 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.211
80 0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195
90 0.846 1.291 1.662 1.987 2.369 2.632 3.183
100 0.845 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174
200 0.843 1.286 1.652 1.972 2.345 2.601 3.131
500 0.842 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586 3.107
1000 0842 1.282 1.646 1.962 2.330 2.581 3.098

Esta distribucion es smétrica: thp=t,1




ESTADISTICA | 20.
Funcidon de Distribucion F de Snedecor
P=09
Gradosdelibertad1 gh
gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 39.86 49.50 5359 55.83 57.24 58.20 58.91 5044 59.86 60.19
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39
3 5.54 5.46 5.39 5.34 5.31 5.28 5.27 5.25 5.24 5.23
4 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 3.92
5 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94
7 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.79 2.75 2.72 2.70
8 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54
9 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 255 2.51 2.47 2.44 2.42
10 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.41 2.38 2.35 2.32
11 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 2.25
12 3.18 2.81 2.61 2.48 1.39 2.33 2.28 2.24 2.21 2.19
13 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14
14 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10
15 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.16 2.12 2.09 2.06
16 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 2.03
17 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00
18 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98
19 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 1.96
20 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94
21 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 2.02 1.98 1.95 1.92
22 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 1.93 1.90
23 2.94 2.55 2.34 2.21 2.11 2.05 1.99 1.95 1.92 1.89
24 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 1.88
25 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.97 1.93 1.89 1.87
26 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88 1.86
27 2.90 2.51 2.30 2.17 2.07 2.00 1.95 1.91 1.87 1.85
28 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 1.84
29 2.89 2.50 2.28 2.15 2.06 1.99 1.93 1.89 1.86 1.83
30 | 288 249 228 214 205 198 193 183 18 182
35 2.85 2.46 2.25 2.11 2.02 1.95 1.90 1.85 1.82 1.79
40 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76
50 2.81 2.41 2.20 2.06 1.97 1.90 1.84 1.80 1.76 1.73
60 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.82 1.77 1.74 1.71
80 2.77 2.37 2.15 2.02 1.92 1.85 1.79 1.75 1.71 1.68
100 2.76 2.36 2.14 2.00 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66
200 2.73 2.33 211 1.97 1.88 1.80 1.75 1.70 1.66 1.63
500 | 272 231 209 19 18 179 173 168 164 161
1000 2.71 2.31 2.09 1.95 1.85 1.78 1.72 1.68 1.64 1.61
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TABLASESTADISTICAS.

P=0.9

Gradosdelibertad1 gl

dl 11 12 15 20 25 30 40 50 100 1000
1 | 6047 6071 6122 6lL74 6206 6226 6253 6269 6300 63.29
2 | 940 941 942 944 945 946 947 947 948  9.49
3 | 522 522 520 519 517 517 516 515 514 513
4 | 391 390 38 38 38 38 38 38 378 376
5 | 328 327 324 321 319 317 316 315 313 311
6 | 292 290 287 284 281 280 278 277 2752 272
7 | 268 267 263 259 257 256 254 252 2502 247
8 | 252 250 246 242 240 238 236 235 2322 230
9 | 240 238 234 230 227 225 223 222 219 216
10 | 230 228 224 220 217 216 213 212 209 206
11 | 223 221 217 212 210 208 205 204 200 198
12 | 217 215 210 206 203 201l 199 197 194 1091
13| 212 210 205 201 198 19 193 192 18 185
14 | 207 205 201 19 193 191 18 187 183 180
15 | 204 202 197 192 18 18 18 183 179 176
6 | 201 199 194 189 18 184 181 179 176 172
17 | 198 196 191 18 183 18 178 176 173 169
18 | 195 193 18 184 18 178 175 174 170 166
19 | 193 191 18 181 178 176 173 171 167 164

20| 191 18 184 179 176 174 171 169 165 161

21 | 190 187 183 178 174 172 169 167 163 159

22 | 188 18 181 176 173 170 167 165 161 157

23| 187 18 18 174 171 169 166 164 159 155

24 | 185 18 178 173 170 167 164 162 158 154

25 | 184 18 177 172 168 166 163 161 156 152

26 | 18 18 176 171 167 165 161 159 155 151

27 | 182 18 175 170 166 164 160 158 154 150

28 | 181 179 174 169 165 163 159 157 153  1.48

29 | 180 178 173 168 164 162 158 156 152 147

30 | 179 177 172 167 163 161 157 155 151  1.46

35 | 176 174 169 163 160 157 153 151 147 142

40 | 174 171 166 161 157 154 151 148 143  1.38

50 | 170 168 163 157 153 150 146 144 139  1.33

60 | 168 166 160 154 150 148 144 141 136  1.30

80 | 165 163 157 151 147 144 140 138 132 125

100 | 164 161 156 149 145 142 138 135 129  1.22

20| 160 158 152 146 141 138 134 131 124  1.16
500 | 158 156 150 144. 139 136 131 128 121 111
1000 158 155 149 143 138 135 130 127 120 1.08




ESTADISTICA | 22.
P=0.95
Gradosdelibertad1 gl
gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1614 19950 2157 2245 2301 2339 2367 2388 2405 2418
2 1851 19.00 1916 1925 1930 1933 1935 1937 1938 1940
3 10.13 9.55 9.28 912 901 894 889 885 881 879
4 7.71 6.94 6.59 639 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5097
5 6.61 5.79 5.41 519 505 495 4838 482 477 473
6 5.99 5.14 4.76 453 439 428 421 415 410 4.06
7 5.59 474 4.35 412 397 387 379 373 368 364
8 5.32 4.46 4.07 384 369 358 350 344 339 335
9 5.12 4.26 3.86 363 348 337 329 323 318 314
10 4.96 4.10 3.71 348 333 322 314 307 3.02 298
11 4.84 3.98 3.59 336 320 3.09 301 295 290 285
12 4.75 3.89 3.49 326 311 3.00 291 285 280 275
13 4.67 3.81 341 318 3.03 292 283 277 271 267
14 4.60 3.74 3.34 311 29 285 276 270 265 260
15 454 3.68 3.29 306 290 279 271 264 259 254
16 4.49 3.63 3.24 301 28 274 266 259 254 249
17 4.45 3.59 3.20 296 281 270 261 255 249 245
18 441 3.55 3.16 293 277 266 258 251 246 241
19 4.38 3.52 3.13 290 274 263 254 248 242 238
20 4.35 3.49 3.10 287 271  2.60 251 245 239 235
21 4.32 3.47 3.07 284 268 257 249 242 237 232
22 4.30 3.44 3.05 282 266 255 246 240 234 230
23 4.28 3.42 3.03 280 264 253 244 237 232 227
24 4.26 3.40 3.01 278 262 251 242 236 230 225
25 424 3.39 2.99 276 260 249 240 234 228 224
26 4.23 3.37 2.98 274 259 247 239 232 2271 222
27 421 3.35 2.96 273 257 246 237 231 225 220
28 4.20 3.34 2.95 271 256 245 236 229 224 219
29 4.18 3.33 2.93 270 255 243 235 228 222 218
30 4.17 3.32 2.92 269 253 242 233 227 221 216
35 412 3.27 2.87 264 249 237 229 222 216 211
40 4.08 3.23 2.84 261 245 234 225 218 212 208
50 4.03 3.18 2.79 256 240 229 220 213 207 203
60 4.00 3.15 2.76 253 237 225 217 210 204 1.99
80 3.96 311 2.72 249 233 221 213 206 2.00 1.95
100 3.94 3.09 2.70 246 231 219 210 203 197 1.93
200 3.89 3.04 2.65 242 226 214 206 198 1.93 1.88
500 3.86 3.01 2.62 239 223 212 203 196 1.90 1.85
1000 | 3.85 3.01 2.61 238 222 211 202 195 1.89 1.84




23 TABLASESTADISTICAS.
P=0.95
Gradosdelibertad1 gl
gl2 11 12 15 20 25 30 40 50 100 1000
1 242.9 2439 2459 2480 2492 2500 251.1 2517 2530 2541
2 19.40 19.41 1943 1945 1946 19.46 19.47 1948 1949 19.50
3 8.76 8.74 870 866 863 862 8.59 858 855 853
4 5.94 591 5.86 5.80 577 574 5.72 5.70 5.66 5.63
5 4.70 4.68 4.62 4.56 452 450 4.46 444 441 437
6 4.03 4.00 3.94 3.87 384 381 3.77 3.75 3.71 3.67
7 3.60 3.57 3.'5) 344 340 3.38 3.34 3.32 3.27 3.23
8 331 3.28 3.22 3.15 311 3.08 3.04 3.02 2.97 2.93
9 3.10 3.07 301 294 289 286 2.83 280 276 271
10 2.94 291 28 277 273 270 2.66 264 259 254
11 2.82 2.79 2.72 2.65 260 257 2.53 251 2.46 241
12 2.72 2.69 2.62 2.54 250 247 243 2.40 2.35 2.30
13 2.63 2.60 2.53 2.46 241 238 2.34 231 2.26 221
14 2.57 2.53 2.46 2.39 234 231 2.27 224 219 2.14
15 251 2.48 2.40 2.33 228 225 2.20 2.18 2.12 2.07
16 2.46 242 235 228 223 219 2.15 212 207 202
17 241 2.38 231 2.23 218 215 2.10 2.08 2.02 1.97
18 2.37 2.34 2.27 2.19 214 211 2.06 2.04 1.98 1.92
19 2.34 231 2.23 2.16 211 207 2.03 2.00 1.94 1.88
20 231 2.28 2.20 212 207 204 1.99 1.97 191 1.85
21 2.28 2.25 2.18 2.10 205 201 1.96 1.94 1.88 1.82
22 2.26 2.23 2.15 2.07 202 198 1.94 191 1.85 1.79
23 2.24 2.20 213 2.05 200 1.96 191 1.88 1.82 1.76
24 2.22 218 211 203 197 194 1.89 186 180 174
25 2.20 2.16 2.09 2.01 196 1.92 1.87 1.84 1.78 1.72
26 2.18 2.15 2.07 1.99 194 1.90 1.85 1.82 1.76 1.70
27 2.17 2.13 2.06 197 192 1.88 1.84 181 1.74 1.68
28 2.15 2.12 2.04 1.96 191 1.87 1.82 1.79 1.73 166
29 2.14 2.10 2.03 1.94 189 1.85 1.81 1.77 171 1.65
30 2.13 2.09 2.01 1.93 188 184 1.79 1.76 1.70 1.63
35 2.07 2.04 1.96 1.88 182 1.79 1.74 1.70 1.63 1.57
40 2.04 2.00 1.92 1.84 178 1.74 1.69 1.66 1.59 1.52
50 1.99 1.95 1.87 1.78 173 1.69 163 1.60 1.52 1.45
60 1.95 1.92 1.84 1.75 169 1.65 1.59 1.56 1.48 1.40
80 191 1.88 1.79 1.70 1.64 1.60 154 151 1.43 1.34
100 1.89 1.85 177 1.68 162 157 1.52 1.48 1.39 1.30
200 1.84 1.80 1.72 1.62 1.56 1.52 1.46 141 1.32 121
500 181 1.77 1.69 1.59 153 148 1.42 1.38 1.28 1.14
1000 | 1.80 1.76 1.68 1.58 152 147 141 1.36 1.26 111




ESTADISTICA | 24,
P=0.975
Gradosdelibertad1 gli

gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 647.8 7995 8642 8996 921.8 9371 9482 9567 9633 9686
2 3851 3900 3947 3925 3930 3933 3936 3937 3939 3940
3 17.44 1604 1544 1510 1483 1473 1462 1454 1447 1442
4 12.22 1065 9.98 960 936 920 907 898 890 8.84
5 10.01 8.43 776 739 715 698 685 6.76 6.68 6.62
6 8.81 7.26 660 623 599 58 570 560 552 5.46
7 8.07 6.54 589 552 529 512 499 490 482 4.76
8 7.57 6.06 542 505 482 465 453 443 436 4.30
9 7.21 571 508 472 448 432 420 410 4.03 3.96
10 6.94 5.46 483 447 424 407 395 38 378 3.72
11 6.72 5.26 463 428 404 388 376 366 3.59 3.53
12 6.55 5.10 447 412 389 373 361 351 344 3.37
13 6.41 4.97 435 400 377 360 348 339 331 3.25
14 6.30 4.86 424 389 366 350 338 329 321 3.15
15 6.20 4.77 415 380 358 341 329 320 312 3.06
16 6.12 4.69 408 373 350 334 322 312 305 2.99
17 6.04 4.62 401 366 344 328 316 3.06 298 2.92
18 5.98 456 395 361 338 322 310 301 293 2.87
19 5.92 451 390 356 333 317 305 29 288 2.82
20 5.87 4.46 386 351 329 313 301 291 283 2.77
21 5.83 4.42 382 348 325 309 297 287 280 2.73
22 5.79 4.38 378 344 322 305 293 284 276 2.70
23 5.75 435 375 341 318 302 29 281 273 2.67
24 5.72 432 372 338 315 299 287 278 270 2.64
25 5.69 4.29 369 335 313 297 28 275 268 2.61
26 5.66 427 367 333 310 294 282 273 265 2.59
27 5.63 4.24 365 331 308 292 28 271 263 2.57
28 5.61 4.22 363 329 306 290 278 269 261 2.55
29 5.59 4.20 361 327 304 283 276 267 259 253
30 5.57 4.18 359 325 303 287 275 265 257 2.51
40 5.42 4.05 346 313 290 274 262 253 245 2.39
60 5.29 3.93 334 301 279 263 251 241 233 2.27
120 | 5.15 3.80 323 289 267 252 239 230 222 2.16
10001 5.02 3.69 312 279 259 241 229 219 211 2.05
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TABLASESTADISTICAS.

P=0.975

Gradosdelibertad1l gh

gl 12 15 20 24 30 40 60 120 1000
1 976.7 9789 9931 9972 1001 1006 1010 1014 1018
2 39.41 3043 3945 3945 3946 3947 3048 3049 3950
3 14.34 1425 1417 1412 1408 1404 1399 1395 13.90
4 8.75 8.66 856 851 846 841 836 831 826
5 6.52 6.43 633 628 623 618 612 607 602
6 5.37 5.27 517 512 507 50L 496 490 4585
7 4.67 457 447 442 436 431 425 420 414
8 420 410 400 395 38 38 378 373 367
9 3.87 3.77 367 361 356 351 345 339  3.33
10 3.62 3.52 342 337 331 326 320 314 308
11 3.43 3.33 323 317 312 306 300 294 288
12 3.28 3.18 307 302 296 291 28 279 272
13 3.15 3.05 205 289 284 278 272 266 260
14 3.05 2.95 2.84 279 273 267 26l 255 249
15 2.96 2.86 276 270 264 259 252 246 240
16 2.89 2.79 268 263 257 251 245 238 232

17 2.82 2.72 262 256 250 244 238 232 225

18 2.77 2.67 256 250 244 239 232 226 119

19 2.72 2.62 251 245 239 233 227 220 213

20 2.68 2.57 246 241 235 229 222 216  2.09

21 2.64 2.53 242 237 231 225 218 211 204

2 2.60 2.50 239 233 227 221 214 208 200

53 2.57 2.47 236 230 224 218 211 204 197

24 2.54 2.44 233 227 221 215 208 201 194

o5 2.51 2.41 230 224 218 212 205 198 191

26 2.49 2.39 228 222 216 209 203 195  1.88

57 2.47 2.36 225 219 213 207 200 193 185

28 2.45 2.34 223 217 211 205 198 191  1.83

29 2.43 2.32 221 215 209 203 196 189 181

30 2.41 2.31 220 214 207 201 194 187 179

40 2.29 2.18 207 201 194 188 180 172  1.64

60 2.17 2.06 194 188 18 174 167 158 148

120 | 205 1.94 182 176 169 161 153 143 131

1000 | 1,94 1.83 171 164 157 148 139 127 100




ESTADISTICA | 26.
P=0.99
Gradosdelibertad1 gh
gl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 9850 99.00 9917 99.25 9930 9933 99.36 99.37 9939 9940
3 3412 3082 2946 2871 2824 2791 2767 2750 2734 2722
4 2120 1800 16.69 1598 1552 1521 1498 1480 1466 1455
5 1626  13.27 12.06 1139 1097 1067 1046 1029 1016  10.05
6 1375 10.92 9.78 9.15 875 847 826 810 7.98 7.87
7 12.25 9.55 8.45 7.85 746 719 699 684 6.72 6.62
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 637 618 6.03 591 5.81
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 580 561 547 535 5.26
10 10.04 7.56 6.55 5.99 564 539 520 506 494 4.85
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 474 463 4.54
12 9.33 6,93 5.95 541 506 482 464 450 4.39 4.30
13 9.07 6.70 5.74 5.21 486 462 444 430 419 4.10
14 8.86 6.51 5.56 5.04 469 446 428 414 403 3.94
15 8.68 6.36 5.42 4.89 456 432 414 400 3.89 3.80
16 8.53 6.23 5.29 4.77 444 420 403 389 378 3.69
17 8.40 6.11 5.18 4.67 434 410 393 379 3.68 3.59
18 8.29 6.01 5.09 4.58 425 401 384 371 3.60 351
19 8.18 5.93 5.01 4.50 417 394 377 363 352 3.43
20 8.10 5.85 4,94 4.43 410 387 370 356 346 3.37
21 8.02 5.78 4.87 4.37 404 381 364 351 340 331
22 7.95 5.72 4.82 431 399 376 359 345 335 3.26
23 7.88 5.66 4.76 4.26 394 371 354 341 330 3.21
24 7.82 5.61 4.72 4.22 390 367 350 336 3.26 3.17
25 7.77 5.57 4.68 4.18 385 363 346 332 322 3.13
26 7.72 5.53 4.64 4.14 382 359 342 329 318 3.09
27 7.68 5.49 4.60 411 378 356 339 326 315 3.06
28 7.64 5.45 457 4.07 375 353 336 323 312 3.03
29 7.60 5.42 454 4.04 373 350 333 320 3.09 3.00
30 7.56 5.39 451 4.02 370 347 330 317 3.07 2.98
35 7.42 5.27 4.40 391 359 337 320 307 296 2.88
40 7.31 5.18 431 3.83 351 329 312 299 289 2.80
50 7.17 5.06 4.20 3.72 341 319 302 289 278 2.70
60 7.08 4.98 4.13 3.65 33 312 295 282 272 2.63
80 6.96 4.88 4.04 3.56 326 304 287 274 264 2.55
100 6.90 4.82 3.98 351 321 299 282 269 259 2.50
200 6.76 471 3.88 341 311 289 273 260 250 241
500 6.69 465 3.82 3.36 305 284 268 255 244 2.36
1000 | 6.66 4.63 3.80 3.34 304 282 266 253 243 2.34
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TABLASESTADISTICAS.

P=0.99

Gradosdelibertad1l gh

al2 11 12 15 20 25 30 40 50 100 1000
2 | 9941 9942 9943 9945 9946 9946 9947 9948 9949 9951
3 | 2712 2703 2685 2667 2658 2650 2641 2635 2624 2614
4 | 1445 1437 1419 1402 1391 1384 1375 1369 1358 1348
5 | 996 589 972 955 945 938 930 924 913  9.03
6 | 779 772 756 740 729 723 715 709 699 689
7 | 654 647 631 616 606 599 591 58 575 566
g8 | 573 567 552 536 526 520 512 507 49 487
o | 518 511 496 481 471 465 457 452 441 432
10 | 477 471 456 441 431 425 417 412 401 392
11 | 446 440 425 410 400 394 38 381 371 361
12 | 422 4i6 401 38 376 370 362 357 347 337
13 | 402 39 38 366 357 351 343 338 327 318
14 | 38 380 366 351 341 335 327 322 311  3.02
15 | 373 367 352 337 328 321 313 308 298 288
16 | 362 355 341 326 316 310 302 297 286 276
17 | 352 346 331 316 307 300 292 287 276 266
18 | 343 '337 323 308 298 292 284 278 268 258
19 | 336 330 315 300 291 284 276 271 260 250
20 | 329 323 309 294 284 278 269 264 254 243
21 | 324 317 303 288 278 272 264 258 248 237
22 | 318 312 298 283 273 267 258 253 242 232
53 | 314 307 293 278 269 262 254 248 237 227
o4 | 309 303 289 274 264 258 249 244 233 222
o5 | 306 299 28 270 260 254 245 240 229 218
26 | 302 296 281 266 257 250 242 236 225 214
57 | 299 293 278 263 254 247 238 233 222 211
28 | 296 290 275 260 251 244 235 230 219 208
29 | 293 287 273 257 248 241 233 227 216 205
30 | 291 284 270 255 245 239 230 224 213 202
35 | 280 274 260 244 235 228 219 214 202 190
40 | 273 266 252 237 227 220 211 206 194 182
50 | 2.62 256 242 227 217 210 201 195 182 170
60 | 256 250 235 220 210 203 194 18 175 162
80 | 248 242 227 212 201 194 18 179 165 151
100 | 243 237 222 207 197 18 18 174 160 145
200 | 234 227 213 197 187 179 169 163 148  1.30
500 | 228 222 207 192 181 174 163 157 141  1.20
1000| 227 220 206 19 179 172 161 154 138 116
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